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Vorrede 

zur   vierten   Auflage. 


Das  Eigentämliche  dieses  Buches  liegt  teils  in  der  Anordnung, 
teils  in  der  Auswahl  des  Stoffes,  den  es  bietet. 

Die  Differentialrechnung  wird  nicht  im  Zusammenhange  behandelt. 
Auf  die  Differentiation  der  Funktionen  mit  einer  Variabein  folgen  so- 
gleich Anwendungen  des  ersten  Differentialverhältnisses  auf  die  Be- 
stimmung vom  Maximum  und  Minimum  dieser  Funktionen,  auf  ebene 
Kurven  und  auf  die  Entwickelung  der  gewöhnlichsten  unendlichen 
Reihen. 

Sodann  werden  einfache  Integrale  abgeleitet  und  dieselben  dazu 
benutzt,  um  Beispiele  aus  der  Geometrie,  der  analytischen  und  technischen 
Mechanik,  der  Physik,  der  mathematischen  und  physikalischen  Geo- 
graphie etc.  zu  lösen.  Wer  die  Infinitesimalrechnung  studiert,  hat 
auch  schon  einen  Kurs  der  mechanischen  Naturlehre  durchgemacht. 
Deshalb  konnte  dieser  Abschnitt  nicht  nur  Beispiele  über  Rektifikation, 
Quadratur  und  Kubatur  der  Kurven,  sondern  auch  Aufgaben  über 
Schwerpunkte,  Trägheitsmomente,  mechanische  Arbeit,  Reibung,  An- 
ziehung nach  dem  Gesetze  der  Gravitation,  Wärme  etc.  bieten.  Die 
Zahl  der  durchgeführten  Aufgaben  dieser  Abteilung  beträgt  148.  Diese 
Beispiele  sollen  einerseits  üben  im^  Anschreiben  der  Differentialgleichung 
und  im  Integrieren  derselben,  anderseits  aber  auch  das  Interesse  für 
den  Gegenstand  wecken.  Es  hat  dabei  nicht  die  Meinung,  dass  der 
Studierende  eine  jede  dieser  Aufgaben  durcharbeite,  bevor  er  zu  einem 
weiteren  Teile  der  Theorie  übergeht.  Er  wird  aus  der  gebotenen  Zahl 
jene  auswählen,  welche  ihm  am  meisten  zusagen. 

Erst  nach  diesen  anschaulichen  Uebungen  folgt  im  zweiten  Teil 
der    Differentialrechnung:    die    Wiederholung   der    Differentiation    und 
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die  Differentiation  der  Funktionen  mit  mehreren  Veränderlichen,  nebst 
den  gewöhnlichen  Anwendungen  auf  Geometrie  und  Analysis.  Hierauf 
folgen  im  zweiten  Teil  der  Integralrechnung:  eine  Erweiterung  der 
theoretischen  Partien,  die  vielfachen  Integrale,  die  Wiederholung  der 
Integration  etc.  Angereiht  sind  49  ausgeführte  Aufgaben  aus  ver- 
schiedenen Gebieten. 

Der  theoretische  Teil  ist  somit  nach  methodischen  Gesichtspunk- 
ten geordnet  und  auf  das  Notwendigste  beschränkt.  Dagegen  ist  das 
Gebiet  der  Anwendung  sehr  erweitert  und  dadurch  der  Beweis  er- 
bracht, dass  mit  wenig  Lehren  nach  den  verschiedensten  Seiten  hin 
erspriessliche  Resultate  gewonnen  werden  •  können.  Das  ist  es  auch, 
was  Manchem  bei  Durchsicht  des  Buches  auffällt  und  ihn  für  die 
Sache  gewinnt.  Die  Mehrzahl  derer,  welche  mathematischen  Studien 
obliegen,  haben  weder  die  Absicht,  noch  die  Kraft,  die  Mathematik 
um  ihrer  selbst  willen  zu  studieren.  Sie  betrachten  diese  Wissenschaft 
als  Hilfsmittel,  um  die  Vorträge  in  den  Fach-Kursen  verstehen  zu  können. 
Diesen  Studierenden  soll  Vortrag  und  Lehrbuch  nach  Möglichkeit  ent- 
gegen kommen.  Seit  längerer  Zeit  geschieht  es  auch  mehr  und  mehr, 
dass  im  Unterricht  der  höheren  Mathematik  den  theoretischen  Partien 
solche  Beispiele,  wie  sie  unser  Buch  bietet,  nachfolgen.  Wir  kennen 
Dozenten,  die  zu  diesem  Zwecke  das  Buch  benützen.  Es  sind  uns 
auch  Briefe  zugekommen,  welche  zeigen,  mit  welcher  Freude  die  Ver- 
fasser dem  Studium  des  Buches  obliegen. 

Gegenüber  der  dritten  Auflage  enthält  diese  Auflage  einige  Modi- 
fikationen und  Erweiterungen. 

So  wurden  Aufgaben  beigefügt  über  Quantität  der  Bewegung, 
das  Potential  und  die  mechanische  Wärmetheorie. 

Zum  Schlüsse  glauben  wir  noch  darauf  hinweisen  zu  dürfen,  dass 
unsere  Arbeit  unter  den  Litteraturnach weisen  figuriert,  welche  der  vor 
einem  Jahr  verstorbene  Herr  Prof.  Dr.  Rudolf  Wolf  in  Zürich  in 
seinem  „Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und  Litteratur^, 
Bd.  I,  1890,  auf  S.  108  im  Abschnitt  über  Mathematik  aufführt. 

Wiuterthur,  im  März  1895. 

Der  Verfasser. 
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Einleitung. 


1.  Begriff  and  BeielchnuBg  der  Punktienen.  In  der  Gleichung 
y  =  x*  +  2x  +  3  denke  man  sich  die  Grösse  x  veränderlich,  so  ändert 
sich  anch  der  Wert  von  y,  d.  h.  der  Wert  des  gesammten  Ausdrucks 
auf  der  rechten  Seite,  und  zwar  entspricht  jedem  Wert  von  x  ein  be- 
stimmter Wert  von  y.     Wenn  z.  B. 

der  Wert  .  .  .  .  x  =  0,     1,     2,     —1,     —2,  .  . 
so  wird  der  von  y  =  3,     6,  11,         2,         3,  .  . 

Ebenso  sei  in  der  Gleichung  y  =  log  x  die  Grösse  x  veränderlich, 
so  wird  anch  y,  d.  h.  der  Logarithmus  von  x,  sich  ändern. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  y  von  der  Grösse  x  wird  dadurch 
angedeutet,  dass  man  nach  Johann  Bernoulli  sagt,  es  sei  y  eine 
Funktion  von  x.     Die  Abhängigkeit  wird  bezeichnet  durch 

y  =  f  W- 

Man  liest  diese  Gleichung:  „y  gleich  Funktion  x'\  Statt  f(x) 
wird  auch  F(x),  y(x),  V^(x)  geschrieben. 

Das  Zeichen  f(x)  enthält  keineswegs  das  bestimmte  analytische 
Gesetz  der  Abhängigkeit,  es  wird  damit  nur  die  Abhängigkeit  der 
Grösse  f(x)  von  der  unabhängig  Veränderlichen  x  im  alige- 
meinen bezeichnet. 

Man  weiss,  dass  das  Volumen  v  einer  Engel  von  ihrem  Halb- 
messer r  abhängt,  deshalb  kann  man  schreiben  v  =  f  (r).  Sollte  aber 
der  Halbmesser  als  Funktion  des  Volumens  dargestellt  werden,  so 
würde  v  zur  unabhängig  Veränderlichen  und  es  könnte  geschrieben 
werden  r  =f(v). 

In  gleichem  Sinne  ist  auch  die  Gleichung  z  =  f(x,  y)  aufzufassen. 
Es  wird  durch  sie  angegeben,  dass  z  in  irgend  einer  Weise  von  den 
zwei  veränderlichen  Grössen  x,  y  abhängig  sei.  Hängt  eine  Grösse  von 
drei  andern  ab,  so  kann  man  ihren  Zusammenhang  andeuten  durch 
tt  =  f(x,  y,  z)  u.  s.  w. 

▲  ntenheimer,  Elementarbach.  t 


3.  EiitelliKe  der  Fauktitnen.  Die  FunktiooeQ  werdeo  Dach  Lei b- 
uitx  emgeteilt  in  algebraische  und  traosceadeate.  Die  alge- 
braischen entstehen  durch  die  Operationen  der  Addition,  Sabtraktion, 
MaltiplikatioD,  Division  and  Potenzierung  mit  konstaDten  Exponenteo. 
Ihre  eiofachsteD  Formen  sind 

Sie  sind  alle  enthalten  in  dem  allgemeioeD  Ausdnick 
(a+_bxj-cx'+^.}" 
(A"+Bx  +  C):^  +  ..r" 
Die  traDsceDdeoten  Funktionen   umfassen  alle  übrigen  Fnoktionen. 
nämlich    Potenzen    mit   veränderlichen    Exponenten,    Logarithmen   aad 
trigonometrische  Zahlen.     Ihre  einfachsten  Formen  sind 
a',     logst,     sins,    cosit. 
Wenn   eine  Gleichung    zwischen    zwei    veränderlichen  GrOssen    in 
Hinsicht  der  einen  Grösse  aufgelöst  ist,  so  wird  die  Funktion  eine  ent- 
wickelte (explicite)  genannt.     So    sind    j  =  a  +  bx-|-cx^  y  =  sinx 
entnickelte   Funktionen   von   x.     Ist  die    Gleichung  aber   in   Hinsicht 
der  einen  Veränderlichen  nicht  aufgelöst,  so  heisst  sie  unentwickelt 
(implicite).     Solche  Punktionen  sind  z.  B. 

a^  +  axy  +  b^O,       Y^^~+f  ^  log-^. 

Sie  werden  gewöhnlich  darch  den  Ausdruck  f  (x,  y)  =  0  bezeichnet. 

S.  (lecMetrigehe  DantellnRi  der  FonktUien.  Jede  Funktion 
y  =  f(s)  oder  F(x,y}~0  mit  einer  unabhängig  Verfind erlichen  lässt 
sich  nach  Descartes  auf  folgende  Weise  darstellen. 

Es   seien  Ax,  Ay  {Fig.  1)  zwei   recht- 
'^'  winkelige  Koordinatenachsen.   Man  trage  eine 

Reihe    aufeinander   folgender   Werte    von  x, 
vom  Anfangspunkte  A  aus,  auf  der  Abscisseu- 
acbse  A\   ab,    errichte  in  den  Endpunkten 
dieser  Abscissen   Lote  auf  die  Abscissen- 
achse,   mache  diese   Lote,    Ordinalen   ge- 
nannt,   gleich    den    entsprechenden    Werten 
von  y   und  verbinde  die  Endpunkte  der  Or- 
dinate n,    HO    entsteht    im    allgemeinen    eine 
krumme  Linie,  welche  das  Gesetz  der  Funktion  zur  Anschanang  bringt. 
Wenn   in    beistehender   Figur   die   Abscisse  Am'   des  Punktes  m  als 
positiv   angesehen    wird,    so    muss   die    Abscisse   An'    des    Punktes    n, 
welche  nach  entgegengesetzter  Richtung  vom  Anfangspunkt  A  liegt,  als 
negativ  betrachtet  werden.    Ebenso  haben  die  Ordinalen  mm'  nnd  nn' 
entgegengesetzte  Richtungen  in   Bezug  auf  die  Abscissenachse.     Wird 
also  mm'   als  positiv  angesehen,   ao  mnss  nn'  negativ  sein.     Abscisse 
und  Ordinate  eines  Punktes  heissen  dessen  Koordinaten.    Der  Punkt, 
dessen  Koordinaten  x,  y  sind,  heisst  knrzweg  Punkt  x,y. 


1- 


Auf  diese  Weise  konstruiert,  gibt  die  Gleichung  y^  =  2px  eine 
Parabel,  a^y^  +  b^x^  =  a^b^  eine  Ellipse,  y  =  logx  die  Logistik.  Die 
GleichuDg  y  =  ax  +  b  vom  ersten  Grad  ist  der  einzige  Fall,  wo  die 
Verbindungslinie  der  Endpunkte  der  Ordinaten  eine  gerade  Linie  liefert. 

4.  Stetigkeit  der  Funktionen.  Durch  die  geometrische  Darstellung 
einer  Funktion  y  =  f  (x)  oder  F  (x,  y)  =  0  erhält  man  eine  Kurve  mit 
unendlich  vielen,  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Punkten.  Die 
Stetigkeit  der  Kurve,  also  auch  die  Stetigkeit  der  Funktion, 
liegt  nun  darin,  dass  immer  je  zwei  dieser  aufeinander  folgenden  Punkte 
unendlich  nahe  aneinander  liegen,  dass  also  unendlich  kleine  Aende- 
rungen  der  Abscissen  auch  unendlich  kleine  Aenderungen  der  Ordi- 
naten zur  Folge  haben.  Wo  dieß  zutrifft,  heisst  die  Funktion  eine 
stetige  oder  kontinuierliche. 

Sobald  je  zwei  aufeinander  folgende  Ordinaten,  welche  einen  un- 
endlich kleinen  Abstand  voneinander  haben,  eine  endliche  oder  unend- 
lich grosse  DifiFerenz  geben,  so  erleidet  die  Kurve,  also  auch  die  Funk« 
tion  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  sie  macht  einen  plötzlichen 
Sprung  von  einem  Ordinatenwert  zum  nächstfolgenden.  Dieser  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  der  Funktion  entspricht  ein  bestimmter  Wert 
von  X.     Die  Funktion  heisst  diskontinuierlich. 

L  Die  Funktionen  a  +  x,  ax,  a^,  sinx,  cosx  ändern  sich  zwischen 
den  Werten  x  =  —  x)  und  x  =  +  oc   stetig;   ebenso  x",  wenn  n  eine 

ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Die  Funktionen  fx,  logx  sind  stetig 
zwischen  den  Werten  x  =  0  und  x  =  +  oo . 

IL   Die  Funktion  — —,   worin  n  eine  ganze,  positive  Zahl  bezeich- 

nen  soll,  ist  stetig  zwischen  den  Werten  x  =  —  oo  und  x  =  0,  sowie 
zwischen  den  Werten  x  =  0  und  x  =  +  o) .  Dagegen  erleidet  sie  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  für  x  =  0,  weil  ihr  Wert  fär  x  =  0  un- 
endlich gross  wird  und  zwar  =  -f  oo,  wenn  x  durch  eine  Reihe  posi- 
tiver Werte  zu  Null  wird,  und  =  —  oo,  wenn  x  durch  eine  Reihe 
negativer  Werte  in  die  Null  übergeht. 

IIL   Ebenso  ist  -r, r^-  für  b  =  x  und    „   ;~^    "~"^  für  x  =  2, 

(b  —  x)^  x^  +  2  x  —  8 

sowie  für  x  =  —  4  diskontinuierlich,  weil  für  diese  Werte  die  Nenner 
zu  Null,  also  die  Funktionen  =  -\-  cc   werden. 

IV.  Die  Funktionen  cotgx,  cosecx  werden  diskontinuierlich  für 
X  =  i  a-Tr,  wo  a  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.     Denn  es  ist 

cos  X  1 

cotg  X  =  — ; ,      cosec  X 


sin  X  sm  X 

und    der   Nenner  sinx  wird  =0  für  x  =  i  a^r.     Ganz  ebenso   kann 
gezeigt     werden,     dass    tangx,    secx     diskontinuierlich     werden     für 

2a  +  1. 

X  =  _j^ ^^  ^Q  ^  eing  ganze  positive  Zahl  sein  soll. 

5.   Oreniwerte  der  Funktionen.     Man  lasse   die  Variable  x  einer 

Funktion  f(x)  sich  stetig  ändern.     Nähert  sich  hierbei  der  Wert  der 

Funktion  mehr   und  mehr  einer  bestimmten,  konstanten  Grösse,  ohne 

1* 


diese  überschreiten  zu  können,  so  wird  diese  Grösse  ein  Grenzwert 
oder  auch  kurzweg  Grenze  der  Funktion  genannt. 

I.  Wenn  im  Bruche   -  die   Grössen  a  und  x   positiv  bleiben, 

a  ~i   X 

jedoch   X    mehr   und    mehr    abnehmen   soll,    so   wächst  der   Wert  des 

Bruches  ohne  Ende   und    nähert  sich   der  Grösse         als  einem  Grenz- 

a 

wert,  welcher  für  x  =  0  erreicht  wird. 

IL  Der  gewöhnliche  Bruch  |  gibt  J  =0,16666..  Verwandelt 
man  diesen  Dezimalbruch  in  die  Reihe 

1    ^  J_..     6      ,   _6  _6_ 

10  ^  102  "^  10^  "^  10*  "^  '  •  "^  10" 

und  lässt  darin  den  Exponenten  n  immer  grösser  werden,  so  nähert 
sich  die  Summe  der  Glieder  der  Reihe  mehr  und  mehr  dem  Werte  \ 
und  erreicht  ihn,  wenn  n  unendlich  gross  gedacht  wird.  Folglich  ist 
^  ein  Grenzwert  der  vorstehenden  Reihe. 

III.  Man  beschreibe  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  ein  regel- 
mässiges Vieleck  von  n  Seiten  und  verbinde  die  Eckpunkte  desselben 
mit  dem   Mittelpunkte,   so   ist   der  Winkel   zwischen   zwei  benachbar- 

ten   Radien  =  -      -  Grade,     folglich     eine    Seite    dieses    Vielecks  = 

n 

180 

2rsin ;  mithin  der  Umfang  desselben 

n 

o        .180 
2  r  n  sm . 


n 

Dieser  Umfang   wird    sich   um  so  mehr  dem  Umfang  des  Kreises 

nähern,   je   grösser  die  Anzahl  n  der  Seiten  wird.     Für  ein  unendlich 

grosses  n  erreicht  der  Umfang  des  Vieleckes  den  Kreisumfang.     Folg- 

180 

lieh  nähert  sich  das  Produkt  n  sin aus  einem    ohne  Ende  wach- 

n 

senden  und  aus  einem  ohne  Ende  abnehmenden  Faktor  einer  konstan- 
ten Grösse,  der  Grösse  7r  =  3,14..,  weil  der  Umfang  eines  Kreises 
=  2r7r  ist.  In  diesem  Sinne  kann  'jt  als  Grenze  jenes  Produktes  an- 
gesehen werden. 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  nach  einer  Grenze  im  vorstehen- 
den Sinne  konvergiert,  so  schreibt  man  häufig  das  Zeichen  lim  (von 
limes  die  Grenze)  vor  dieselbe.  So  kann  man  im  letzten  Beispiel 
schreiben 

r     o        •     180     ■ 

lim2rnsin =2r7r. 

n 

IV.   Die   Fläche   dieses  Vieleckes   besteht  aus   Dreiecken   mit  der 

180  180 

Grundlinie  2rsin und  der  Höhe  rcos ;  die  Fläche  eines  die- 

n  n 

ser  Dreiecke  ist  daher  r^sin •  cos .     Da  aber  2  sin  a  cos  a  = 

n  n 


I 

[ 


1  *4ÄO 

sio  2  a,  so  wird  diese  Fläche  sein  —  r^sin     —  und  somit    die  Fläche 

2  n 

des  ganzen  Vieleckes 

1^   o     .     360 
2 


—  r^nsin 


Nimmt  hierin  n   bis   ins  Unendliche   zu,   so   verwandelt   sich   die 
Fläche  in  die  Kreisfläche  r^^r.     Daher  wird  sein 

,.19.     360         9 

hm  ^  r-^n  sm =  r V. 

2  n 

Da  bei  der  Aenderung  nur  n  variabel  ist,   so  kann   mit  der  kon- 

r^ 
stanten  Grösse  —  dividiert  werden,  wodurch  man  erhält 

hm  n  sm =  2  tt. 

n 


sin  X 
V.   Der   Wert   der   Funktion wird    für  x  =  0   zu   1.      Denn 

X 


es  ist 


sin  X        X        ^  -      sm  X  ^     sm  x 

<       ==1     und     >     =  cosx. 

XX  X  tang  X 


Lässt  man  nun  x  gegen  die  Null  hin  abnehmen,  so  nähert  sich 
cos  X  mehr  und  mehr  der  Einheit  und  erreicht  sie  für  x  =  0.  Für 
diese  Abnahme  von  x  hat  man  daher 

,.      sinx 

hm =  1. 

X 


Erster  Teil  der  Differentialrechnung. 


I.    DifTerentiation  der  Fanktionea  mit  einer  Variabelii. 

6.  Eatwickclung  des  DfffereDtlnl begriffe».  Id  der  Gleichung  y  =  f  (x) 
lasae  man  x  zuoehmeo  um  A  x,  so  wird  sich  auch  im  allgemeinen  y 
DD)  einen  Wert  ändern,  der  mit  A  y  bezeichnet  nerde.  Für  diesen 
geänderten  Zustand  hat  man 

y  + Ay  =  f{x+ Ax), 
Ay  =  f(x+ Ax)-f(s). 
Ay^f(x+Ax)-f(x) 

A  X  A  X 

Lässt  man  in  der  letzten  Gleichung  A  x  ohne  AufhCren  gegen  die 
Null  abnehmen,  so  nimmt  auch  Ay  ab.  Wird  A  x  =  0,  so  wird 
auch  f  (x  +  A  x)  —  f  (x)  ^  0,  also  A  y  =  0.     För  diesen  Grenzzustand 

A  y 
geht  also   das  Verhältnis     .-■      Aber    in    die    unbestimmte    Form   %. 

Gleichwohl  entspricht  dem  Ansdrucke  ^,  wenn  er  ans  der  Gleichung 
y  =  f(x)  aus  obigem  Vorgang  entstanden  ist,  immer  ein  bestimmter 
Wert,  welcher  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  x  ist. 

p.     ,^  Um  dies  zu  zeigen,  stelle  man  die  Gleichang 

nach  §  3  geometrisch  dar.  Es  seien  (Fig.  2)  die 
Abscissen  AM' =  s,  AN' =  x  +  A  x;  die  Ordi- 
nalen MM'  =  y,  NN'  =  y-f-Ay-  Man  ziehe 
MP  parallel  zur  Abscissenachse,  so  ist  MP  =  A  x, 
NP  =  A  y-  Wird  durch  die  Kurvenpunkte  M  und  N 
eine  Sekante  gelegt,  so  erhält  man  vermöge  des 
rechtwinkeligen  Dreiecks  NMP 


Man  ziehe  durch  den  Karvenponkt  M  eine  geometrische  Tan- 
gente MG  an  die  Kurve  und  lasse  Äx  ohne  Aufhören  abnehmen,  so 
rückt  der  Punkt  jN  gegen  M  hin,  die  Sekante  dreht  sich  um  M  und 
nähert  sich  ohne  Aufhören  der  Richtung  der  Tangente.  Wenn  A  x 
verschwindet,  so  fällt   die  Sekante    mit   der  Tangente  MG  zusammen, 

A  y 
und  das  vorstehende  Verhältnis  —     geht    über    in    die    trigono- 

A  X      °  _  ° 

metrische    Tangente    des    Winkels    a,    welchen    die    Berührungs- 
linie MG  mit  der  Abscissenachse  bildet.     Man  hat  daher 

(1)  hm  — -^  =  -  =  tang  «. 

A  X        0 

Da  die  Grösse  tanga  bei  jeder  Kurve  von  der  Lage  des  Berüh- 
rungspunktes abhängt,  so  ist  tang  a  eine  Funktion  der  Abscisse,  also 
der  Grenzwert  ^  eine  Funktion  von  x. 

Lässt  man  in  y  =  f  (x)  die  unabhängig  Veränderliche  x  sich  stetig 
ändern,  so  ändert  sich  im  allgemeinen  auch  der  aus  Gleichung  (1) 
hervorgehende  Wert,  tang  a.  Allein  dieser  gibt  die  Neigung  der  Kurve 
zur  Abscissenachse,  mithin  auch  die  Schnelligkeit  an,  mit  welcher 
sich  y,  d.  h.  die  Funktion,  ändert.  Dieser  Grenzwert  (1)  ist  daher 
von  grosser  Wichtigkeit.  Es  ist  deshalb  nötig,  für  denselben  eine  be- 
sondere Bezeichnung  einzuführen,  welche  den  Ursprung  des  Wertes  ^ 
erkennen  lässt.    Man  gelangt  zu  derselben  durch  folgende  Betrachtung. 

Bevor  die  Differenz  A  x  zu  Null  wird,  durchläuft  sie  eine  Reihe 
von  Werten ,  welche  kleiner  sind  als  jede  noch  so  kleine  angebbare 
Grösse,  d.  h.  eine  Reihe  unendlich  kleiner  Werte.  Einem  solchen  un- 
endlich kleinen  Wert  von  A  x  entspricht  auch  im  allgemeinen  ein  un- 
endlich kleiner  Wert  von  A  y.  Die  unendlich  kleinen  Werte  der  Diffe- 
renzen A  X,  A  y  bezeichnet  man  nach  Leibnitz  mit  dx,  dy,  ver- 
tauscht also  A  mit  d,  nennt  dx,  dy  Differentiale,  und  zwar  dx  das 
Differential  von  x,  dy  das  Differential  von  y  und  definiert  diese  Diffe- 
rentialien  durch  die  Gleichung 

(2)  lim  AX  =  dy  _         ^^ 

A  X        dx 

d.  h.  man  ersetzt  in  (1)  das  Zeichen  —  durch  -r^.     Euler  hat  auch 

0  dx 

in  (2)  dx  nicht  als  unendlich  kleine  Grösse,  sondern  als  Null  gedacht, 

dy 
Allein   es  kann  -j^  auch  dann  als  das  exakte  Mass  von  tanga   ange- 

ax 

sehen  werden,  wenn  man  sich  vorstellt,  es  erreiche  das  Verhältnis  die 

Grenze  tang«,  wenn  dx  die  Null  als  Grenze  erreicht. 

Bei  dieser  Auffassung  bleibt  d  x  eine  Grösse,  welche  mit  x  gleich- 
artig ist.  Bezeichnet  z.  B.  x  eine  Linie,  so  ist  dx  auch  eine  Linie; 
bezeichnet  x  eine  Fläche,  so  ist  d  x  ebenfalls  eine  Fläche  u.  s.  w.  Das 
Gleiche  gilt  von  dy  in  Bezug  auf  y.    Es  kann  daher  mit  dx,  dy  multi- 


(1)  y  =  x^  -  X  -  2. 

pjg  3  Mao    stelle   diese  Gleicbnng   geometrisch 

dar,  so  enUteht  eioe  Parabel  GEC  {Fig.  3). 
Non  sei  AB  =  x  die  Abscisse  uod  BC  =  y 
die  Ordinal«  eiaes  KnrveuptiDkteB  0.  Man 
lasse  X  um  BB'  =  Ax  zuaebmen  und  ziehe 
die  Ordinate  B'C,  sodann  CD  parallel  zu  Ax, 
so  wird  y  um  Ay  =  DC'  wachsen.  Zieht 
man  durch  die  Korveupunkte  C,  C  eine  Se- 
kante, so  gibt  das  entstandene  rechtwinkelige 
Dreieck 

(2)  tangC'CD  =  -^. 


als  Grenzwert  wa  ~—^  zn  dienen. 

dv  ' 

Das  Verhältnis  -^—   wird  der  Differentialqnotient  oder  das        , 

Differentialverbültnis  der  Funktion  y  =  f{x)  genannt.     Der  Vor- 
gang, durch  welchen  die  Differentialien  der  Funktionen  abgeleitet  wer-        i 
den,  heisst  Differentiation  und   der   Inbegriff  der  Regeln,   welche        ! 
bei  der  DifTereotiation  der  Funktiooeo   aafgestetlt  werden,  die  Diffe- 
rentialrechnung. I 

1.   fas  chsrikteriitische  Brcleck.    Man  denke  sich  in  der  vorber- 
gebenden  Figur  eine  Reihe  aufeinander  folgender  Eurvenpunkte  M,  N, . . 
und  die  entsprechenden  Dreiecke  MPN,  deren  Katheten   Ax  und   A  y         | 
sind,   eingezeichnet,   so  kann   aus   der  Form  dieser  Dreiecke   auf  den 
Verlauf  der  Kurve  geschlossen   werden.     Dabei   nimmt   man   die  Ab-        I 
scissendifferenzen  A  x   gleich    gross,    d.   h.    konstant    an,    so    werden        . 
im  allgemeinen  die  Ordinatendifferenzen  A  y  ungleich  ausfallen.     Was        | 
von  den  Differenzen  gilt,  trifft  auch  zu  für  die  Differentialien  d  x  nnd  dy.         i 
Das  Dreieck  mit  den  Katheten  dx  und  dy  heisst  das  charakteristische        I 
Dreieck.     In   ihm  wird   das  Differential  der  unabhängig  Veränderlicheo 
als  konstant  betrachtet.  ' 

Aus  einer  Vergleichong  dieser  Dreiecke  ergeben  sich  folgende 
Schlüsse.  Lässt  man  die  Abscisse  zunehmen  und  nimmt  dabei  auch 
die  Ordinate  zu,  so  ist  dy  positiv;  nimmt  aber  die  Ordinate  ab,  so 
geht  y  in  y  —  dy  über,  d.  h.  das  Differential  dy  wird  negativ,  Aendem 
sieb  daher  die  Variabein  x  nnd  y  in  gleichem  Sinne,  so  haben  auch 
dx  und  dy  gleiche  Vorzeichen;  ändern  sie  sich  in  entg^engesetztem 
Sinne,  so  sind   auch    die  Vorzeichen  von  dx  nnd  dy  entgegengesetzte. 

Wenn  die  Tangente  an  die  Kurve  [larallel  zur  Absei ssenachse  wird, 
so  ist  tangce  —  0,  also  wird  auch  im  entsprechenden  charakteristischen        i 
Dreieck  dy  — 0.     Wird    die  Tangente   parallel   zur  Ordinatenachse,  so        i 
wird  tangcb—  i  ^;  also  wird  auch  dy  unendlich  mal  grösser  als  dx.        . 

S.   Üfrereitiatitn  der  Funkticn 


J 


Aus  Gleich  aog  (1)  folgt  aber  aach 

y  +  A  y  ==  (x  +  A  x)2  -  (x  +  A  x)  -  2, 
Ay  =  2x-Ax— Ax  +  (A  x)^, 

(3)  ^  =  2x~l  + Ax. 
^  A  X 

Lässt  man  nun  in  den  Formeln  (2)  und  (3)  die  Grösse  A  x  ohne 
Aufhören  abnehmen,  so  nähert  sich  der  Rarvenpunkt  C  dem  Punkte  C 
und  die  Sekante  CC  der  Berührungslinie  CF,  welche  durch  C  geht. 
Bildet  diese  Beröhrungslinie  den  Winkel  a  mit  der  positiven  Richtung 
der  Abscissenachse,  so  erhält  man  somit  als  Grenzwert  des  Verhält- 
nisses (2) 

tang  a  =  — ^. 
dx 

Allein  das  Verhältnis  (3)  nähert  sich  hierbei  dem  Grenzwerte 
2x  — 1  und  erreicht  denselben  für  ein  verschwindend  kleines  A  x; 
folglich  wird  sein 

(4)  tang«  =  2x—  1. 

Um  die  Bedeutung  dieses  Grenzwertes  (4)  hervortreten  zu  lassen, 
lege  man  der  Abscisse  x  stetige  Werte  von  x=  —  oo  bisx  =  +  oo 
bei,  so  durchläuft  der  Punkt  C  alle  auf  der  Kurve  liegenden  Punkte 
und  da  die  Tangente  CF,  welche  diesem  Punkte  in  seiner  Bewegung 
folgt,  die  Richtung  der  Kurve  im  jeweiligen  Berührungspunkte  angibt, 
so  erhält  man  durch  den  Inbegriff  der  Werte  (4)  eine  Vorstellung  von 
der  Rieh  tun  gsverändernng  der  Kurve,  also  auch  von  der  Schnelligkeit, 
mit  welcher  sich  die  Ordinate  oder  die  Funktion  ändert,  wenn  sich 
die  Abscisse  stetig  ändert. 

Die  Tangente  durch  den  Punkt  G,  welcher  nach  unten  am  weite- 
sten von  der  Abscissenachse  absteht,  muss  parallel  zur  Abscissenachse 
sein.     Setzt  man  also  a  =  0,  so  folgt  aus  (4) 

2x  —  1=0,       x  =  0,5. 

Dieser  Wert  von  x  ist  die  Abscisse  AH  des  tiefsten  Punktes  G. 
Setzt  man  diesen  Wert  x  =  0,5  in  Gleichung  (1),  so*  erhält  man  als 
Ordinate  des  tiefsten  Punktes:  GH=  —2,25. 

In  den  Punkten  £  und  L  schneidet  die  Parabel  die  Abscissen- 
achse.    Für  diese  Punkte  ist  y  =  0,  also  nach  (1) 

x^  — x  — 2  =  0,       x  =  0,5  ±1,5. 

Der  eine  Wert  x  =  0,5  +  1,5  =  2  ist  die  Abscisse  des  Punktes  E, 
der  andere  Wert  x  =  0,5  —  1,5  =  —  1  die  Abscisse  des  Punktes  L. 
Setzt  man  diese  Werte  für  x  in  Gleichung  (4),  so  -erhält  man  für  die 
Richtung  der  Kurve 

im  Punkte  E  .  .  .  tang  a  =  +  3, 
im  Punkte  L  .  .  .  tang  öt  =  —  3. 

Die  Tangente  in  E  bildet  also  mit  der  positiven  Richtung  der  Ab- 
scissenachse den  gleichen  Winkel,  den  die  Tangente  in  L  mit  der  nega- 
tiven Richtung  dieser  Achse  macht. 
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Die  Karve  schneidet  die  Ordinatenachse  in  R.  Fär  diesen  Punkt 
ist  X  =  0,  also  nach  (4)  tanga  =  —  1. 

Für  X  =  i  00  wird  tanga  =  i  ^;  also  stehen  die  Kurven-Ele- 
mente, welche  rechts  und  links  von  der  Ordinatenachse  unendlich  weit 
vom  Anfangspunkt  entfernt  liegen,  senkrecht  auf  der  Abscissenachse. 

9.  BifferentiatUii   einer  P^teni  Mit  ganten   ptsitiren  Eip^nenten. 

Man  setze  y  =  x**,  wo  der  Exponent  jede  positive  ganze  Zahl  bezeich- 
nen kann.  Wenn  x  in  x  +  A  x  übergeht,  so  wird  y  zu  y  +  A  y. 
Deshalb  wird  sein 

(1)  y  +  A  y  =  (x  +  A  x)\ 

Durch  Entwickelung  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erhält  man 

y  +  A  y  =  X»  +  nx"-^  A  x  +  °^^"^^x"-^(A  x)^  + 

n(n-l)  (n_2) 

1.2.3  (.^x;   -^.. 

f 

Zieht  man  y  =  x"  hiervon  ab  und  dividiert  mit  A  x,  so  folgt 

Ax  ^     1-2  ^    ^         1-2.3  ^^x;  -^.. 

Lässt  mau  hierin  A  x  gegen  die  Null  konvergieren,  so  nähert  sich  der 
Wert  der  rechten  Seite  der  Grenze  n  x"""^ ;  folglich  erhält  man  für  den 
Fall,  wo  A  X  verschwindend  klein  wird, 

^  =  nx"-i 


dx 

oder  auch  indem  man  x"  statt  y  schreibt  uud  mit  d  x  multipliziert 

(2)  d  X"  =  n  x"-^  d  X. 

Das  Differential  der  Potenz  x"  wird  also  erhalten,  wenn  mau  den 
Exponenten  n  zur  Vorzahl  macht,  den  Exponenten  um  1  vermindert 
und  mit  dem  Differential  der  Grundzahl  x  multipliziert. 

Nach  dieser  Regel  erhält  man 

y  =  x  dy  =  dx  "dx  ""    ' 

y  =  x»  dy  =  3x2dx  AL=:3x2, 

dx 

f(x)  =  x'  df(x)-7x«dx  ^^=7x^. 

■   dx 

10.  Differential  einer  Funktion  mit  konstantem  Faktor.  Die  ge- 
gebene Funktion  sei 

y  =  af(x), 

worin  a  einen   konstanten  Faktor  bezeichnet.     Man  setze  f  (x)  =  r,   so 
ist  nach  dem  bisherigen  Verfahren 

y  +  A  y  =  a  (r  +  A  r), 
Ay  =  a(r4-Ar)  —  ar  =  aAr. 
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Setzt  man  hierin  ar  statt  y  and  geht  zam  Differential  ober,  so  ist 

dar  =  adr, 

daf(x)  =  adf(x). 

Hieraus  folgt,  dass  der  konstante  Faktor  bei  der  Differentiation 
anverändert  aas  der  Fanktion  in  das  Differential  äbergeht  and  dass 
dieser  Faktor  vor  oder  hinter  das  Differentialzeichen  d  gesetzt  wer- 
den kann. 

I.  Wenn  y  =  2  x*,         so  wird     d  y  =  6  x^  d  x ; 

y  =  4ax^  dy  =  20ax*dx. 

II.  Der  Radios  eines  Kreises  sei  x,  seine  Fläche  F,  so  ist  F  ='  ^r  x^. 
Darch  Differentiation  dieser  Gleichang  erhält  man 

dF  =  2^xdx. 

Geht  daher  x  in  x  -h  d  x  aber,  so  nimmt  die  Kreisfläche  za  am  eine 
Ringfläche,  deren  Länge  2^x  und  deren  Breite  dx  ist.  Diese  Ring- 
fläche ist  das  Differential  der  Kreisfläche. 

Dividiert  man  den  Wert  von  dF  durch  jenen  von  F,  so  ist 

dF  _^d^ 
F  X 

Beim  Uebergang  von  x  in  x  -|-  <1  x  nimmt  daher  die  Fläche  zweimal 
stärker  zu  als  die  Seite.  Wenn  z.  B.  die  Zunahme  dx  zu  yD-Ji^Tf 
von  X  angenommen  wird,  so  beträgt  die  Zunahme  dF  uf^ö  von  der 
Fläche  F.  Dies  gilt  streng  genommen  nur  von  unendlich  kleinen 
Aenderungen. 

III.  Der  Radius  einer  Kugel  sei  x,  sein  Volumen  V,  so  ist 
V  =  |x^7r;  folglich  durch  Differentiation 

dV  =  4x2^dx. 

Nimmt  daher  x  um  d  x  zu,  so  wächst  das  Volumen  um  eine  Kugel- 
schicht von  der  Oberfläche  4x^7r  und  der  Dicke  dx,  nimmt  also  zu 
im  Verhältnis  von 


11.  ftifferential  eines  Aggregates.     Dieses  Aggregat  sei 

u  =  A  +  f(x)  +  9)(x)  +  .., 

woriu  A  ein  konstantes  Glied  bezeichnet.    Man  setze  I  (x)  =  y,  ^  (x)  =  z, 
inui  führe   die  gleichzeitigen  Werte  y  +  Ay,  z+Az  ein,   so    kommt 

u  +  A  u  -  A  +  (y  +  A  y)  +  (z  +  A  z)  +  . . 
Au  =  Ay+Az  +  .. 

Geht  man  von  der  Differenz  zum  Differential  über,  so  ist 

du  =  dy4-dz+.. 

du  =  df(x)  +  dy(x)+  .. 
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^omit  ist  das  Differential  eines  Aggregates  gleich  der  Summe  aus  \ 
den  Differential! en  der  einzelnen  Glieder  und  das  Differential  eines  i 
konstanten  Gliedes  gleich  Null.  i 

I.  y  =  a  +  bx  +  cx^       dy  =  bdx  +  2cxdx, 

y  =  x»"  — bx",  dy  =  (mx™-^  — nbx"-^)dx.  i 

II.  Es  seien  p,q  die  Katheten  und  s  die  Hypotenuse  eines  recht-  | 
winkeligen  Dreiecks,  so  ist  s^  ==  q^  +  p^.  Man  denke  sich  nun  die  . 
Kathete  q  konstant,  lasse  jedoch  p  stetig  wachsen,  so  nimmt  auch  die  , 
Hypotenuse  stetig  zu.     Die  Differentiation  gibt  ! 

sds  ==  pdp. 

Es  entstehen  also  zwei  Rechtecksflächen  von  gleichem  Inhalt.  Da 
nun  s  immer  grösser  ist  als  p,  so  wird  d  s  kleiner  als  d  p,  d.  h.  die 
Hypotenuse  ändert  sich  weniger  rasch  als  die  Kathete. 

III.  In  einer  cylindrischen  Röhrenleitung  vom  inneren  Durchmesser  D 
und  der  Länge  L  bewege  sich  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  v;  auf 
diese  Geschwindigkeit  werde  ein  Gefälle  H  verwendet,  so  ist  nach  Prony 

H^Cav  +  bv")^, 

in  welcher  Gleichung  a  und  b  konstante  Zahlenwerte  bedeuten.  Nun 
nehme  auf  einmal  H  um  dH  zu,  so  wird  die  Geschwindigkeit  v  um  dv 
steigen,  während  alle  anderen  Grössen  der  Gleichung  dieselben  bleiben. 
Welches  Verhältnis  besteht  zwischen  diesen  Zunahmen? 

Die  Differentiation  der  gegebenen  Gleichung  gibt 

dH  =  (a  +  2bv)-^-dv, 

woraus  das  Differentialverhältnis  d  H  :  d  v  hervorgeht.  Dividiert  man 
aber  die  zweite  Gleichung  durch  die  erste,  so  wird 

dH_a  +  2bv    djv 
H         a  +  b  V       V  * 

Nun  ist  a  sehr  klein  gegen  b  (nur  circa  0,05  von  b);  daher  der  Zähler 
des  zweiten  Bruches  fast  nahe  zweimal  grösser  als  dessen  Nenner.  Mit> 
hin  wächst  das  Gefälle  zweimal  rascher  als  die  Geschwindigkeit. 

IV.  Es  bezeichne  t  die  Temperatur  des  Wassers  und  q  die  Anzahl 
Wärmeeinheiten  oder  Kalorien,  welche  nötig  sind,  um  1  kg  Wasser  von 
0  Grad  auf  die  Temperatur  t  zu  erwärmen,   so  ist  nach  Regnault 

(1)  q  =  t  +  0,00002  t^  +  0,0000003  t^ 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

(2)  i  =  1  4_  0,00004 1  +  0,0000009 1^. 
dt 

Nun  ist  dq  die  Wärme,  welche  1  kg  Wasser  erfordert,  wenn  seine 
Temperatur  um  d  t  zunehmen  soll.  Es  sei  nun  c  jene  Wärme,  welche 
für  1  kg  nötig  ist,  damit  die  Temperatur  um  1®  steige,  also  die  spezi- 


J 
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fische  Wärme  des  Wassers,  so  verhalten  sich,  iDoerhalb  der  kleiDeo 
AenderoDgeD,  die  Temperaturzanahmen  dt  nnd  1^  wie  die  entspre- 
chenden  Wärmezanahmen  dq  and  c,  so  dass  man  hat 

d  t :  1  =  d  q  :  c,  woraus  — *  =  1, 

daher  nach  Gleichung  (2)  die  spezifische  Wärme  des  Wassers 

c  =  1  +  0,00004  t  +  0,0000009 1^ 

12.  iiffereitial  eiies  Produktes  «■»  TarUbeln  Nkttrea.  Das  Pro- 
dukt sei  xy,  wobei  y  eine  Funktion  von  x  sein  soll.  Es  nehme  x 
um  Ax  zu,  80  wird  y  um  Za  y  und  das  Produkt  xy  um  A(xy)  zu- 
nehmen.    Folglich  erhält  man 

xy  +  A  (xy)  =  (x  +  A  x)  (y  +  Ay), 
A  (xy)  =  X  A  y  +  (y  +  A  y)  A  X, 


ia)..(i^)+,+^. 


Ax 

Wenn  A  x  ohne  Ende  gegen  0  abnimmt,  so  nimmt  auch  A  y  im  Aus- 
druck y  +  A  y  bis  zum  Verschwinden  ab,  d.  h.  es  nähert  sich  y  -f  A  y 
der  Grösse  y  als  einem  Grenzwert;  folglich  erhält  man  durch  den 
Uebergang  von  der  Difl^erenz  zum  Difi^erential 

d  (x  y)  d  y    , 

dx  dx 

oder  indem  man  mit  dx  multipliziert 

(1)  d(xy)  =  xdy  +  ydx. 

Somit  ist  das  Differential  eines  Produktes  aus  zwei  veränderlichen 
Faktoren  gleich  dem  ersten  Faktor,  multipliziert  mit  dem  Differential 
des  zweiten,  mehr  dem  zweiten  Faktor,  multipliziert  mit  dem  Diffe- 
rential des  ersten. 

Dividiert  man  Gleichung  (1)  mit  dem  gegebenen  Produkt,  so  folgt 

(2)  ^II  =  ^l+^, 

xy  X  y 

Das  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Gesetz  ist  leicht  erkennbar. 

Für  drei  Faktoren,  welche  von  derselben  Variabein  abhängen,  erhält 
man  aus  (1)  und  (2)  durch  dasselbe  Verfahren 

d(xyz)  =  xydz  +  xzdy  +  yzdx, 

d(xyz)   dx   dy   dz 

= 1 j . 

xyz     X    y    z 

Nach  Regel  (1)  findet  man 

y  =  (1  -  x)(l  +  x2),         dy  =  (-  1  +  2x  -  3x2)dx, 

y  =  (a  +  x)(a  — x),  dy=  —  2xdx, 

y  =  (a2-x2)x5,  dy  =  x*(5a2-7x2)dx. 
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13.  Diferentiäl  eines  Bruches  nit  veräiderlichen  Zähler  und  Nenner.   ^ 

Im   Brache    —  seien    Zähler    und    Nenner   Funktionen    derselben    ver-    ' 

änderlichen  Grösse.     Man  setze 

u 

multipliziere  mit  v  und  differentiiere  die  Gleichung  u  =  yv,  so  folgt 

du  =  ydv  +  vdy. 

Hieraus  folgt,  wenn  —  für  y  geschrieben  wird 


(1)  y  = 


m  a  (i)  = 


vd  u  —  ud  V 


Das  Differential  eines  Bruches  ist  also  gleich  dem  Nenner,  multi- 
pliziert mit  dem  Differential  des  Zählers,  weniger  dem  Zähler  mal 
dem  Differential  des  Nenners,  alles  dividiert  durch  das  Quadrat  des 
Nenners. 


X 

so  ist 

adx 

H    \T    

VT  CUU     y   —                    • 

•^       a  +  x 

a  +  X 
^~a       x' 

^       (a  +  x)«' 
2adx 

_        a  j     _    ~  2axdx 

y  ~  b2  +  x2  '  "^y""   (b2  +  x2)2  ' 

a  +  bx  ^          2a  +  b  +  bx, 

y  "^  t; Wi  d  y  =  — y- r« —  d  x. 

•"       (1— x)^  ^           (1  — x)^ 

Man  dividiere  Gleichung  (2)  durch  (1),  so  erhält  man 

dy       du  dv 


(8) 


y       u 


Es  sei  gegeben  y  =  —r — ,  so  wird  nach  dieser  Regel  I 

dy  cdx  ,       ,  acdx  j 

y  b  +  cx       .  (b  +  cx)^  ^ 

14.  Uiffereniial  einer  Poteni  mit  beliebigem  Eiponenlen.    Für  eineu 
ganzen  positiven  Exponenten  gilt  nach  §  9  die  Regel 

(1)  d  X"  =  n  X"-*  d  X. 

Nun    sei  zunächst   die   Potenz   x~"   zu   differentiieren,   in    welcher    j 
der  Exponent  eine  ganze  negative  Zahl  sein  soll.     Man  setze 

(2)  y  =  X-», 

so  wird  y  =  — ^  oder  auch  yx"  =  1. 


1 
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Hierin   ist  die   linke  Seite    ein   Produkt    aus   veränderlichen   Faktoren, 
die  rechte  Seite  aber  konstant;  daher  gibt  die  Differentiation 

x"dy  +  nyx"-*dx  --=  0, 

woraus  folgt,  wenn  mit  x'^  dividiert  wird 

dy  =  —  nyx""^  dx 

oder  indem  man  rechts  den  Wert  von  y  aus  (2)  einfährt 

(3)  dy  =  —  nx-^-^dx. 

Daher  gilt  für  negative  Exponenten  die  gleiche  Regel  wie  für  positive. 

Es  sei  ferner  der  Exponent  ein  positiver  oder  negativer  Bruch. 
Die  Potenzen  dieser  Art  haben  die  Form 

(4)  y  =  x"s 

worin  p  und  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen.    Poten- 
ziert man  (4)  mit  q,  so  folgt  y**  =  x^.     Daher  durch   Differentiation 

qyq-i(jy  =  pxP~^dx;      dy  =  — — -  ^^dx. 

q  y^ 

p 
Da  aber  nach  (4)  y^~^  =  x'*         ,  so  wird 

(5)  dy=  P.xq~'dx. 

q 

Das  Gesetz,  das  in  (5)  enthalten  ist,  stimmt  mit  dem  in  (1)  und 
(3)  überein.  Daher  gilt  für  gebrochene  Exponenten  die  gleiche  Regel 
wie  für  ganze. 

Im  vorstehenden  wurden  die  Exponenten  als  rationale  Zahlen  vor- 
ausgesetzt. Allein  die  Regel  gilt  auch,  wenn  die  Exponenten  irratio- 
nale Zaiilen  sind,  weil  man  diese  immer  als  Grenzen  ihrer  rationalen 
Nährnngswerte  auffassen  kann. 

Beispiele. 

1        I     _1 
dx~*=— x~^dx;  dx^=  — x    ^dx; 

A       2    -- 
dx~*=  —  4x""'^dx;  dx"^— —  x    "^  dx; 

o 


d(^)  =  d(äx-"') 


„      _,,               2a  dx 
=  — 2ax  ''dx= 


X»      ' 


r^-i^")  =  d  (a  +  b  x)  X-' =  d  (a  x->  +  b)  =  - 


X«  • 
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15.   iifff reidäl  elaer  tliiadratwttrtel.     Es  sei   y  =  Yv  (x).     Man      l 

setze  (p  (x)  =  z,  so  kann  man  schreiben  , 

y  =  z^.  \ 

Folglich   erhält  man  nach   Gleichung  (5),  §  14,  über   das  Differential        i 
einer  Potenz 

,  1    -y  ,  dz 

dx=— z    'dz  = 


2  2Kz 

Oder  wenn  man  wieder  die  ursprQnglichen  Zeicheo  einfährt 

2Ky(x) 

Somit  ist  das  Differential  einer  Quadratwurzel  gleich  dem  Differential 
der  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  dividiert  durch  das  Doppelte 
der  Quadratwurzel« 

Beispiele. 

d  K  a  X  =  V^a  — , . ;       d  V^a  —  x  = 


2Vx    '  '  iV'^^^  ' 

.  1^;;^ 5        (&  —  x)dx 

d  K  2  ax  —  X*  =  ,> , 

K2ax-x* 
d(a  +  x)K^^  =  ^^^^l^, 

2  y  sL  —  x 


8x*  +4x2  _|_3]/^x2- 1 


15  X 


5 


dx 


« 1^x2  -  1 


16.  Differential  eines  L^garitlinias.     Die  gegebene  Funktion  sei 

(1)  y  =  log  X. 

Setzt  man   die   gleichzeitigen  Werte  x  +  A  x  und  y  +  A  y   ein, 
so  kommt 

y+ Ay  =  log(x+ Ax), 

A  y  =  log  (x  +  A  x)  —  log  X, 

,     X  +  A  X       .     /,    ,     Ax\ 
A  y  =  log =  log(^l  +  —^J. 

X 

Man  multipliziere  die  letzte  Gleichung  mit  — — ,  so  folgt 


(1)         4i,=-^,ogri+AiL\ 

^  ^  Ax  Ax°\  x/ 


Man  kann  nun  immer'  A  x  so  wählen,  dass  das  Verhältnis  x :  A  x  eine 
ganze  Zahl  wird.     Man  bezeichne  diese  mit  n,  so  geht  (1)  über  in 


(2)  iJ-  =  "i°«(i  +  7> 
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Hierin  Dähert  sich  die  rechte  Seite  mehr  and  mehr  einer  bestimmten 
Grenze,  je  kleiner  Ax,  je  grösser  also  n  wird.  So  erhält  man  fOr 
gemeine,  briggische  Logarithmen 

Werte  von n       =         100         1000       10000. 

Entsprechende  von  n  log  Tl  + —j  =     0,4321     0,4341     0,4343. 

Für  n  =  10000  ist  der  letzte  Wert  so  genau,  dass  er,  wie  in 
§  65  gezeigt  wird,  mit  dem  Grenzwert  verwechselt  werden  kann. 
Ans  (2)  folgt  daher,  wenn  Ax  zu  dx  wird 

dy 


dx 


x  =  0,4343 


ond,  indem   man  y   durch  log  x  ersetzt   und   beachtet,  dass  der  Wert 
0,4343  nur  fär  briggische  Logarithmen  gilt 

(3)  d  logb  X  =  0,4343  — . 

Um  nun  den  genauen  Grenzwert  der  rechten  Seite  von  (2)  zu  be- 
stimmen, beachte  man,  dass 


(4)  nlog(l  +  |-)  =  log(l  +  -^J 


und  entwickele  die  Grösse   rechts,    von   welcher  der   Logarithmus  zu 
nehmen  ist,  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe,  so  erhält  man 


n  (u  —  1)  (n  —  2)  /  1  ^  ^ 


1-2.3 


(i) 


+  •• 


(«0+i)"='+'+(i-Ä)<i-^)(i-^)+- 

Lässt  man  nun  die  Grösse  Ax  ohne  Ende  gegen  Null  abnehmen,  so 
nimmt  n  ohne  Ende  zu;  folglich  konvergieren  die  Brüche 

12  3  4 

2n'       3n'       4n '       5n  '" 

gegen  die  Null  und  es  nähert  sich  in  (5)  die  Summe  der  Glieder  rechts 
einer  bestimmten  Grenze.  Diese  wird  erreicht,  wenn  Ax  verschwindend 
klein  wird.     Mithin  geht  (5)  über  in 

(6)    H„,(n-lJ=i  +  i  +  l  +  ^  +  ^  +  ^:3i^  +  .. 

Löst  man  hierin  die  Brüche  rechts  in  Dezimalbrüche  auf,  so  findet 
man  als  Summe  der  Reihe 

lim  fl  +  — y=  2,71828  18284  . . 

Anten  heim  er,  Elementarbnch.  2 
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Bezeichnet   man  diesen   Zahiwert  mit  e,   so   wird   die  Grösse  (4)   für 
den  Grenzznstand   =  log  e ;  daher  folgt  ans  (2) 

-•'-x  =  loge 
d  X 

oder  indem  man  logx  statt  y  schreibt 

dx 

(7)  d  log  X  =  löge— —. 

In  dieser  Gleichung  ersetzt  nun  löge  die  Zahl  0,4343  der  Glei- 
chung (3).  Allein  in  (7)  ist  die  Basis  des  Logarithmensysteros  gleich- 
gültig. Man  nimmt  e  zur  Basis  eines  Logarithmensystems  und  nennt 
die  entsprechenden  Logarithmen  natürliche  oder  hyperbolische. 

Für  die  natürlichen  Logarithmen  ist  log  e  =  1,  weil  der  Logarith- 
mus jeder  Basis  =  1  wird.  Folglich  erhält  man  für  natürliche  Loga- 
rithmen aus  (7) 

(8)  d  log  X  =  — . 

X 

Das  Differential  des  natürlichen  Logarithmus  einer  veränderlichen 
Grösse  wird  also  erhalten,  wenn  man  das  Differential  der  veränder- 
lichen Grösse  durch  diese  Veränderliche  dividiert. 

Wenn  in  der  Folge  Logarithmen  vorkommen  und  nichts  über  die 
Basis  derselben  bemerkt  ist,  so  sind  immer  natürliche  Logarithmen 
darunter  verstanden.     Nach  obiger  Regel  ist 

2d  X 
d  log  x^  = ;  d  (x  log  x)  =  (1  +  log  x)  d  x. 

d  log(a  +  x)  =  -^;  d  log(x  +  Vl+~x^)  =        ^"^ 


a  +  x'  -^    '  ^      '     ^     y-r+ 

dx  /    X    V      (logx  —  l)dx 


..2 


X 


d  (log  xy  =  n  (log  x)"-i  -^ ;        d  ( J^")  = 


log  x/  log^x 

17.  Differeutial  der  Eiptnentialgrösse  a''.  In  dieser  Grösse  sei 
die  Basis  konstaut.  Mau  schreibe  y  =  a''  und  nehme  auf  beiden  Seiten 
die  Logarithmen,  so  ist 

log  y  =  X  log  a. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich  nach  §  16  u.  10 

=  d  X  log  a. 

y 

Man  schreibe  hierin  a''  für  y,  so  folgt 

(1)  da''  =  a'^dxloga. 

Das  Differential  der  Exponentialgrösse  a'^  ist  also  gleich  dieser 
Grösse,  multipliziert  mit  dem  Differential  des  Exponenten  und  dem 
natürlichen  Logarithmus  der  Basis. 
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WeoD  die  Grösse  a  zur  Basis  der  oatürlichen  Logarithmen  wird, 
also  den  Wert  e  =  2,71828..  hat,  so  ist  loge=l  und  Gleichung  (1) 
geht  über  in 

(2)  de*  =  e»dx. 

Durch  Division  dieser  Gleichung  mit  e^  folgt 

de» 


e'' 


=  dx. 


Denkt  man  sich  nun  die  Gleichung  y  =  e»  geometrisch  dargestellt  und 
lässt  man  x  sich  stetig  ändern,  so  entsteht  die  Proportion  d  y :  y  = 
dx:l.  Wenn,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  dx  konstant  bleibt,  so 
ist  auch  das  Verhältnis  d  y :  y  der  ganzen  Kurve  entlang  konstant. 

Nach  Gleichung  (2)  wird  sein 

dx 
de'^fx—  l)  =  e*xdx;       de^"8*=  e^"«* . 

X 

de-'^'= -2xe-»Mx;      deV'x^eV^^.      ^^ 


2Kx"' 

18.  Bifferential  der  Eiponentialgrösse  ff  (i)"".  Man  schreibe  y  =  u"", 
nehme  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  kommt 

log  y  =  X  log  u. 

Wird  differentiiert  und  berücksichtigt,  dass  u  eine  Funktion  von  x 
ist,  so  erhält  man  nach  §  16  und  12 

— —  =  X h  log  u  d  X, 

y  a 

und  hieraus,  wenn  der  Wert  von  y  eiogeführt  wird 

d  u'^  =  X u*~^  d  u  +  u*  log  u  d  X. 

Somit  besteht  das  Differential  aus  zwei  Teilen.  Der  eine  Teil 
wird  erhalten,  wenn  man  in  u»  den  Exponenten  konstant;  der  andere 
Teil,  wenn  man  in  u»  die  Grundzahl   konstant  betrachtet. 

19«  Differential  eines  Sinns.  Man  setze  y  =  sin  x  und  betrachte 
die  Grösse  x  als  Bogen,  beschrieben  mit  dem  Halbmesser  =  1.  Lässt 
man  x  übergehen   in  x  +  Ax,  so  wird  y  zu  y  +  Ay  und  man  erhält 

y  +  Ay  =  sin(x-f  Ax). 

Entwickelt  man  sin(x  + Ax)  in  zwiei- Teile  und  zieht  y  =  sinx 
ab,  so  kommt 

(1)  Ay  =  sin  x cos  Ax  +  cos  x  sin  Ax  —  sin  x. 

Ax 
Nun  ist    aber  cos  Ax  =  1  —  2  sin^ -— ^,  folglich  gibt  Gleichung  (1) 

Ay  =  cos  x  sin  Ax  —  2  sin  x  sin^  "ö"' 

2* 
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.    Ax 
sin--r- 
,^v             Ay                sin  Ax         .               2      .    Ax 
(2)  — --  =  co8x sm  X sin-—;—. 

^  Ax  Ax  Ax  2 

~2~ 

Nimmt  hierin  Ax  ohne  Ende  ab,  so  konvergieren  die  Bruche 

.     Ax 
sm    - 

sm  Ax  •  2 

Ax  "    '  ~a"x 

2 

Ax 
gegen  die  Einheit  (§  5)  als  einer  Grenze»  während  der  Faktor  sin  — — 

im  zweiten  Giiede  rechts  gegen  die  Null  konvergiert.  Folglich  nähert 
sich  in  (2)  das  erste  Glied  rechts  der  Grenze  cos  x  und  das  zweite  der 
Grenze  Null.    Wenn  Ax  zu  dx  wird,  geht  somit  Gleichung  (2)  über  in 

d  sin  X  =  cos.x  d  x. 

Das  Differential  des  Sinus  eines  Bogens   ist   hiernach   gleich   dem 
Cosinus  dieses  Bogens,   multipliziert  mit  dem  Differential   des  Bogeos. 

Beispiele,     d  sin  2  x  =  cos  2  x  •  d  2  x  =  2  cos  2  x  d  x. 

dsinY  =  co8Ydy  =  |co8  ydy. 

.  1/-— —         dsinx         cosxdx 
d  K  sin  X  = 


d  log  (sin  x)^  = 


2l^sin  X        2y^sin  x 
d  (sin  x)  ^      2  cos  X  d  X 


sin  x^  sin  x 


20.   Piflrerentiftl  eines  Cosinus.     Es  ist 


cos  X  =  y^l  —  sin^x. 

Wird  auf  beiden  Seiten  differentiiert   unter  Berücksichtigung   von 
§  15,  11  und  19,  so  erhält  man 

—  2  sin  X  cos  x  d  x 

d  cos  X  = ■-  -  . 

2  Kl  -  sin^x 

Ersetzt  man  hierin  die  Wurzel  im  Nenner  durch  cosx,  so  kommt 

d  cos  X  =  —  sin  X  d  X. 

Folglich  ist  das  Differential  des  Cosinus  eines  Bogens  gleich  dem  Sinns 
dieses  Bogens^  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  multipliziert 
mit  dem  Differential  des  Bogens. 

Beispiele. 

d  cos  n  X  =  —  sin  n  X  •  d  n  X  =  —  n  sin  n  x  d  x. 

d  sin  x  cos  x  =  (cos^x  —  sin^x)  d  x  =  (1  —  2  sin%)  d  x. 

j  ,     ,        \„      d  cos  x"        —  n  sin  x  cos  x""^  d  x  sin  x  . 

d  log  (cos  x)"  = = =  —  n d  x. 

cos  x"  cos  x"  cos  X 
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21.  iirgabe.  In  einem  Dreieck  sei  eio  Wiakel  fehlerbaft  gemeseeo 
wordeD.  Es  boII  aDgegeben  werden,  velchen  Bioflass  dieser  Fehler 
auf  die  dem  Winkel  gegenQberliegende  Seite  ausübt. 

Es  seien  a,  b,  c  die  Seiten  (Fig.  4)  und  A,  B,  C 
die  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel,  so  besteht 
folgender  Zasammenhang 

(1)  b^  =  a*  +  c^-2accosB, 

Hierin    denke   luan   sich    a    und   c   als    riclitin  ge- 
messen,   also    als    konstante    GrOsseo,    gebe    aber 
dem    Winkel  B    eine   kleine  AeDdeniug,   so   wird 
sich   auch   die  gegenüberliegende  Seite  b  ändern.     Die  Differentiation 
von  (I)  gibt 

(2)  bdb==acsinBdB. 

Da    nnn   aber  hierin  csinB    ersetzt   werdeu    kann   durch   bsiuG,    so 
gebt  (2)  über  ia 

(3)  db-asinOdB. 

Man    fälle    von    der  Spitze    des   Winkels,   der    geändert    worden,    ein 

Lot  BD  =  z  anf  die  gegenüberliegende  Seite,  so  ist  z^^^asinC;   folg- 
lich ans  (3) 

(4)  db  =  £dB. 

Nun  betrachte  man  dB  als  Fehler,  welcher  dem  Winkel  B  an- 
haftet, so  ist  db  als  der  Fehler  anzusehen,  der  sich  darans  für  die 
Seite  b  ergibt.  Dieser  Fehler  ist  daher  dem  Lote  z  proportional.  Für  alle 
möglichen  Werte  von  B  schwankt  z  zwischen  0  und  a.  Den  grössteu 
Wert  a  erreicht  z,  weno  das  Dreieck  in  C  rechtwinkelig  ist;  also  tritt 
aach  bei  dieser  Dreiecksform  der  grösste  Fehler  an  der  Seite  b  ein. 

Der  Winkel  B  ist  als  Bogen  aufzufassen,  beschrieben  mit  der  Ein- 
heit als  Halbmesser,  somit  als  Teil  der  Kreislinie  2  n",  also  wird  auch 
d  B  ein  Bogen  sein.  Man  drücke  nun  dB  in  Minaten  aus  and  be- 
zeichne den  bezüglichen  Wert  mit  ß,  so  enthält  die  ganze  Kreislinie 
60-360  Hinnten.     Daher  die  Proportion 

dB     :     2ir  =  |S     :     60-360. 
Setzt  man   hierin  v  —  3,1415926 . .  und   fährt  sodann  den  Wert  von 
dB  in  (4),  so  erhält  man  als  gesuchten  Fehler 
db  =  0,00029086  (Sz. 

Für  1000  Meter  Lothöhe  und  0,5  Minuten  Winkelfehler  wird  hier- 
nach der  Fehler  der  gegenüberliegenden  Seite  db  =  0,14543  Meter. 

22.  BlfTerential  der  faigeite  nud  Cttaigente.     Es  ist 

sin  X                ,                cos  X 
tangx  — ^,  cotangx  —  —, . 

Da  die  Differentialien  von  sinx  und  cosx  bekannt  sind,  so  erhält  man 
nach  der  Regel  über  die  Ditferentiation  eines  Bruches,  §  13 


K  +  sin*x 

•*'      d  cotaog  X  = 


d  cotang  X 


secK  = — ,      cosecx  - 


cos^x  SID'X 

d; 
sin'x" 

Dm   die   übrigeo   trigoDometriscben   FuDktiooeD  zu   dilTf 
berücksichtige  man  die  Relatiooeo 

1 

C08X 

BiD  vers  X  =  1  —  cos  X,       cos  vers  x  —  1  —  sin  x, 
80  folgt  DDter  Anneodang  vorangegaDgeoer  Regeln 

aiDx  cosx 

dsecx=^ 5^-dx,      dcosecx  — —    :-5— dx. 

cos'x  sm'x 

d  sio  vers  x  =  sid  x  d  x,       d  cos  vers  x  =  —  cos  x  d  x, 

23.  iiffcreitlal   der   KrelsfnnktUiei    Arensslnns  und  Arcusc»inn8. 

Rs  sei  der  Halbmesser  AB  (Pig.  &)  eines  Kreisbogens  =  1,  der  Kreis- 
bogen BC  —  X.  Zieht  man  CD  senkrecht  anf  AB  und  setzt  CU  =  y, 
AD  =  z,  so  ist 

(1)  y  =  sin  x,      z  —  coc  x. 

pj„  5  1d   diesen  Gleichungen   sind  y  und  z   als  fuok- 

tionen  des  Bogens  x  dargestellt.  Wenn  umgekehrt 
der  Bogen  als  Funktion  des  Sinus  oder  Cosinus  aas- 
gedrQckt  werden  soll,  so  schreibt  man 

{2}  X  =  arc  sin  y,      x  —  arc  cos  z. 

Diese   Gleichnngen    sagen:   x   ist    der  Bogen  {Arcus), 
dessen  Sinus  =  y  und  dessen  Cosinus  —  z. 
Um  das  DifFerential  d  x  des  Bogens  zu  erhalten,  differentiiere  man 
die  Gleichung  {1).     Man  erhält 

d  y  =  cos  X  d  X,       d  z  =  —  sin  x  d  x, 
(3)  ■'-=^.         I^--^- 

In  diesen  Gleichungen  muss  cosx  durch  y  und  sinx  durch  z  aus- 
gedrückt werden.     Nun  ist  aber  vermöge  der  Gleichungen  (1) 

cos  X  =  K 1  —  sin^x  =  Kl  —  y^ 
sin  X  =  Vi  —  cos»x  =  Kl  —  z«.j 
Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  (3)  über  in 


d>  =  .   "' 


oder  wenn  man  die  Werte  von  x  aus  (2)  hier  einführt, 


(4)  d  arc  sin  y  = 


(5)  d  arc  cos  z  = 


23      — 
dy 


dz 


Vl-z 


Aus  (4)  nnd  (5)  folgt  anmittelbar 

X  a  d  X 

d  arc  sin  —  =  — 7^^=^= =  -r?-^—-  „ 

*       1/.       ^xV       Ka^-x^ 


/ 


d  arc  cos  [/^l 


x  = 


a 
—  dKr^^  dx 


Vi-    (1-x)        2Kx-x2 


24.  DiflTereiitial  y«ii  Arenstangens  und  Argnseotangens.     Es  sei 

(1)  y  =  tangx,       z  =  cotg  x. 

Druckt  man  x  als  Funktion  von  y  und  z  aus,  so  schreibt  man 

(2)  X  =  arc  tang  y,       x  =  arc  cotg  z. 

In  diesen  Gleichungen  bezeichnet  x  einen  Bogen,  beschrieben  mit 
dem  Halbmesser  =  1,  dessen  Tangente  =  y  und  dessen  Cotangente  =  z 
sein  soll.     Man  sucht  das  Differential  des  Bogens  x. 

Die  DifiPerentation  der  Gleichungen  (1)  gibt 

dx  ,  dx 


cly  =  ::r::2Z'        dz=  — 


cos-'x  sin^x 

(3)  dx  =  cos^xdy,     dx=— sin^xdz. 

Hierin  sind  cosx  und  sinx  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  auszudräcken 
durch  y  und  z.  Nun  ist  aber  nach  bekannten  trigonometrischen 
Relationen 

2  1  1.2  1  1 

cos'^x  =  - — 7—. TT-  =  - — ; — 5,        sin-^x  = 


1  +  tang^x       1  +  y^'  1  +  cotg^x       1  +  z^' 

Setzt  man   diese  Werte  und   die  von  x  aus  (2)  in  (3),  so  erhält  man 
die  gesuchten  Differentiale 

fA\          j     X             ^y  j        X              dz 

(4)              d  arc  tang  y  =  - — ■ — «j  d  arc  cotg  z  =  — 


l  +  y2'         ^" ^''-       i  +  z2- 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man 

,  dx  ,  dx 

d  arc  sec  x  =  =r-,         d  arc  cosec  x  =  — 


x 


Y^^^=J'  xK^^^^=T' 


25.  DifferentiatUn  der  Funktionen  von  Funktionen.  Die  veränder- 
liche Grösse  einer  Funktion  ist  öfters  eine  Funktion  einer  andern  ver- 
änderlichen Grösse.     Dies  ist  z.  B.  der  Fall  in  den  Ausdrücken 


log  (x  +  2  x^),       log  sin  x,       tang  V^a^  —  x^. 
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Solche  Fnoktiooen  kÖDoen  durch  eine  passende  Substitution  oder 
Transformation  immer  auf  eine  der  einfachen  Funktionen  gebracht  wer- 
den, deren  Di£Ferentiale  bisher  abgeleitet  wurden.  Einige  Beispiele 
werden  dies  zeigen. 

I.  Es  sei  zu  differentiieren  y  =  (a  +  bx")". 

Man  setze  a  +  hx"  =  z,  so  ist  y  =  z",  also  dy  =  nz°~*dz  und 
dz  =  mbx"""^dx.     Drückt  man  z  wieder  durch  x  aus,  so  folgt 

dy  =  n(a  +  bx")"-'^-mbx"'-^Mx. 

IL  Die   gegebene  Funktion  sei  y  =  sin  }^a^  —  x^. 

Man  schreibe  V a^  —  x^  =  z ,     so    ist    y  =  sin z ,     dy  =  cos zdz. 

Führt    man   in    die    letzte   Gleichung    ein    cos  z  =  cos  V^a^  —  x'^    und 

,  xdx  .   , 

d  z  = -.^  — ,  so  wird 

Ka«  -  x^ 

d  y  = -  cos  y  a^  —  x*^. 

III.  Es  sei  gegeben  y  =  log  y  (x). 

dz 
Man  setze  y  (x)  =  z,  so  ist  y  =  logz,  dy  = ;  mithin 

z 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar 

\               ^  X  j ,       .  cos  X 

dlog(a-x)  = -,         dlogsinx  =  -T--dx. 

d>  A  oIU  X 

IV.  Zu  diflFerentiieren  y  =  a''"'"^'^^ 

Färx  +  2x^  =  z  erhält  man  y  =  a'',  dy  =  a*dzloga,  dz== 
(1   }-4x)dx;  folglich,  indem  man  z  durch  x  ausdrückt 

dy  =  a*  +  2x2.(j  ^4x)^x.loga. 

X 

V.  Es  sei   ferner  y  =  e*  . 

Man  schreibe  a*  =  z ,  so  ist  y  =  e* ,  d  y  =  e*  d  z ;  allein  d  z  = 
a^logadx;  folglich 

X 

dy  =  e*  «a^logadx. 
Auf  diese  Weise  können  folgende  Gleichungen  abgeleitet  werden 

d  cos  log  x  ==  — 


dx    .    ,                j         .     1— X*              2dx 

1 

Vl+x+V  1—x                  dx 

Vl  +  x       Vi       X             xVl       X«' 

i 

dlog 

d  (sin  x)*  =  X  (sin  x)"""^  cos  x  d  x  -f  (sin  x)*  d  x  log  sin  x. 
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tt,  Allgeneine  Purstflling  des  üffereBtials  der  PmiktUiiei  ?•■ 
rnnktioMB.  Die  Fanktion  einer  Fanktioo  kaDD  allgemein  mit  dem 
Aasdrnck  F[f(x)]  bezeichnet  werden.     Es  sei  zu  differentiieren 

(1)  y  =  F[f(x)]. 

Man  setze  zur  Abkürzung 

(2)  z  =  f(x),     also     y  =  F(z) 

und   differentiiere   diese  beiden   Gleichungen,   so   wird   man  nach   bis- 
heriger Bezeichnung  schreiben 

(3)  dz  =  df(x),       dy  =  dF(z). 

Allein  df(x)  nimmt   in   der  Ausführung   die  Form  f  (x)dx  und  dF(z) 
die  Form  F'(z)dz  an,  worin 

die  Differentialquotienten  bezeichnen.     Man  erhält  daher  aus  (4) 

dz  =  f'(x)dx,       dy  =  F'(z)dz. 

Setzt  man  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  die  Werte  von  y,  z  und  d  z, 
so  erhält  man  als  gesuchtes  Differential 

(5)  dF[f(x)]  =  F'[f(x)].f(x)dx. 

Man  kann  die  Differentialquotienten  (4)  noch  in  folgender  Form 
andeuten 

dz         df(x)  dy        dF(z) 


dx  dx    '  dz  dz 

Also  die  Differentialen  bezeichnen  mit 

.  df(x)     .  .         dF(z) 

d z  =      ,- -    •  d X,         d y  —  -  7  —  -dz. 
dx  ^  dz 

Setzt  man  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  die  Werte  von  y,  z  und  dz, 
so  erhält  mau  als  gesuchtes  Differential 

(R^  Av\tM^     dF[^W]  "äfW\,. 

(6)  dF[f(x)]=-^jr^.-^.dx. 

In  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  stimmen  die  drei  Faktoren  rechts 
der  Reihe  nach  miteinander  überein. 

27.  ilffereitiatUn  inentwickeltfr  Punktionen.  Die  allgemeine  Form 
solcher  Funktionen  (§  2)  ist  f  (x,  y)  =  0.  Hierbei  ist  es  gleichgültig, 
welche  der  Grössen  x,  y  die  unabhängig  Veränderliche  sei.  Diese 
Gleichung  wird  differentiiert  nach  den  Regeln,  welche  über  Summen, 
Produkte,  Quotienten  etc.  entwickelter  Funktionen  aufgestellt  wurden. 
Dadurch  wird  jedes  Glied  im  Differential  entweder  dx  oder  dy  als 
Faktor  enthalten.  Fasst  man  alsdann  die  Glieder  mit  dx,  ebenso  die- 
jenigen mit  dy  zusammen,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

Pdy  +  Qdx  =  0, 
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in    welcher  P   die  Samme  der  Glieder    mit   dy   und  Q   diejenige   der 
Glieder  mit  dx  bezeichnen. 

I.  Gegeben  y  log  x  +  x  a^  +  b  =  0, 

y 

80  folgt  logxdy  + -^dx  +  a^dx  +  xa^  dyloga  =  0, 

(log  x  +  xay  log  a)  dy  +  (—  +  aA  dx  =  0, 

d  X  log  X  +  X  a^  log  a' 

II.  Es  sei  b  sin^(x  +  y)  =  a, 
so  wird              2  b  sin  (x  +  y)  cos  (x  +  y)  (d  x  +  dy)  =  Ö, 

dx  ^• 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  ergibt  sich,  dass  siD(x  +  y)»  also 
auch  X  +  y  konstant  ist.  Daher  wird  das  Differential  von  x  +  y  zu 
Null,  d.  h.  es  ist  dx  +  d y  =  0,  woraus  auch  sofort  das  obige  DiflFerential- 
verhältnis  hervorgeht. 

28.   Allgemeines  Yerfahren,   unentwickelte  fiinktitnen   lu  differen-      | 
tiieren.     Die  Funktion  f(x,y)  muss    immer  =0  sein,    welche  gleich- 
zeitigen  Werte    man   für  x,y  in  dieselbe   einführen   mag.      Setzt  man      ' 
daher  x  +  Ax  für  x,y  +  Ay  für  y,  so  wird  man  haben 

f(x+ Ax,y+ Ay)  =  0. 

Folglich  der  Unterschied  beider  Zustände  derselben  Funktion 

f(x+ Ax,y+ Ay)-f(x,y)  =  0.  ' 

Indem  man  f(x+  Ax, y)  addiert  und  subtrahiert,  erhält  man 

f(x+  Ax,y+  Ay)-f(x+  Ax,y)     Ay 


(1) 


Ay  Ax 

^     f(x+  Ax,y)-f(x,y)   ^^ 
Ax 


Allein  die  Grösse  f  (x  -f  Ax,y  +  Ay)  —  f  (x  4  Ax,y)  ist  die  Differenz 
zweier  Zustände  derselben  Funktion,  in  welchen  Zuständen  die  Variable  x 
den  gleichen,  die  andere  Variable  y  verschiedene  Werte  hat.    Folglich  ist 

f (x  +  Ax,y  +  Ay)  -  f  (x  +  Ax,y)   _  Af(x+ Ax,y) 

Ay  Ay 

Ganz  aus  gleichem  Grunde  wird  sein 

f(x+ Ax,y)-f(x,y)  _  Af(x,y) 
Ax  Ax 

Setzt  man  diese  Werte  in  (1),  so  folgt 

Af(x+Ax,y)     Ay        Af(x,y)^^ 
Ay  .  '  Ax  "^       Ax 
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Ay 
Nimmt  Ax  ohne   Ende  ab,   so  konvergiert  — ^   gegen   die   bestimmte 

dv 
Grenze  -^  =  tanga  (§  6,   Gleichung  2),    während  x  +  Ax  sich  dem 
dx 

Werte   x   ohne    Ende   nähert.      Folglich   erhält   man  aus   (1)   für  den 
Grenzzustand 

df(x,y)      dy     ^    df(x,y)   _^ 


dy         dx  dx 

df(x,y) 


(2) 


dy  dx 


dx  d  f  (x,  y) 

dy 


df  (x  y) 
Die    Grösse   —  ist   der   Differentialquotient   der   gegebenen 

Funktion,    wenn  in   ihr   nur  y  als  veränderlich  angenommrn  ist,   und 

.  der  Differentialquotient  der  Funktion,   wenn   dieselbe  nur  in 

dx 

dy 
Hinsicht  x  differentiiert  wird.     Um  also  den  Quotienten  -j"^  zu  finden, 

dx 

bilde  man  die  Differentialquotienten  der  Funktion  in  Hinsicht  x,  so- 
dann in  Hinsicht  y,  dividiere  den  erstem  durch  den  letztern  und  nehme 
das  Resultat  mit  entgegengesetztem  Zeichen. 

Die  Gleichung  (2)  kann  auch  wie  folgt  geschrieben  werden 

(3)  M5ry)_.ay  +  iIiMl.dx  =  o. 

dy  dx 

Mithin  zerfällt  das  vollständige  Differential  der  Gleichung  f  (x,y)  =  0 
in  zwei  Teile.  Der  eine  Teil  wird  erhalten,  wenn  man  die  Gleichung 
nur  in  Hinsicht  der  einen  Veränderlichen  differentiiert,  der  andere, 
wenn  man  sie  nur  in  Hinsicht  der  andern  Veränderlichen  differentiiert. 
Diese  Teile  nennt  man  die  partiellen  Differentiale  der  Gleichung.  Das 
totale  Differential  ist  also  die  Summe  aus  den  partiellen  Differentialien. 

I.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  vom  zweiten  Grad  mit  zwei 
Veränderlichen 

Ay2  +  Byx  +  Cx2  +  Dy  +  Ex-f  F  =  0 

ergibt  sich  durch  Differentiation: 

Differential  in  Hinsicht  y     .     .     =(2Ay  +  Bx  +  D)dy, 
Differential  in  Hinsicht  x     .     .     =  (2  C  x  +  B  y  +  E)  d  x. 

Vollständiges  Differential  als  Summe  der  partiellen 

(2Ay  +  Bx  +  D)dy  +  (2Cx  +  By  +  E)dx  =  0, 

n-ff        X.  1       *•     .  dy  2Cx  +  By  +  E 

Differentialquotient      .     .     .  -—  =  —  — '      -^    '       . 

^  dx  2Ay  +  Bx  +  D 

n.   Gegeben     f  (x,  y)  =  |/  a^  —  x^  sin  y  +  log =  0 ;  daher 


DifTerenlialq.  iuHiusichtx  . 
DiffereDtialq.  ioHiDBicht  y  . 

ÜiffereatialqaotieDt    .     .     . 


II.    Hftxlmnm  und  HinimDm  der  Funktionen. 

29.  Erkläiuug  wn  HsiiBan  nud  Hiilnnn  lad  BeillM«Hgiweiae 
denelbCB.  Man  deoke  sich  die  Gleichung  y  =  f(j[}  oder  f(x,y)  =  0 
geometrisch  dargeetellt  und  lasse  die  unabhängig  Veräuderliche  x  sich 
stetig  ändern,  so  ist  es  mOglich,  dass  die  abhängig  Veränderliche  y, 
d.  h.  die  Funktion  von  x,  bis  zu  einem  gewissen  Werte  AB  (Fig.  6  n.  7) 
nächst  und  dann  wieder  abnimmt.  In  diesem  Fall  oeant  man  jenen 
grQssteu  Wert  der  Funktion  ein  Maximum.  Die  Punktion  kann  aber 
auch  bis  zu  einem  gewissen  Werte  CD  (Fig.  8  und  9)  abnehmen  und 
sodann  wieder  wachsen.  Alsdann  heisst  jener  kleinste  Wert  der  Funk- 
tion ein  Minimum. 

Fig.  U.  Fig.  7.  Fig.  8.  Fig.  9. 


Es  ist  möglich,  dass  eine  Funktion  keine  Maxima-  oder  Minima- 
Werte  hat  oder  dass  sie  deren  mehrere  besitzt. 

Legt  man  durch  die  Paukte  A  und  D  Tangenten  an  die  Kurven, 
so  müssen  diese  Tangenten  parallel  zur  Abscissenachse  x  sein,  weil 
die  Nachbarordinaten  zu  beiden  Seiten  von  AB  kleiner  als  AB,  und 
zu  beiden  Seiten  von  CD  grösser  als  CD  sind. 

Wegen  dieser  Lage  der  Tangenten  durch  A  und  D  muss  nach  §  7 

Al 

dx 


der  Differentialqnotient  -~  der  gegebenen  Funktion  =  0  sein. 


dx 

bestimme  daraus  alte  möglichen  Werte  von  x  und  führe  sie  in  die  ge- 
gebene Funktion  ein,  so  können  die  daraus  hervorgehenden  Funktions- 
werte Maxima-  und  Minima-Werte  sein.  Es  ist  jedoch  nicht  notwendig, 
dass  sie  solche  sind.     Denn  die  Werte  von  x,  welche  ans  der  Gleichung 


i]_ 


—  0  bervorgeheu,  kSniien  auch,  wie  die  beiden  Pigtiren  10  und  11 


zeigen,   andere    ei gentiim liehe  Punkte  E,  H  der  Kurven    aozeigen.       In 

beiden  Kurven  ist  die  Tangente  durch 

die  ßarvenpunkte  K,  H  ebenfalls    pa-  Fig.  10.  Fig.  11. 

rallel  zur  Abscissenacbse;  allein  beim 

ersten   Punkt   tritt   eine    Wendung    in 

der    RrämmnDg,    beim    zweiten    eine 

Unterbrechung    im    Lanf    eines    oder  j 

mehrerer  Earvenäste  ein.  Der  Punkt  E   , 

heisst  Wendepunkt,  der  zweite  eine 

Spitze  oder  Kurve. 

3t.  Keantekhei  der  IuImi  nad  liaiaa  der  ■'■■IkImm.  t's  sei 
y  =  f (x)  oder  F{x,y)  — 0  gegeben.  Man  stelle  diese  Funktion  geo- 
metrisch dar.  Die  rechtwinkeligen  Koordinaten  eines  Kurvenpnnktes 
seien  AB  =^,  BC  =  y  (Fig.  12).  Läsat  man  x  übergehen  in  x  4-  dx, 
so  geht  y  über  entweder  in  DE  =  y  +  dy  oder 
io  DG  =  y  — dy,  je  nachdem    die  Ordinate  um  Fig.  12. 

EP  zunimmt  oder  um  GF  abnimmt.  Im  ersten 
Fall  haben  dx  nnd  dy  gleiche,  im  zweiten  Fall 
entgegengesetzte  Vorzeichen.     Daraus  folgt: 

a)  Wenn  in  einer  Funktion  die  unabhängig 
Veränderliche  s  wachst  nnd  es  haben  dabei  dx 
und  dy  gleiche  Vorzeichen,  so  wächst  auch  die 
Punktion  y.  Haben  dagegen  dx  nnd  dy  entgegen- 
gesetzte Zeichen,  so  nimmt  die  Funktion  ab. 

b)  Wenn  in  einer  Funktion  y  die  unabhängig  Veränderliche  x 
wächst  nnd  es  geht  hierbei  das  Differential  dy  stetig  von  positiven 
Werten  durch  die  Nnll  in  negative  Werte  über,  so  wird  die  Funktion  y 
wachsen  bis  zu  dem  Werte  von  x,  welcher  dy  —  0  macht  nnd  sodana 
abnehmen.     Folglich  wird  y  ein  Maximum,  wenn  dy  — 0. 

c)  Wenn  für  wachsende  Werte  von  x  das  Differential  dy  stetig 
ans  negativen  Werten  durch  die  Null  in  positive  übergeht,  so  wird  y 
abnehmen  bis  zu  dem  Werte  von  x,  welcher  dy  — 0  macht.  Polglich 
wird  y  ein  Minimum,  wenn  dy  =  0. 

d)  Wenn  fnr  wachsende  Werte  von  x  das  Ditferential  stetig  aus 
positiven  Werten  darch  die  Null  in  positive  oder  aus  negativen  Wer- 
ten durch  die  Nnll  in  negative  übergeht,  so  wird  im  ersten  Fall  die 
Fnnküon  y  immer  wachsen,  im  zweiten  immer  abnehmen.  Also  ent- 
spricht den  Werten  von  x,  welche  dy  =  0  machen,  ein  Wendepunkt 
der  Kurve. 

e)  Wenn  für  die  wachsenden  Werte  von  x  das  Differential  stetig 
ans  positiven  oder  aus  negativen  Werten  in  die  Null  übergebt  und  es 
gibt  der  Wert  von  x,  welcher  dy  =  0  macht,  eine  Grenze  der  Stetig- 
keit der  Funktion,  welche  den  Lanf  der  Kurve  unterbricht,  so  ent- 
spricht diesem  Werte  von  x  eine  Spitze  der  Kurve. 

31.  Aifgake.  Eine  gerade  Linie  von  der  Länge  a  in  zwei  solche 
Teile  za  teilen,  dasa  das  Rechteck  aus  beiden  Teilen  ein  Maximam  wird. 
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Der  eine  Teil  der  Geraden  sei  x,  so  ist  der  andere  a  —  x  und 
die  Rechtecksfläche  y  =  x(a  — x).     Mithin  wird  sein 

V  =  ax  —  x%  —     =  a  —  2  X. 

dx 

dy 
Setzt  man  —  —  =  0,  so  folgt  a  —  2x  =  0,  x  =  ^a.    Nun  kann  x, 
dx  ^ 

dem  Sinne  der  Anfgabe  entsprechend ,  von  x  =  0  bis  x  =  a  wachsen. 

Wächst  X  von  0  bis  ^a,   so  bleibt  dy   positiv,   also   wächst  auch  y; 

nimmt  x   von  ^a  bis  a  zu,  so  wird   dy  negativ,   also   nimmt   y    ab. 

Folglich  wird  y  ein  Maximum  für  x  =  ^a.     Mithin  muss  die  Gerade  in 

zwei  gleiche  Teile   geteilt  werden,   wenn   das   Rechteck   ein  Maximum 

werden  soll.     Unter  allen  Rechtecken  von  gleichem  Umfang  hat  somit 

das  Quadrat  den  grössten  Inhalt. 

32.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  dass  unter  allen  Rechtecken,  welche  in 
einen  Kreis  beschrieben  werden  können,  das  Quadrat  den  grössten 
Umfang  und  die  grösste  Fläche  hat. 

Der  Durchmesser  des  Kreises  sei  =  a,  der  Winkel ,  welchen  die 
Diagonale  a  des  Rechtecks  mit  einer  Rechtecksseite  bildet  =  a,  der 
Umfang  des  Rechtecks  =  u  und  dessen  Fläche  =  y,  so  wird  sein 

u  =  2  a  (sin  a  +  cos  a),         — —  =  2  a  (cos  a  —  sin  a), 

y  =  a*  sin  a  cos  a,  -r^  =  a^  (cos^a  —  sin^a). 

^  da  ^ 

Setzt  man  —, —  =  0  und  -7-—  =  0,  so  folgt  in  beiden  Fällen 
da  da 

sin  a  =  cos  a^         a  =  ^n. 

Der  Winkel  a  kann  sich  hier  von  a  =  0  bis  a  =  -^  tt  ändern.  Wächst  a 
von  0  bis  \n^  so  bleibt  sowohl  du,  als  auch  dy  positiv;  also  wachsen 
auch  u  und  y.  Wächst  a  von  ^tt  bis  ^tt,  so  werden  du  und  dy 
negativ;  also  nehmen  u  und  y  ab.  Somit  wird  sowohl  u  als  y  ein 
Maximum  für  a  =  ^7r,  also  wenn  das  einbeschriebene  Rechteck  ein 
Quadrat  ist. 

33.  Anfgabe.  Es  seien  a,  b  zwei  konstante  Seiten  eines  Dreiecks 
und  Y  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel.  Bei  welchem  Werte 
von  7  wird  die  Dreiecksfläche  F  ein  Maximum? 

Betrachtet  man  a  als  Grundlinie  des  Dreiecks,  so  ist  b  sin  y  des- 
sen Höhe ;  folglich  wird  sein 

r=— -absiny,        — ; —  =  — -abcosy. 
2  '  dy         2 

Aus  der  Bedingung  dF  =  0  folgt  cos>'  =  0,  Y  —  h^'  Nun  kann 
Y  sich  von  0  bis  n  ändern.  Nimmt  y  von  0  bis  ^n  zu,  so  bleibt  dF 
positiv,  also  wächst  F;  nimmt  y  weiter  von  -J-tt  bis  tt  zu,  so  wird 
d  F  negativ,  also  nimmt  F  ab.  Folglich  wird  F  für  y  =  ^  tt  ein  Maxi- 
mum. Die  gegebenen  Seiten  müssen  also  rechtwinkelig  zu  einander 
stehen,  wenn  die  Dreiecksfläche  ein  Maximum  sein  soll. 
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34.  lirgtbc.  Eid  Gylinder  habe  ein  konsUates  VolameD  V.  Aeodert 
man  das  Verhältnis  der  Gylinderhölie  h  ond  des  Halbmessers  x  der 
Grundfläche,  so  ändert  sich  aoch  die  Oberfläche  F  des  Cylinders.  Bei 
welchem  Verhältnis  von  h  and  x  wird  F  ein  HinimomV 

Für  das  Volomen  and  die  Oberfläche  des  Cylinders  hat  man 

V  =  7rs*h,  F-2,T\^-2?ish. 

Weil  die  Fläche  F  sich  nnr  anf  ein  gegebenes  VolameD  beziehen 
soll,  so  mass  in  der  zweiten  Gleichung  für  F  die  Grösse  V  eingerührt 
werden.  Han  erreicht  dies,  wenn  mau  ans  beiden  Gleichungen  h  eli- 
miniert Dadarch  erhält  man  folgende  eine  einzige  unabhüngige  Grösse  \ 
enthaltende  Gleichungen 

s  ds  x^ 

Setzt  man  den  Wert  von  dF  =  0,  so  findet  man 


Nimmt  x  von  0  bis  zn  dem  Werte  1/  — —  lu,  so  bleibt  dF  negativ 
nod  F  wird  kleiner;  nimmt  es  noch  weiter  zu,  so  wird  dF  poMtiv 
QDd  F  wird   grösser.     Folglich  wird  F  ein  Minimum  für  ^  =  1  /  — — . 

Bei  diesem  Werte  von  x  wird  h  =  2s,  d.  h.  die  Oberfläche  eines 
Cylinders  von  gegebenem  Eörperinhalt  ist  ein  Hinimuin,  wenn  die  HShe 
gleich  ist  dem  Durchmesser. 

Ein  Gef^s,  das  eine  warme  Flüssigkeit  enthält,  wii-d  am  wenigsten 
Warme  dnrcb  die  Oberfläche  verlieren,  wenn  diese  Oberfläche  ein  Minimum 
ist.  Folglich  wird  bei  einem  cylindrischeo  Geisse,  das  diese  Be- 
dingung erfnllt,  die  Höbe  gleich  dem  Durchmesser  sein  müssen. 

SS.  Aafgahc.  Han  soll  den  grössten  Cylinder  suchen,  der  aas 
einem  gegebenen  Kreiakegel  geschnitten  werden  kaan. 

Es  sei  (Fig.  13)  der  Halbmesser  AB  der  Kegel  g  rund  fläche  ^  r, 
die  Höhe  BC  des  Kegels  ^  h,  der  Halbmesser  DE  des  Cylinders  =  x, 
die  Höhe  BE  des  Cylinders  =  y  and  das  Volumen  des  Cylinders  =  V, 
so  erhält  man 


(1)  V_»x>,. 

In  dieser  Gleichung  ist  V  dnrcb  x  and  y  aus- 
gedruckt; allein  x  nnd  y  hängen  von  einander  ab,  so 
dass  eine  dieser  Grössen  durch  die  andere  ausgedrückt 
werden  muss.     Nun  besteht  folgende  Proportion 
^^^  h  -  y  ^  h 

DE         AB'  X  r' 


Fig.  13. 


—      32      — 

Man  elimiDiere  hieraus  and  aus  (1)  die  Grösse  y,  so  kommt 

V  = (rx*  —  X*),  -3—  = (2  rx  —  3  x^). 

r  d  X  r 

Setzt  man  diesen  DifferentialqaotienteD  =  0,  so  folgt 

X  =  0  und  X  =  f  r. 

Für  X  ==  0  wird  der  Inhalt  des  Cylinders  =  0 ,  also  zu  einem 
Minimum.  Lässt  mau  x  von  0  bis  •§  r  wachsen,  so  bleibt  d  V  positiv, 
also  wächst  auch  V.  Wächst  x  weiter  bis  r,  so  wird  d  V  negativ,  also 
nimmt  V  ab.  Mithin  wird  V  ein  Maximum  für  x  =  f  r.  Setzt  man 
diesen  Wert  in  obige  Proportion,  so  findet  man 

y  =  ^h. 

Der  grösste  in  einem  Kegel  beschriebene  Cylinder  hat  also  zur 
Höhe  ein  Drittel  von  der  Höhe  des  Kegels.  Der  Inhalt  dieses  grössten 
Cylinders  ist  ^  vom  Inhalt  des  Kegels. 

36.  Aufgabe.  In  einem  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  R  nnd 
dem  Zentriwinkel  2a  ziehe  man  eine  Sehne,  welche  die  Endpunkte 
des  Kreisbogens  verbindet,  so  entsteht  ein  Dreieck,  gebildet  von  dieser 
Sehne  und  zwei  Radien.  Für  welchen  Zentriwinkel  wird  die  Fläche 
dieses  Dreiecks  ein  Maximum? 

Der  Inhalt  F  dieser  Dreiecksfläche  ist 

F  =  R2  sin  a  cos  a. 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

dF 

— —  =  R^  (cos^a  —  sin^«)  =  R^  cos  2  a. 

da 

Setzt  man  dieses  Differentialverhältnis  =  0,  so  muss  sein  cos  2  a  =  0, 
also  2a  =  4^ 7t.  Hierfür  ist  in  der  That  F  ein  Maximum;  denn  lässt 
man  2a  wachsen  von  0  bis  ^n,  so  bleibt  cos 2a  positiv,  wird  aber 
sofort  negativ,  wie  2  a  diese  Grenze  überschreitet  und  bleibt  negativ, 
bis  der  Bogen  f  tt  erreicht  ist.  Hier  entsteht  für  F  ein  Minimum. 
Für  2  a  =  0  und  =  tt  wird  F  =  0;  für  2  a  =  ^ tt  wird  F  ==  ^R^  und 
für  2  a  =  in  wird  F  =  —  ^R^. 

37.  Aufgabe.  Aus  jedem  Kreisausschnitt  lässt  sich  der  Mantel 
eines  Kegels  bilden.  Der  Kubikinhalt  V  des  Kegels  hängt  ab  vom 
Zentriwinkel  x  des  Kreisausschnittes.  Nähert  sich  x  der  Null  oder 
360  Graden,  so  nimmt  V  rasch  ab.  Für  einen  bestimmten  Wert  des 
Zentriwinkels  wird  der  Kubikinhalt  des  Kegels  zu  einem  Maximum. 
Man  soll  diesen  Winkel  bestimmen. 

Es  sei  y  der  Radius  der  Grundfläche  und  h  die  Höhe  des  Kegels, 
so  ist  dessen  Volumen 

(1)  \  =  \y^7vh. 

Allein  die  Grösse  V  soll  hierin  durch  den  Zentriwinkel  x  nnd  nicht 
durch  y  und  h  ausgedrückt  sein.  Daher  müssen  Werte  für  y  und  h 
gefunden  werden,  welche  nur  die  eine  Variable  x  enthalten. 
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Bs  sei  r  der  Radius  des  Kreisausschnittes  und  b  sein  Bogen,   so 

hat  man 

^r.^      .     ^  .         2r7rx 

X :  360  =  b  :  2  r  TT,  b  =  -  . 

Es  ist  aber  auch  b  =  2  tt  y,  d.  h.  gleich  dem  Umfang  der  Kegelgrnnd- 
fläche.     Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  b  einander  gleich,  so  folgt 

/O.N  rx 

(2)  y  = 


360 


Ferner    erhält    man   vermöge  des    rechtwinkeligen    Dreiecks    mit   den 
Seiten  h,  r  und  y 

(3)  h^  =  r*  -  y*  =  (^y  (360*  -  x*). 

Setzt  man  die  vorstehenden  Werte  von  y  und  h  aus  (2)  und  (3)  in  (1), 
80  erhält  man  als  Ausdruck  für  das  Volumen  des  Kegels 

oder  indem  man   zur  Abkürzung  —  (  )    =  c  setzt 

o   \  360  / 

V  =  cK3602.x*-x«, 

dV  2.3602.x»- 3 x« 

=  c 


x^; 


<Jx  K3602.x*-x 


6 


dV 
Für  -^—  =  0  wird,  indem  man  mit  x»  dividiert 
dx 

2  .  (360)2  _  3  x2  =  0 ;         x  =  293,938. 
Der  Zentriwinkel  des  Ausschnittes  muss  also  nahe  294®  betragen. 

38.  Avfgabe.  In  der  Physik,  Mechanik,  Astronomie,  praktischen 
Geometrie  etc.  sei  eine  Grösse  x  durch  Beobachtung  zu  ermitteln.  Bei 
n  aufeinander  folgenden  Versuchen  finde  man  dafür  die  Werte  ai,  a2, 
as,  .  .  an.  Da  diese  Grössen  vom  wahren  Werte  x  etwas  abweichen, 
so  sind  X  —  ai,  x — a2,  .  .  x  —  an  die  Fehler  der  Beobachtungen. 

Nun  hat  Gauss  gezeigt,  dass  die  aus  der  Beobachtung  zu  be- 
stimmende Grösse  x  am  richtigsten  wird,  wenn  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Beobachtungsfehler  ein  Minimum  ist.  Nach  dieser  ^Methode 
der  kleinsten  Quadrate"  muss  also  die  Funktion 

.   y  =  (x  -  ai)2  +  (x  -  a2)2  +  . .  +  (x  -  an)2 

ein  Minimum  sein.     Nun  ist 

|J  =  2  [(x  -  ai)  +  (x  -  aa)  +  . .  +  (x  -  a„)]. 

Setzt  man  diesen  Differentialquotienten  =  0,  so  folgt 

__  ai  +  a2  +  as  +  . .  +  an 

n 

AutenheimeT,  Blementarbnch.  3 
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Dieser  Wert  vod  x  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  sämmtlichen 
BeobachtuDgen.  Lässt  man  x  von  0  bis  zu  diesem  Mittel  wachsen, 
so  bleibt  dy  negativ,  also  nimmt  y  ab.  Nimmt  x  noch  weiter  zn,  so 
wird  dy  positiv,  also  wächst  y.  Folglich  wird  y  ein  Minimum  für 
diesen  mittleren  Wert  von  x. 

Aus  einer  Anzahl  Beobachtungen  wird  der  richtigste  Wert  erhalten, 
wenn  man  das  arithmetische  Mittel  dieser  Beobachtungen  nimmt. 

39.  Aufgabe.  In  einem  Dreieck  sind  eine  Standlinie  c  (Fig.  14) 
und  die  beiden  anliegenden  Winkel  A  und  B  gemessen.  Man  soll  be- 
stimmen, welchen  Einfluss  der  Fehler,  welcher  am  Winkel  A  haftet, 
auf  die  gegenüberliegende  Seite  a  ausübt. 

Fig.  14.  Man  hat  die  Relation 

a :  c  =  sin  A  :  sin  C,         a  sin  C  =  c  sin  A 

oder  da  sin  C  =  sin  (A  +  B),  so  hat  man  auch 

a  sin  (A  +  B)  =  c  sin  A. 
Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithmen,  so  kommt 

log  a  +  log  sin  (A  +  B)  =  log  c  +  log  sin  A. 

Denkt  man   sich   hierin  A  und  a  veränderlich  und  B  und  c  konstant, 
so  erhält  man  durch  Differentiation 

da        cos  A  ,  .        cos  ( A  +  B)  ,  . 

dA : — r: — \ — rrr-dA. 


a         sin  A  sin  (A  4-  B) 

Bringt  man   rechts   unter  gleichen  Nenner,  so  folgt  durch  Znsammen- 
ziehung 

a  sin  A  sin  (A  +  B) 

Nun  denke  man  sich,  die  Seite  AC  drehe  sich  um  den  Punkt  A 
herum  so,  dass  der  Winkel  A  stetig  von  0  in  tt  übergehe,  so  durch- 
läuft der  Punkt  C  die  Gerade  BG  und  deren  Verlängerung.  Den  Aende- 
rungen  dA  des  Winkels  A  entsprechen  dabei  die  Aenderungen  da  der 
Seite  a.  In  jeder  Lage  des  Punktes  0  entsteht  ein  besonderes  Ver- 
hältnis zwischen  d  a  und  a.  W^ährend  der  Punkt  C  auf  der  Geraden  B  G 
fortschreitet,  ändert  das  Verhältnis  da:a  seinen  Wert.  In  einer  ge- 
wissen Lage  des  Punktes  G  wird  dieses  Verhältnis  ein  Minimum. 

Um  dieses  zu  bestimmen,  bedenkt  man,  dass  das  Verhältnis  da:a 
nach  Gleichung  (1)  abhängt  vom  Wert  des  veränderlichen  Nenners 
sinA8in(A  +  B)  ab.  Es  wird  da:a  grösser,  wenn  dieser  Nenner  ab- 
nimmt und  ein  Minimum,  wenn  der  Nenner  ein  Maximum  wird.  Man 
bezeichne  diesen  Nenner  mit  y,  so  ist 

||-  =  sin  A  cos  (A  +  B)  +  cos  A  sin  (A  +  B), 
(2)  ^  =  sin  (2  A  +  B). 
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Setzt  man  diesen  Dififerentialquotienten  =  0,  so  erhält  man 

2A  +  B  =  0,       2A  +  B  =  TT,       2  A  +  B  =  2  TT,.. 

Die  Bedingung  2  A  +  B  =  0  kann  nicht  bestehen,  weil  sonst  einer 
der  Winkel  A,  B  negativ  sein  mässte,  was  dem  Sinn  der  Aufgabe  nicht 
entspricht.     Die  Bedingung  2  A  +  B  =  27r  ist  ebenfalls  unzulässig,  weil 

2(A  +  B  +  C)  =  27rund2A  +  B<2(A  +  B  +  C)  ist.   Deshalb  wird 
sin  (2  A  -f  B)  =  0,  wenn  2  A  +  B  =  tt,  also  wenn 

A  =  i(7r-B). 

Lässt  man   in  der  Gleichung  (1)  den   Winkel  A  von  0  bis  ^(Tt  —  B) 

wachsen,  so  bleibt  d  y  positiv,  also  wächst  y.     Wächst  A  noch  weiter, 

so  wird  dy  negativ,  also  nimmt  y  ab.     Folglich  wird  y  ein  Maximum, 

da 
also  —  ein  Minimum,  wenn  A  =  ^  (tt  —  B). 
ä 

Setzt  man  diesen  Wert  von  A  in  die  Gleichung  A  +  B  +  G  =  tt, 

so  folgt 

C  =  i(7r-B). 

Folglich  wird  G  =  A  für  den  Fall,  dass  da :  a  ein  Minimum  wird. 

Nun  sei  dA  die  Grösse,  um  welche  A  fehlerhaft  gemessen  wurde, 
so  wird  d  a  der  Fehler  der  Seite  a  sein.  Der  kleinste  Fehler,  welcher 
beim  Messen  eines  Winkels  an  der  gegenüberstehenden  Seite  entsteht, 
tritt  somit  ein,  wenn  die  Standlinie  und  die  berechnete  Seite  einander 
gleich  sind. 

Setzt  man  nun  a  =  c  voraus  und  berechnet  den  Einflnss,  welchen 
der  Winkel  B  auf  die  gegenüberstehende  Seite  b  hat,  so  ergibt  sich 
in  gleicher  Weise,  dass  die  Standlinie  c  und  die  gesuchte  Seite  b  ein- 
ander gleich  sein  müssen,  wenn  der  Fehler  der  Seite  ß  ein  Minimum 
sein  soll.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  aus  einer  Seite  und  den  beiden 
etwas  fehlerhaft  gemessenen  anliegenden  Winkeln  die  übrigen  Stücke 
zu  berechnen  sind,  die  Fehler  dieser  Stücke  ein  Minimum  werden, 
wenn  das  Dreieck  gleichseitig  ist. 

4i.  Aafgake.  In  der  geraden  Linie,  welche  zwei  leuchtende 
Punkte  M  und  N  verbindet,  soll  diejenige  Stelle  B  bestimmt  werden, 
in  welcher  die  schwächste  Beleuchtung  stattfindet.  Dabei  wird  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Lichtstärke  verkehrt  proportional  sei  dem  Quadrat 
der  Entfernung  von  der  Lichtquelle. 

Es  seien  die  Entfernungen  MN  =  a  und  MB  =  x,  ferner  die  Licht- 
intensitäten im  Abstände  1  von  M  und  von  N  gleich  m^  und  n^,  so 
wird  die  Lichtintensität  y  in  B  sein 

vi^  y  -  x2  +  (a  -  x)^*         " " 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  zur  Bestimmung  des  Minimums  von  y: 

dy  _       2m^  2n»      ^ 

dx  ""         x»^  (a-x)»  "    ' 

(2)  X  = ; — ,      oder      x :  a  =  m :  m  +  n. 

m  +  n 

3* 
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Setzt  man  den  Wert  von  x  aus  (2)  in  (1),  so  erhält  man  als  schwächste 
Lichtintensität  in  B 

_  (m  +  d)^ 
^~        a^       • 

41.  Aufgabe.  Ein  Körper  vom  Gewichte  P  werde  auf  einer  Hori- 
zontalebene fortgezogen  mit  einer  Kraft  K,  welche  mit  der  Horizontal- 
ebene einen  Winkel  a  bildet.  Diese  Kraft  K  habe  nur  die  Reibung, 
welche  P  auf  der  Unterlage  verursacht,  zu  überwinden.  Bei  welchem 
Winkel  a  wird  die  Zugkraft  K  ein  Minimum? 

Fig.  15.  Man  zerlege  K  (Fig.  15)  in  die  beiden  recht- 

winkeligen Seitenkräfte  K  cos  a  und  K  sin  a ,  so 
liegt  K  cos  a  in  der  Richtung  der  Bewegung  und 
ist  somit  gleich  der  Reibung,  welche  der  Körper 
auf  der  Horizontalebene  veranlasst,  während  K  sin  a 
vertikal   aufwärts  wirkt  und  den  Druck  P  gegen 

diese   Ebene     vermindert.      Der   Normaldruck    auf    die  Reibfläche    ist 

somit  =  P  —  K  sin'a. 

Nun  sei  f  der  Reibungskoeffizient  (§  195),  d.  h.  die  Reibung  für 

den  Normaldruck  =  1 ,  so  ist  die  Reibung  =  f  (P  —  K  sin  a) ,  mithin 

die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

K  cos  a  =  f  (P  —  K  sin  «), 

fP 

K  = j — : . 

cos  a  +  Sin  a 

Hierin  ist  der  Zähler  fP  konstant,  es  mnss  also  der  Nenner 

y  =  cos  a  +  f  sin  a 

ein  Maximum  sein,  wenn  K  ein  Minimum  werden  soll.     Nun  ist 

dy 


dCK 


=  —  sin  a  +  fcos  a. 


Dieser  Differentialquotient  wird  =  0,  wenn  tang  a  =  i. 

Lässt  man  a  von  0  bis  zu  dem  Werte ,  welcher  aus  tang  a  =  f 
entspringt,  wachsen,  so  bleibt  dy  positiv,  also  wächst  y.  Nimmt  a 
noch  weiter  zu,  so  wird  dy  negativ,  also  y  kleiner.  Folglich  wird  y 
für  tang  a  ==  f  ein  Maximum ,  also  K  ein  Minimum.  Dieser  MinimaU 
wert  von  K  ist 

fP 

K  = :— ' : =  f  P  cos  a 

cos  a  +  tang  a  •  sin  a 

oder  da        cos a  =  ^^  =  .,  _  -,  so  wird 

Fl  +  tang^a         Vl  +  i^ 

K=  ,■    ^         P. 

Ki  +  f^ 

Bei  Fuhrwerken  auf  schlechten  Strassen  kann  f  =0,07  angenom- 
men werden.  Nun  erhält  man  für  tang  a  =  0,07  einen  Winkel  a  =  4^. 
Folglich  ist  die  günstigste  Richtung  der  Zugstange  um  4  Grade  zur 
horizontalen  Fahrbahn  geneigt 
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43.  Aifgabe.  Aus  eineai  cyliodrischeD  Baumstämme  eiuen  recht- 
wiukeligeo  Balken  zu  schneideD,  welcher,  io  horizoutaler  Lage  an  bei- 
den Enden  unterEtüizt  und  in  der  Milte  belastet,  eine  möglichst  grosse 
Tragkraft  besilze. 

Die  Aufgabe  sei  unter  der  Voraussetzung  zu  lösen,  dass  die  Trag- 
kraft bei  gegebener  Balbeulänge  zunehme  mit  der  Breite  AB~y 
{Fig.  161  und  dem  Quadrat  der  Höhe  BC  =  x  des  Querschnittes. 
(Siehe  g  208,  Gleichung  2.) 

Bei    gegebener    Länge    sei  a  die    Tragkraft    des    Bai-        Fig-  16. 
kens    für    die  Einheit   der    Breiten-    und    HOhendimensinn, 
T  die  Tragkraft  für  die  Dimensionen  x,  y,  so  ist 

T  =  ax^y. 

Hierin   ist  eine   der  Grössen  x,  y   durch   die   andere 
auszudrücken.     Nun  sei  der  Durchmesser  des   Stammes   =  D,   so   ist 
x^*  =  D*  —  y* ;  folglich 

T^a(D^y-y»),  |I  =  a(D^ -3y^), 

dT 


D^-3y^  =  0,        y  =  ^. 
Fahrt  man  diesen  Wert  von  y  in  x^  =  D*  —  y*,  so  wird  sein 


'-l/| 


Mithin   hat   man    die  Proportion  y':  x*:  D^  =  1 :  2:  3.      Da   hiernach 
y  :  X  =  1 :  V^2,  so  ist  annähernd 

y  :  X  =  5  :  7. 
43.   Aifgtbe.     Zu  prüfen  die  Maxima-  oder  Minima-Werte  von 

Die  Konstruktion  der  Gleichung  gibt  eine  Kurve  Fig.  17. 

von  der  Form  CBD  (Fig.  17).  Sie  schneidet  die 
Ordinstenachae  in  einem  Punkte  B ,  dessen  Koordi- 
naten X  —  0  und  y  =  a  =  AB  sind.  Durch  Differen- 
tiation folgt 

Dieser  Differentialquotient  wird  =0,  wenn  x  =^  0.  Also  ist  die 
Tangente  an  die  Kurve  durch  den  Punkt  B  parallel  zu  Ax.  Lässt 
man  x  von  —  oo  bis  0  wachsen,  so  bleibt  dy  positiv;  also  wächst  y. 
Nimmt  x  von  0  bis  -f  x  zn,  so  ist  dy  ebenfalls  positiv,  also  wächst  y 
fort.  Hithin  geht  dy  ans  positiven  Werten  durch  die  Null  in  positive 
Werte  über.  Der  Durchgang  findet  statt  für  x  =  0.  Mithin  ist  der 
Pnnkt  B  ein  Wendepunkt  der  Kurve. 


Fär  x=  ±b  wird  3—  =  3b';    man    erhält   daher   fflr   je    iwei 

gleiche  AbscisaeD    mit   entgegen  gesetztem  Zeichen   zwei   Knrvenpunkte, 

für  welche  -p-  den  gleichen  Wert  hat.     Also  sind  die  Tangenten  durch 

diese  Earvenpnnkte   parallel.     Wächst  x  von  0  aus  in  positivem   und 

negativem  Sinne,  so  wftchst  auch  -= — ,  d.  h.   diese  Tangenten   nehmen 

mehr  and  mehr  eine  Richtung  an,  welche  senkrecht  steht  zur  Abscissen- 
aefase  und  erreichen  diese  Richtung  für  x  =  ^  x. 

44.  Aifgabe.     Zu   ermitteln,   welche  Eigentämlichkeit  eine    Kurve 
dy 
darbietet  för  -~  =  0,  wenn  deren  Gleichung  ist 

y  =  a  +  b{l-x)i 
Darch  Differentiation  dieser  Gleichung  findet  man 

Dieser  Differentialquotient  wird  —  0,  wenn  x  ==  1.  L&sst  man 
X  von  —  X  bis  -{-  1  wachsen,  so  bleibt  d  y  negativ,  also  nimmt  während 
der  ganzen  Aendernng  y  ab.  Wächst  x  über  +  1  hinaus,  so  werden  dy 
und  y  imaginär.  Also  bSrt  der  Laaf  der  Rarve  für  x  =  1  auf.  Mit- 
hin ist  der  Rurvenpnnkt,  dessen  Koordinaten  x  —  1,  y  — a  sind,  eine 
Spitze   der   Bnrve,  deren  Tangente   parallel   znr  Abscissenachse   liegt. 

dv 
Der  Bedingung  -j^  =  0  entspricht  mithin  kein  Maximum  oder  Minimum 

dy 
der  Funktion.     Für  k  ~  —  x    wird  -j —  unendlich  gross,  also  steht  die 

Knrvenrichtung  für  diesen  Wert  der  Abscisse  senkrecht  zur  Abscissen- 


III.    ADwending  der  Differentialrechnnng  auf  ebene  Karren. 

ii.    Aiidricke   fär   <lle  Tangeile    ui4  Kwmale,    SabtiMgeiile   nid 
Sahmaale  tlmti  Kirre.     Bs   sei  y  — f(x)  oder  ^(x,  y)^0  die  Glei- 
chung einer  Kurve,  bezogen  auf  rechtwinkelige  Koordinatenachsen  Ax,  Ay. 
„.      ,0  DieKoordiDateneinesKurvenpunkteHC(Fig.l8) 

"^^^  ^'''  seien  AB  -  x,  ßC  =  y.     Man  ziehe  dnrch.C 

eine  Tangente  CE  und  eine  Normale  CD 
zur  Kurve,  d.  b.  eine  Senkrechte  auf  die  Tan- 
gente, und  verlängere  beide  Linien,  bis  sie 
die  Abscissenachse  in  E  und  D  schneiden,  so 
nennt  man  den  Abschnitt  BB  auf  der. Ab- 
scissenachse die  Subtangente  nnd  den  Ab- 
schnitt BD  die  Subnormale  des  Punktes  C. 
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Die  BesiimmiiDg  der  Länge  der  Sabtaogeute  und  Subtiormale,  sowie 
der  Richtung  der  Tangente  und  Normale  der  Kurv^  wird  bisweilen  die 
Methode  der  Tangenten  genannt. 

Da  in  den  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecken  BCE  und  BCD  die 
Winkel  BEC  und  BCD  einander  gleich  sind,  so  erhält  man 

|^  =  taBgCEB  =  |^,         |^  =  tangBCD  =  -^,  folglich 

d  X  d  y 

(1)  Subtangente  B  E  =  y  — — ,       Subnormale  B  D  =  y  -,  -  -. 

Heisst  man  das  Stück  CE  in  der  Richtung  der  Berührungslinie 
Tangente  und  das  Stück  CE  in  der  Richtung  der  Normalen  Normale, 
so  ergibt  sich  aus  den  genannten  rechtwinkeligen  Dreiecken: 

(2)  Tangente  CE  =  yl/ l  +r~^y,  Normale  CD  =  yj/l  +(|j 

46.  Anwendung  aof  die  Parabel.  Die  Gleichnng  der  Parabel  ist 
y^  =  2px.     Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

dy  ^  P 

dx         y ' 

dy 
Setzt  man  hierin  Ordinate  y  =  0,  so  wird  -r-  =  oo,  d.h.  die  Be- 

•^  dx  ' 

rührungslinie  im  Scheitel  der  Parabel  steht  senkrecht  auf  der  Abscissen- 

dy 
achse.     Setzt  man  y  =  oo,  so  folgt  -~-  =  0,  d.  h.  die  Tangente,  welche 

den  Parabelast  im  Unendlichen  berührt,  ist  parallel  zur  Abscissenachse. 

dv 
Mit  Hilfe   des  Wertes  'von  —^-  erhält  man  ferner  (Fig.  18) 

Subtangente  BE  =  -^^—  =  2 x; 

P 

Subnormale   B  D  =  p. 

Da  nun  AB  =  x,  BE  =  2x,  so  ist  AE  =  AB,  d.  h.  die  Subtan- 
geute  der  Parabel  ist  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungs- 
punktes. Die  Subnormale  ist  konstant,  nämlich  gleich  dem  halben 
Parameter  der  Parabel. 

47.  Aiwendttiig  auf  die  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  für 
den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  der  Koordinatenachsen  ist 

a2y2  +  b2x2  =  a2b2, 

worin  a,  b  (Fig.  19)  die  halben  Achsen  bezeichnen.     Durch  Differentia- 
tion folgt 

dy  _  _  _b^    x 
dx  a^      y  * 
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dv 
Wird  hierin  x  =  0  gesetzt,  so  ist  — =-  =  0,   d.  h.   die  TaugäuteD, 

welche  durch  die  Endpunkte  der  kleioeD  Achse  gehen,  sind  parallel 

dv 
zur  grossen  Achse.     Wenn  x  =  i  a,  also  y  =  0,  so  wird  -7^  =  ^  x^, 

d.  h.  die  Tangenten  durch  die  Endpunkte  der  grossen  Achse  sind  auf 
dieser  Achse  senkrecht. 


Fig.  1 


Zieht  man  einen  Durchmesser  durch  die 
Ellipse,  so  haben  die  Endpunkte  desselben 
gleich  grosse  Koordinaten  mit  entgegengesetz- 
ten Zeichen,  es  hat  also  für  beide  Pnnkte  die 

Grosse  — ,    also  anch  -r-  denselben  Wert  mit 

y  dx 

demselben  Zeichen.  Folglich  sind  die  Tangen- 
ten durch  die  Endpunkte  irgend  eines  Durch- 
messers zu  einander  parallel. 

dv 
Ferner  ergibt  sich  vermöge  des  Wertes  von  -p-: 

Subat.  B  E  -  -   '  ~^^   ,         Subn.  BD  =  ~  -^  x. 
X  a* 

Somit  ist  die  Snbtangente  von  der  Ordinate  y  und  der  kleinen 
Achse  der  Ellipse  unabhängig.  Man  ziehe  deshalb  über  derselben 
grossen  Achee  2  a  znei  Ellipsen  von  verschiedener  Breite;  entsprecben 
hierbei  die  Ellipsenpankte  C, C  derselben  Abscisse  AB,  so  müssen 
beide  Rarvenpnnkte  die  gleiche  Subtangente  BE  haben,  d.  h.  die 
Tangenten  durch  die  Punkte  C,  C  gehen  nach  dem  gleichen  Punkte  E 
der  Abscisse nachse. 

Gesetzt  die  Ellipse  durch  C  sei  ein-  Kreis.  Man  errichte  auf 
dessen  Radius  CA  die  Senkrechte  C'E,  so  wird  dadurch  der  Punkt  E 
gefunden;  alsdann  ziehe  man  von  E  nach  dem  Ellipseupunkte  C  eine 
Gerade,  so  ninss  CE  eine  Tangente  an  die  Ellipse  sein. 

Die  Suhnormale  ändert  ihr  Zeichen  mit  dem  Zeichen  von  x,  d.  h. 
der  Endpunkt  D  der  Subnormaten  befindet  sich  immer  auf  der  gleichen 
Seite  der  Ordinatenachse  mit  dem  Eurvenpunkt  C. 

48.  Aiwcidnng  aif  die  Hf|ierbel.  Die  Mittelpunktsgleichnng  der 
Hyperbel  ist 

(1)  a^y^  —  b^x^  ~  —  a'b^, 

worin  a,b  (Fig.  20)   die   halben   Achsen   bezeichnen.     Durch  Differen- 


tiation folgt 


dy 
dx  ■ 


Für  y  =  0  wird  -z-=-  —  00 ,   also   steht  die  Tangente  im  Scheitel 
der  Hyperbel  senkrecht  anf  der  grossen  Achse. 


Die  Sehue  CC,  nelche  durch 
den  Mittelpaokt  A  der  Hyperbel 
gebt,  heisst  Darchmesser.  Die 
Koordinateo  seioer  Endpuckte  ha- 
ben gleiclien  Wert  mit  eritgegea- 
gesetzteu    Zeichen.     Also   hat    der 

X  dy 

Quotient  — ,  folglich  auch      -  för 

beide  Eudpunkte  C,  C  deo  glei- 
chen Wert  mit  gleichem  Zeichen. 
Die  BeröhruDgslinieu  durch  die 
Badpankte  eines  Durchmessers  siod  also  parallel. 

dv 
Mit  Benat£ODg  des  Wertes  von  --—  erbült  man  ferner 

a"  b* 

Subt.BE  =  X ,         Subn.BD  =  — ^  x. 

K  a^ 

Nnn  ist  AB  — x  die  Abscisse  des  Punktes  C,  folglich 

AE  =  AB-BE-  — . 

Wenn  hierin  x  wichst,  also  der  Beruh  mogspunkt  C  der  Tangente  vom 
Anfangspunkt  A    sich    entfernt,   so    wird  AE   kleiner.     Wenn   x=oc, 

so  ist =  0,   also  AE  =  0,   mithin  gehl   die   Tangente   durch   den 

Mittelpunkt.     Diese  Tangente,  welche  die  Hyperbel  im  Unendlichen  be- 
rährt  nnd  durch  den  Mittelpunkt  geht,  heisst  Asymptote  der  Hyperbel. 
Um    die  Richtang  der  Asymptote  znr  Abscissenachse  za  erhalten, 
setze  man  den  Wert  von  y  aas  (t)  in  (2),  so  kommt 

dy  _   b  X b^ 


,  Kx^-a"        a  l/i_(^_a_Y 


Setzt  man  hierin  x  —  oc  ,    was    für  die  Asymptote    als  Tangente  nötig 

ist,  so  wird  —  =  0,  also  -r~  —  — .     Ist  AF  die  Asymptote,  so  muss 
X  dx  a  •     r       1 

hiernach  sein 


Man  errichte  im  Scheitel  S  der  Hyperbel  ein  Lot  SP  auf  Ax. 
die  Asymptote  in  P  schneidet,  so  mnss  SF  =  b  sein,  weil 
FS  ^_b_ 
"aS~   a* 


tangFAS  = 


4*.  Aiweidiig  a«f  die  RnrTe  der  Eip*iintialglelcli»g  y  ^  e\ 
In  dieser  Gleiclinng  bezeichne  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen. 
Die  Abscisse  x  ist  der  Ausdehnung  von  —  oo  bis  -f  ^  fShig.     Folg- 
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lieh  hat  die  Kurve  CMN  (Fig.  21)  zwei  Aaste, 
welche  von  der  OrdinateDacbse  saa  Dach  positiver 
DDd  Degativer  Seite  idb  UaeDdiiche  verlaufen. 
Für  X  =  0  wird  j  =  e"  =  1  ^  AM.  Die  Differen- 
tiation der  GleichoDg  gibt 

dx 

dy 
dx  " 

uad  auch  zugleich  y  =  0.  Somit  ist  die  Abscisaeo- 
acbse  eine  Taogeote  an   den  Kurveaast  MN    im  Uneudlichen.      Setzt 

dv 
man  "x  =  +  oo,  so  wird  -t"  —  ^i    folglich    wird    die    Richtung    des 

Rurvenastes  MC  im  UneodlicheD   senkrecht  zur  AbscisBeoachse.     In  M 

dv 
ist   X  =  0 ,  -p-  =  1 ,  also  die  Tangente  durch  M  nnter  45*  zur  Absciasen- 

achse  geneigt. 

Ferner  ist 


Setzt  man  hierin  x  =  —  »,  so  wird  -;—  =  0 


dx 


Die  Sobtangente  ist  mithin  konstant  und  zwar  =AM  für  Jede 
Lage  des  Beräbrnngspunktes  G. 

Sf  Clcieliiig  der  Taigeütea  lid  NarMalen  eiier  Kirte.  Es  sei 
y  =  f(x)  oder  <p(x,y)  =  0  die  Gleichung  einer  Kurve.  Die  Koordi- 
naten eines  Eurvenpunktes  C  (Fig.  22)  seien  x,y.  Man  soll  durch 
diesen  Punkt  eine  Tangente  C  B  und  eine  Normale  C  D  legen  und  deren 
Gleichungen  ableiten. 

p.     22  ^'^  Gleichung  einer  geraden  Linie  hat  ge- 

wöhnlich die  Form 

(1)  y'  =  ax'  +  b, 

worin    x',  y'    die    laufenden   Koordinaten    eine» 
Punktes   der  Geraden  bezeichnen.     Wird  diese 
Gleichung  drfFerentliert,  so  findet  man 
dv' 

d^=^- 
Folglich  ist  der  Roerüzient  a  der  Abscisse  in  der  Gleichung  der 
Geraden  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Ge- 
rade mit  der  Abacissenachse  einschliesst.  Soll  die  Gerade  (1)  durch 
den  Kurvenpunkt  C  gehen,  so  müssen  für  diesen  Punkt  die  Koordi- 
naten x',  y'  der  Geraden  in  diejenigen  des  Punktes  C  der  Kurve  über- 
gehen, so  dass 

y  =ax  +  b. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  folgt 
(2)  y'-y  =  a(x'^x). 

Dies  ist  die  Gleicbang  einer  Geraden,  welche  durch  den  Knrven- 
punkt  X,  y   gebt.     Solcher  Geraden  gibt   es  ahn*  unendlich   viele  mit 


yerschiedenen  Richtongen  zar  Absei BBenachse.     Damit  die  Gerade  (2) 
zar  Tangente  CB  an  die  Kurve  nird,  mass  sein 

tly  _   dy' 

dx  ~   dx'   "^■ 
Setzt   mau   diesen   Wert  von  a   in   (2),    so    erhält   man    die   gesnchte 
GleichaDg  der  Tangente 

(3)  y-y  =  |f(x'-x). 

Die  Gleichung  der  Normalen  gebt  ebenfalls  aus  (2)  hervor;  es  ist 
nur  der  Wert  von  a  zo  bestimmen. 

Die  Normale  bildet  mit  der  positiven  Richtung  der  Abscissenachse 
den  Winkel  CDx  =  90+CEB.     Mithin  wird  sein 

tangCDx- -co^CEB- -   ,       V^^o    =  -  4^- 
tangCEB  dy 

Setzt  man  diesen  Wert  von  taogCDx   für  a   in  die  Gleichung  (2),   so 
erhält  man  als  Gleichung  der  Normalen 


w 


51.    Aiweidaig    auf  die  Ucichnag   des  Hretses.     Die    allgemeine 
Gleichung  des  Kreises  ist 

(x  -  a)^  H-  (y  -  b)^  =  R^ 
worin   a,  b   (Fig.    23)  die    Koordinaten  des   Mittelpunktes    und   R  den 
Halbmesser  bezeichnen.     Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

(x-a)dx4-(y-b)dy  =^0, 

dx  y  —  b  ' 

Folglich   sind  die  Gleichungen  der  Tangente  nnd  Normale  des  Kreises 

I  I    v  —  b  -  ,       , 

Geheo  die  Koordinatenachsen  durch  den 
Kreisniittelpunkt,  so  ist  a  =  b  =  0  und  die 
vorstehenden  Gleicbnogen  sind 


Setzt  man  in  der  ersten  dieser  Gleichaogen  y'  =  0,  so  ist  x'  die 
Abscisse  AE  des  Durchschnittes  der  Tangente  CE  mit  der  Abscissen- 
achse.     Für  diesen  Punkt  ist  deshalb 


Multipliziert  mao  mit  y  und  setzt  den  Wert  vod  y^  aus  der  Gleichung 

y»  =  Rä  —  x'^  ein,    so  folgt  A  E  =         .     Der  Abschnitt  A  E    ist  somit 
der  Abscisse  x  verkehrt  proportional. 

Setzt  ninn  in  die  Gleichung  der  Normalen  y' —  0,  so  findet  mao 
aiidi  s'  --  0.  Dies  >ind  die  Koordinaten  des  Punktes,  wo  die  Normale 
die  Abscisse  ua  eil  sc  sclineidet.  Mithiu  gelit  die  Normale  des  Kreises 
durch  den  Mittelpunkt. 

52.  AsfRiiiatea  der  KnrTrH.  In  der  Gleichung  y  =  f(^)  oder 
*/{^iy)  — 0  **'  die  eine  Variable  oder  auch  beide  einer  Ausdehnung 
fähig  bis  ins  Unendliche,  eutweder  in  positiver  oder  uegativer  oder  iu 
beiden  RicIituDgen.  Man  stelle  die  Gleichung  geometrisch  dar,  so  nird 
die  Kurve  (Fig.  24)  einen  oder  mehrere  Aeste  haben,  welche  ins  Ud- 
eudliche  verlaufen.  Man  lege  eine  Tangente  CD  an  die  Kurve  durcii 
einen  Punkt  C,  verschiebe  den  Berührungspunkt  C  vom  Anfangsponkt  A 
der  Achsen  ohne  Aufhören  weg.  Nähert  sich  hierbei  die  Tangente 
einer  bestimmten  Grenzlage  FG,  welche  eine  oder  auch  beide  Koordi- 
natenachsen in  endlicher  Entfernung  von  A  aus  schneidet  nnd  erreicht 
sie  diese  Grenzlage  in  dem  Augenblick,  wo  der  Berührungspunkt  ins 
p.     „.  Unendliche  rückt,  so  beisst  die  Tangente  in 

dieser  Grenzlage  Asymptote  der  Kurve. 

Die  Koordinaten  des  Pnnktes  C  seien 
X,  y,  die  laufenden  Koordinaten  der  Tan- 
gente CD  aber  x',  y',  so  ist  die  Gleichung 
der  Tangente 

(1)       )•■-)■- -^-*r  («'-«). 

Die  Tangente  schneide  die  Achsen  in  D  und  B.  Setzt  man  in 
Gleichung  (1)  y'  —  0,  so  wird  x'  =  AD;  folglich  bat  man  zur  Bestim- 
mung des  Abschnittes  AD  auf  der  Absei ssenacbse 


Setzt  man  in  (1)  x' =  0,  so  wird  y'  =  AE;  folglich  hat  i 
Stimmung  des  Abschnittes  AE  auf  der  Ordiuateoachse 


Man  bestimme  aus  der  Gleichung  der  Kurve  den  Wert  — — ,   führe 

ihn  in  (2)  oder  (3)  ein   und  lasse   sodann  x  oder  y    oder  auch   beide 
unendlich  gross  werden.     Bleibt  hierbei   einer  der  Abschnitte  (2)   und 
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(3)  oder  auch  beide  endlich,  so  hat  die  Kurve  wenigstens  eine  Asymp- 
tote. Wenn  aber  die  genannten  Abschnitte  bei  jedem  Versuche  unend- 
lich gross  werden,  so  hat  die  Kurve  keine  Asymptote. 

53.  ADwendung  auf  die  gleichseitige  Hyperbel.    Die  Gleichung  die- 
ser Kurve  ist 


Hieraus  folgt  j..  —        „2 


xy  =  a. 
dy  _         a 
dx  X 

und  somit  nach  §  52,  Fig.  24, 

2  a  2  a 

Abschnitt  A  D  =  2x  = ,  Abschnitt  AE  =         =  2y. 

y  X 

Setzt  man  hierin  x  =  i  oo,  so  wird  y  =  0  und  AE  ==  0.  Da  dieser 
Wert  von  AE  für  x  =  +  ^  «nd  auch  x  =  —  oo  ein  endlicher  ist, 
so  ist  sowohl  die  positive  wie  negative  Seite  der  Abscissenachse  eine 
Asymptote  der  Kurve. 

Setzt  man  y  =  i  ^»    so  wird  x  =  0  und  A  D  =  0;    mithin  sind 
auch  die  beiden  Seiten  der  Ordinatenachsen  Asymptoten  der  Kurve. 

54.    Anwendung   auf   die   allgemeine  (lleichung  der   Kegelschnitte. 

Diese  Gleichung  ist 

y^  =  2mx  +  nx^, 


folglich 


dy  _^  m  +  nx 
dx  ~         y 


dy 
Setzt  man  diesen  Wert  von  —  —    in   die   vorstehenden   Ausdrucke 

dx 

(§  52,  Fig.  24)  für  AD  und  AE  und  eliminiert  y  vermittelst  der  Glei- 
chung der  Kurve,  so  folgt 

mx  m 


AD 


m  +  nx 


AE=:    ± 


mx 


K2mx  +  nx^ 


n  — 

m   ' 

X 

-1— 

m 

i/" 

— 

2m 

X 

—  — 

QO 

-U 

m 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  für  x  =  i  oo 

Bei  der  Parabel  ist  n  =  0,  also  werden  die  Abschnitte  A  D  und 
AE  nnendlich  gross.  Mithin  hat  die  Parabel  keine  Asymptoten.  Für 
die  Hyperbel  sind  m  und  n  bestimmte,  endliche  Werte  und  zudem  n 
positiv;  folglich  hat  diese  Kurve  zwei  Asymptoten,  welche  wegen  des 
doppelten  Zeichens  von  AE  symmetrisch  zur  Abscissenachse  liegen. 
Die  Ellipse  hat  keine  Asymptoten,  weil  weder  x  noch  y  ins  Unendliche 
wachsen  können. 
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IV.  EntwiekeloBg  der  Fanktionen  in  Reihen. 

&9.   lieber  Reihen  in  allgeneinei.     Es  seien 

uo,  Hl,  U2,  ns,  . . . 

die  aufeinander  folgenden  Glieder  einer  Reihe,  so  gebildet,  dass  je 
ein  Glied  aus  dem  vorhergehenden  in  gesetzmässiger  Weise  abgeleitet 
werden  kann.  Hierbei  nennt  man  die  Zahlen  0,  1,  2,  3,...  die  Steilen- 
zeiger der  Glieder  und  das  Glied  an  mit  dem  Stellenzeiger  n  das  all- 
gemeine Glied.  Kann  n  beliebig  gross  werden,  so  heisst  die  Reihe 
eine  anendliche. 

Bezeichnet  man  mit  Sn  die  Samme  der  n  ersten  Glieder,  so 
wird  sein 

Sn  =  uo  +  ai  +  02  +  . . .  +  an-1. 

Man  lasse  hierin  n  ins  Unendliche  wachsen.  Wenn  sich  dabei  die 
Samme  Sn  mehr  und  mehr  einem  bestimmten,  endlichen  Grenzwert 
nähert,  so  heisst  die  Reihe  konvergent.  Dieser  Grenzwert  ist  als 
die  Summe  der  Reihe  zu  betrachten.  Wenn  sich  dagegen  für  ein  nn- 
endlich  wachsendes  n  die  Summe  Sn  keinem  solchen  Grenzwert  nähert, 
so  heisst  die  Reihe  divergent.  Konvergente  Reihen  sind  daher  sana- 
mierbar,  divergente  nicht. 

Die  Reihe 

1  +  X  +  x^  +  .  .  +  X"  +  . . 

ist  für  X  =  1  augenscheinlich  divergent,  weil  die  Summe  1  +  1  +  1  + . . 
aus  unendlich  vielen  Gliedern  unendlich  gross  wird. 

Rbenso  ist  die  Reihe  für  x  >  1  divergent,  weil  die  aufeinander 
folgenden  Glieder  wachsen. 

Wenn  dagegen   x  <  1,  so   nehmen  die  Glieder  ab   und  es  kann 

die  Reihe  konvergent  sein.  Dm   dies  zu   prüfen,   beachte  man,  dass 

die  Glieder  der  Reihe  eine  geometrische  Progession  bilden.  Man  er- 
hält daher  als  Summe 

1  —  X» 


=  1  +  X  +  x2  +  .  .  .  +  X«. 
1  —  X 

Für  X  <  1  und  ein  unendlich  grosses  n  wird  x"  im  Zähler  rechts  ver- 
schwindend klein;  daher  gilt  für  diese  Voraussetzung 

—^  =  1  +  X  +  x^  +  . . . 
1  —  X 

Mithin  kann  die  Reihe  rechts,   weil  nunmehr  summierbar,  als  Ausdruck 

für  die  Funktion betrachtet  werden. 

1  —  X 

Reihen  '^können  überhaupt  nur  dann  als  Wert  für  f(x)  gelten, 
wenn  sie  konvergent  sind.  Wegen  der  häufigen  Anwendung  der  Reihen 
ist  es  daher  nötig,  Kennzeichen  der  Konvergenz  anzugeben. 
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56«    KiHTergeiii   einer   geometriseheii    PrtgressUn.     Diese  Progres- 
sion sei 

a  +  ae  4-  ae^  +  ae^  +  • .  +  ae"~^ 
Bezeichnet  man  die  Summe  derselben  mit  S,  so  wird  sein 

e"  —  1 


S  =  a 


e-1 


Wenn  e  >  1 ,  so  wachsen  die  Glieder  der  Progression  und  für 
n  =  oo  wird  e"""*  anendlich  gross,  also  anch  S=  oo.  Daher  wird 
die  Reihe  divergent. 

Wenn  e  =  1,  so  ist  S  =  a  +  a  +  a  +  . .  =  n  a,  also  S  =  oc  für 
n  =  30  ;  mithin  die  Reihe  ebenfalls  divergent. 

Wenn  e  <  1,  so  nehmen  die  Glieder  ab  und  es  wird  für  n  =  » 
die  Grösse  e"  =  0  und  die  Summe 

S  = 


1-e' 


also  gleich  einem  endlichen  Werte.  Es  ist  also  eine  geometrische  Pro- 
gression, deren  Glieder  ins  Unendliche  fortlaufeu,  kouvergent,  wenn  der 
Quotient  der  Progression  kleiner  ist  als  die  Einheit.  In  allen  andern 
Fällen  ist  sie  divergent. 

'    S7.  K^Bvergeoi  einer  unendlichen  Reilie,  deren  Cllieder  positiv  sind. 
Die  Reihe  sei 

(1)  UO  +  Ul  +  U2  +  .  .  +  «n  +  ön  +  l  +  •  • 

Wenn  in  dieser  Reihe  das  Verhältnis  Uu4.i:u,i  zweier  benach- 
barter Glieder,  von  einer  gewissen  Stelle  an,  gleich  oder  kleiner  ist  als 
das  Verhältnis  ae"  +  ^:ae^  der  gleichstelligen  Glieder  einer  geometri- 
schen Progression,  und  zwar  für  beliebig  wachsende  Werte  von  n,  so 
wird  auch  die  Reihe  (1)  konvergent  sein.  Diese  Reihe  ist  also  kon- 
vergent, wenn 


U,i 

In  der  Reihe 


<  1. 


i4.__lJ^: I       ^        I  1 fLj I ± L 

^  1  ^1.2^1.2.3^"^  1.2.3..n  ^  1   23 ..  n(n  +  1)  ^  *  * 

ist  das  Verhältnis 

Un     ~n+l' 

also  ist  diese   Reihe   konvergent,    wenn  — r— -  <  1,    also  x  <  n  +  1. 

n  -f-  1 

Da  aber  für  wachsende  Werte  von  n  die  Grösse  n  zuletzt  unendlich 
gross  wird,  so  ist  diese  Reihe  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  kon- 
vergent. Allerdings  werden  die  Glieder  der  Reihe  für  x  >  1  bis  zu 
einer  gewissen  Stelle  wachsen,  müssen  aber  von  da  an  wieder  ab- 
nehmen. 
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Es  sei  gegeben  die  Reihe 

l-fl.x+  1-2x2  +  1-2  •3-x»  +  ..  +  l-2-3..nx"  + 

l-2..n(n  +  l)n»  +  i  +  .. 

so  wird  das  Verhältnis 

Uli  4-1 


Uli 


(n  +  l)x 


für  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  von  x  unendlich  gross,  wenn 
n  =  cc  angenommen  wird.  Also  kann  diese  Reihe  für  keine  positiven 
Werte  von  x  konvergent  gemacht  werden. 

Wenn  in  der  Reihe  (t)  das  Verhältnis  der  beiden  Glieder  Un+i 
und  Un  für  wachsende  Werte  von  n  nur  um  unendlich  wenig  unter 
der  Eioheit  liegt,  so  mnss  auf  anderweitige  Weise  ermittelt  werden, 
ob  die  Reihe  konvergiert  oder  divergiert. 

Es  sei  z.  B.  die  Konvergenz  der  Reihe 

1+4  +  ^  +  1  +  ..  +  -  +  -^TT  +  •  • 
2        3        4  n       n  +  1 

zu  prüfen,  so  hat  man 

Un4-i  n  1 


Un  n  +  1         1     I     i_ 

n 
Wird  nun  hierin   n    unendlich   gross,    so   ist   das  Verhältnis   von 

1 : 1  H um  unendlich  wenig  unter  der  Einheit.     Nun  ist 

n 

^1  1  ^ 

+  —7-.-  +  . .  +  if-  >  n 


n  +  l'n  +  2  2n  2n' 

d.  h.  n  auf  einanderfolgende  Glieder  sind  zusammen  grösser  als  -^ 
und  da  sich  die  Summe  aus  einer  solchen  Anzahl  Glieder  unendlich 
oftmals  wiederholen  kann,  so  ist  die  Summe  der  ganzen  Reihe  grösser 
als  ^-  Qo,  also  ist  die  Reihe  divergent. 

58.  KoDTergens  einer  uueiidiicheu  Reihe,  dereu  Glieder  p^siti^e  und 
negatife  Zeieheii  habeo.  Hat  die  Reihe  uo  +  ui  +  U2  +  . .  positive 
und  negative  Glieder,  und  ist  diese  Reihe  konvergent,  wenn  sämmt- 
liche  Glieder  positiv  genommen  werden,  so  ist  auch  die  gegebene  Reihe 
konvergent. 

Denn  es  sei  in  der  gegebenen  Reihe  R  die  Summe  aller  positiven 
und  R'  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  von  u»  an  gerechnet. 
Denkt  man  sich  nun  alle  Glieder  der  Reihe  positiv  und  setzt  diese 
Reihe  konvergent  voraus,  so  ist  R  +  R'  die  Summe  ihrer  Glieder  von 
Un  an.  Folglich  muss  R  +  R'  für  hinlänglich  grosse  Werte  von  n  ver- 
schwindend klein  werden,  um  so  mehr  also  auch  R  —  R',  d.  i.  die 
Differenz  der  Glieder  der  gegebenen  Reihe  von  Un  an.  Folglich  ist 
eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  konvergent,  wenn  das 
Verhältnis  Uu  +  i:un  kleiner  ist  als  die  Einheit. 
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Diejenigen  Reihen,  deren  Glieder  einen  regelmässigen  Zeichen- 
wechsel haben,  sind  auch  noch  in  dem  Falle  konvergent,  wo  das  Ver- 
hältnis Ui)H-i-Un  mit  wachsendem  n  nur  um  unendlich  wenig  kleiner 
ist  als  die  Einheit. 

Denn  es  sei 

8  =  Uo  —  Ul  +  U2  —  U3  +  U4  —  . . 

eine  solche  Reihe,  in  welcher  jedes  Glied  kleiner  ist  als  das  vorher- 
gehende. Da  die  Differenzen  uo--ui,  n2  —  U3 , . .  alle  positiv  sind, 
so  ist  auch  die  Summe  S  positiv.  Schreibt  man  dagegen  die  Reihe 
in  folgender  Weise 

S  =  UO  —  (Ui  —  U2  +  U3  —  U4  +  .  .)» 

SO  sind  die  Differenzen  ui — U2,  ua— 04,..  ebenfalls  positiv,  somit 
ist  anch  die  Summe  in  der  Klammer  positiv.  Also  ist  S  gleich  der 
Differenz  zweier  positiver  Grössen,  also  auch  kleiner  als  der  Minuend, 
d.  i.  S  <  uo.     Mithin  die  Reihe  konvergent. 

Hiernach  ist  die  Reihe 

i-i+i-i+i-.. 

deren«  Glieder  abnehmen  und  abwechselnde  Zeichen  haben,  konvergent, 
während  dieselbe  nicht  mehr  konvergiert  (§  57),  wenn  alle  ihre.  Glieder 
positiv  genommen  werden. 

S9.  Kanvergeni  einer  Reihe,  deren  (üüeder  nach  den  Potenien  der 
YarlabelB  fortschreiten.     Es  sei 

(1)     f  (x)  =  Ao  +  Ai  X  +  A2  x2  +  . .  +  A„x"  +  A„H.ix»  +  ^  +  . . 

eine  solche  konvergente  Reihe,  so  dass  man  für  jeden  Wert  von  n, 
von  einem  bestimmten  Gliede  an  gerechnet,  hat 

Un+l  An  +  1         ^  ^  ^       An 

—         ^X<1,  x< 


Un  An  '  An+l 

Wird  Gleichung  (1)  differentiiert,  so  erhält  man 

(2)      -^4^  =  Ai  +  2A2 x  +  . .  +  D  A„x°-i  +  (n  +  1)  An  +  i  X"  +  . . 
dx 

Damit  aber  die  Differentiation   und   damit  die  Gleichung  (2)   zulässig 
sei,   so  mnss  die  Reihe  (2)  konvergent  sein.     Dies  ist  der  Fall,    wenn 

n  +  1    An  +  i      ^  .  .      n  An 


n  -f  1     Au  +  i 

n  An 


Nun  sei  a  der  grösste  absolute  Wert,  welchen  das  Verhältnis       ,   ,     . 

n  +  l    Au  +  i 

annehmen   kann,  so  wird   die  Reihe  (2)   für  alle  Werte  der  Variabein 

von  x=  —  a  bis  x  =  +a  konvergent ;  um  so  mehr  ist  dies  auch  für 

diese  Werte  von  x  der  Fall  mit  der  Reihe  (1),  d.  h.  die  beiden  Reihen 

und  die  mit  der  ersten  vorgenommene  Differentiation  haben  Gültigkeit 

für  jene  Werte  von  x,  welche  die  zweite  Reihe  konvergent  machen. 

Antenheimer,  ElemenUrbach.  4 
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6#.  Sa(s  der  UHbestimBteii  Kteffiiieiiten.  WeoD  zwei  Reiheo,  die 
nach  den  ganzen  Potenzen  einer  und  derselben  Veränderlichen  x  fort- 
schreiten, einander  gleich  sein  sollen,  so  müssen  die  Koeffizienten  der 
gleichen  Potenzen  von  x  in  beiden  Reihen  gleich  sein. 

Gesetzt  es  sei 

(1)  a  +  bx  +  cx2  -I- . .  ._=  A  -!-  Bx  +  0x2  +  . . 

und  findet  diese  Gleichung  für  jeden  Wert  von  x  statt,  so  folgt  daraas, 
wenn  man  x  —  0  setzt 

(2)  a  -  A. 

Zieht  man  (2)  von  (1)  ab  und  dividiert  mit  x,  so  kommt 

b  +  cx  +  dx2  +  ..  -B  +  Cx  +  Dx2  +  .. 

Setzt  man  hierin  wieder  x  =  0,  so  folgt  b  ==  B.  Fährt  man  auf  diesem 
Wege  fort,  so  folgt  c  =  C,  d  =  D, . . 

61.  Binenische  Reihe  für  beliebige  Expoiienteu.  In  den  elemen- 
taren Lehrbächern  entwickelt  man  die  Potenz  (a  +  x)™  der  zweiteiligen 
Grösse  a  -f  x  für  den  Fall  in  eine  Reihe,  dass  der  Exponent  eine  ganze 
positive  Zahl  bezeichnet.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  seine  £nt- 
wickelung  in  eine  Reihe  auch  zulässig  ist,  wenn  der  Exponent  eine 
negative  oder  gebrochene  Zahl  darstellt. 

Nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffizienten  setze  man  voraus 

(1)  (a  +  x)«^  =  Ao  +  Ai  X  +  A2x2  +  A3  x»  +  . . 

In  dieser  Gleichung  sind  Ao,  Ai,A2,..   konstante,    von  x  unabhängige 
Grössen,  welche  zu  bestimmen  sind. 

Wird  hierin  x  =  0,  so  folgt  Ao  =  a^".  um  die  folgenden  Kon- 
stanten zu  bestimmen,  differentiiere  man  (1),  so  kommt 

m  (a  +  x)°^-i  =  Ai  +  2  A2  X  +  3  A3  x2  +  4  A4  x3  +  . . 

und  indem  man  mit  m  dividiert  und  mit  a  -|~  x  multipliziert 


(2)      (a  +  xy"  =  - Ai  H A2 

m  m 


+ 


•a    ,      ,     2a  .    I      ,    3a   .        „   ,     4a 


X  +       -  A2  '  x^  +  -  A4  '  X*  + 

m  m 

2  3 

m         '  m         I  m 


Setzt   man   nun   die  Vorzahlen   gleich    hoher   Potenzen   von  x   aus   den 
Reihen  (1)  und  (2)  einander  gleich,  so  findet  man 

^    Ai=a»";   folgl.   Ai=ma™-S 
A2  =  Ai 
A3  =  A2 


m 

1 

m 

Ai  + 

2a 
m 

2 
m 

A2  + 

3a 
m 

3 
m 

A3  + 

4a 
lü 
etc. 

A2 

m  (m 
1- 

2 

_1)  ,.- 

2 

9 

A3 

m(m 

l)(m- 

■  2)      ja_3 

1 

•2-3 

a       , 

A4 

m(m 

l)(m- 

2)  (m  -  3) 

1-2.3 

.4 

etc. 

A4  =  A3  A4  = :: — :r—z — : a 


.m- 
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Fährt  ,mau  diese  Werte  von  Ao,  Ai,  A2,..  in  (1),  so  erhält  man  als 
gesachte  Reihe 

(3)         (a  +  x)™  =  a-  +  m  a^^-^  x  +  -™  ^5^-il  a'"-^  x« 

1     m(m-l)(m-2) 
^  1.2    3  "^    ^    • 

Wenn  der  Exponent  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  hat  die  Reihe 
m  +  1  Glieder.  Wenn  aber  m  negativ  oder  gebrochen  ist,  so  wird 
die  Reihe  eine  anendliche.     Für  diese  muss  sein 

u,n.i         m  — nx^^  x^n  +  1 

=  — :— <  1 ;         —  < . 

Uu  n  +  la  a         m  —  n 

n  +  1 

Der  absolate  Wert  des  Verhältnisses konvertiert  für  wachsende 

m  —  n 

Werte  von  n  gegen  die  Einheit;  folglich  ist  die  Reihe  (3)  konvergent, 
wenn  der  zweite  Teil  x  des  Binoms  a  +  x  kleiner  ist  als  der  erste  a. 
Mithin  ist  die  Reihe  fär  (1  +  z)™  konvergent,  wenn  z  <  1. 

Die  Reihe  (3)  wird  häufig  angewendet  auf  Wurzelgrössen  mit  zwei- 
teiliger Grundzahl.  Man  bringt  sie  auf  die  Form  von  Potenzen,  wie 
folgende  Ausdrücke  zeigen: 

S  3  _     i_  1 

yT+7-:(l  +  x)^  Fi-x  =  (i-x)3. 

1 


y^SL^  —  e^sin^o:  =  (a^  —  e^sina^)'*,      -jz — \ ^  =  a  (1  +  cx)~^. 

(1  +  cx)^ 

Für  Vl+~x  erhält  man  z.  B. 

(l  +  x)^  =  l  +  ix  +  i472^^'  +  --1^^ 

_  X         x^         x^         5x* 

~      "^¥         8""*"!^"  128  ~^** 

Diese   Reihe    kann   zur   Wurzelausziehung   von    bestimmten   Zahlen  be- 
natzt werden,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 

=  1,0246951.. 

Dabei  kommt  es  aber  immer  darauf  an,  dass  die  Zahl  in  zwei 
Teile  zerfalle,  wovon  der  eine  das  Quadrat  einer  bestimmten  Zahl  und 
der  andere  Teil  klein  sei. 

Soll  z.  B.  yr  bestimmt  werden,  so  kann  man  wie  folgt  zerlegen 

1 

7  =  9-2  =  9(1 -I);       daher       j/"?  =  3  (1  -  f)^; 

1 

7  =  V+f=y(l+A);  K7'=  1(1+^)2; 

7  =  W  -  1*11  =  W  (1  -  tIt) ;        V7=  V  (1  -  rfr)'  »■  s.  w. 

i* 
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62.  Reihe  für  die  E\p«aeiidalgrÖ8se  a"^.     Mau  nehme  au,  es  lasse 
sich  a^  io  eine  konvergente  Reihe  von  folgender  Form  entwickeln 

a'^  -  A  +  Bx  +  Cx^  }  DxM-  E X*  +  . . . 

worin  A,  B,  C, . .  unbekannte  konstante  Grössen  bezeichnen,  welche  za 
bestimmen  sind. 

Zuerst  setze    man   x  =  0,   so  folgt  a^  —  1  =  A.     Hierdurch   er- 
hält man 

(1)  a*  -  1  +  Bx  +  Cx2  +  Dx^  +  Ex*  +  . . 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich 

(2)  a''  -  ~~  (B  +  2Cx  +  3  Dx^  +  4Ex«  +  . .). 

loga 

Da  die  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  einander  gleich  sein  müssen, 
so  geben  nach  §  60  die  Vorzahlen  der  gleichen  Potenzen  von  x  fol- 
gende Relationen 

B  ==  log  a,  folglich      B  =  log  a, 

2C  =  Bloga,  „  C  =  i(loga)2, 

3D=Cloga,  „  D=2^(loga)^ 

4E-Dloga,  „  E=2^^(loga)S 


Setzt  man  diese  Werte   von  B,  C,  D, . .  in  (1)  oder  (2),  so  erhält  man 
die  gesuchte  Exponentialreihe 

(3)       a^  =  l  +  (loga)x  +  ^x^  +  (l^;|)\3^M?^,.^.. 

Wenn  a  =  e  als  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  (§  16)  ange- 
nommen wird,  so  ist  log  e  =  1  und  die  Reihe  (3)  geht  über  in 

(4)       e^  =  l  +  x+J^+-^  +  ,^-J^  +  .. 
Setzt  man  hierin  x  =  1,  so  erhält  man  den  numerischen  Wert  der  Basis 

e  =  1  +  1  +  y  +  Y73  +    2.3.4   +  •  •  =  2,7182  8182  8459  . . 

Die  allgemeinen  Glieder  in  der  Reihe  (3)  sind 

^     (x  log  a)"  _  (xloga)"  +  ^ 

2.3-4..n'  ""^^        2.3-4.  .n(n  +  l)  ' 

Somit  wird  das  Verhältnis     ""^^  =  — r^. 

Un  n  +  1 

Die  Exponentialreihe  ist  mithin,    wie    vorausgesetzt   wurde,    kon- 
vergent, wenn 

xloga  <  n  +  1, 

wie  gross   auch  n   angenommen    wird.     Somit  ist  die  Exponentialreihe 
für  jeden  endlichen  Wert  von  x  und  a  konvergent. 
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M.  Reihe  fir  leg  (i  +  x).  Mao  setze  voraas,  diese  Funktion  könne 
in  eine  konvergente  Reihe  entwickelt  werden  von  der  Form 

(1)  log  (1  +  x)  =  A  +  Bx  +  Cx*  +  Dx»  +  Ex*  +  . . 

worin  die  konstanten  Vorzahlen  A,  B,  C, . .  unbekannt,  somit  noch  zu 
ermitteln  sind. 

Setzt  man  x  =  0,  so  folgt  log  1  ==  0  =  A .  Durch  Differentiation 
von  (1)  erhält  man 

(2)  ,-^  =  B  +  2Cx  +  3Dx2  +  4Ex»-i-.. 

1  +  X 

Führt  man  nun  die  Division  von  1 : 1  -f  ^  n&ch  den  gewöhnlichen 
Regeln  aus  oder  entwickelt  man  (1  -h  x)~'^  nach  dem  binomischen 
Satze  in  einer  Reihe,  so  kommt 

(3)  ~~  =  1  --  X  +  x2  -  x^  +  X*  -  . . 

1  +  x 

Die  beiden  Werte  von       ,       in  (2)  und  (3)  sind  Reihen,  welche 

1  -j-  X 

nach  den  Potenzen  derselben  Veränderlichen  x  fortschreiten.     Also  sind 

die   Vorzahlen  gleich   hoher   Potenzen   dieser   Reihen   einander  gleich. 

Dies  gibt 

B  =  l,     2C=-1,     3D  =  1,     4E==-1,... 

Fährt  man  diese  Werte  von  B,  C,  D, . .  in  (1)  und  setzt  A  =  0,  so  er- 
hält man  die  gesuchte  logarithmische  Reihe 

(4)  log(l+x)  =  x--+3    -^    +..iV:F^^._^^+.. 

Die  Reihe  (3),  als  DiflFerentialquotient  von  (4),  ist  konvergent  für 
alle  Werte  von  x,  welche  zwischen  +  1  und  -  1  liegen.  Also  ist 
jedenfalls   auch  die  Reihe  (4)  nach  §  59  für  diese  Werte  konvergent. 

64.  Aiwendung  dieser  Reihe  lor  nuHerischen  RerechnNug  der  aatur- 
liehen  L^garithnen.  Um  die  Reihe  für  Iog(l-|-x)  zur  Berechnung 
der  Logarithmen  bequemer  zu  machen,  führe  man  —  x  statt  +  x  ein, 
so  kommt 


log  (1  -  x)  = 

:       -    X 

x2 
2 

x3          X* 
3          4 

. . . 

Zieht  man 

diese  Gleichung 

von  der  für 

log(l  +  x)  ab, 

so 

wird 

(1) 

1      1  +  x       - 
log             =2 

1  —  X 

0+ 

X« 

3 

x^         x'' 

5   "^    7   +• 

•)• 

Nun  setze 

man 

1  +  x 

1—  X 

1+A 

y 

,  also 

z 

""       2y+z' 

so  gibt  dadurch  die  letzte  Reihe 
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(2)  log  (z  +  y)  =  log  y  +  2  [--A..-  +  -\  (-^) 


5 


+  5A2y  +  z")    +-. 

Dies  ist  dud  die  Reihe,  nach  welcher  oamerische  Rechnungeo  aus- 
zufahren .sind.  Dabei  werden  um  so  weniger  Glieder  der  Reihe  zu 
berechnen  sein,  je  kleiner  z  und  je  grösser  y  ist.  Gewöhnlich  nimmt 
man  z  =  1. 

I.  Für  z  =  1,  y  =  1  erhält  man  aas  (2) 

log2  =  2[i  +  l(i)^  +  ia)«+Hi)'  +  i(ir  +  ...L 
log2  =  0,69314  71806... 

IL  Für  z  =  1,  y  =  2  ist  nach  (2) 

log  3  =  log  2  +  2  [i  +  i  (i)3  +  l  (1)5  +  V  ay  +  ...], 
log  3-  1,0986122887... 

III.  Für  z  =  1,  y  =  9  folgt 

loglO  =  log9  +  2[^+i(,V)3  +  -t(,V)'  +  |(^)^  +  ...], 
und  da  log9  =  2  log  3  =  2,19722  45774  . .,  so  findet  man 

log  10  =  2,30258  50930 . . . 

Um  die  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen  zu  erhalten,  müssen  ver- 
mittelst der  Reihe  (2)  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  berechnet 
werden.  Alle  :übrigen  Zahlen  zerlege  man  in  ihre  Primfaktoren  und 
nehme  die  Summe  der  Logarithmen  dieser  Faktoren. 

65.  RestiniHiing  der  gemeinen  Logaritbnen.  Die  Basis  der  ge- 
meinen oder  Briggischen  Logarithmen  ist  10,  die  der  natärlichen 
e  =  2,71828  . .     Hat  man  nun  die  Relation 

ey  =  10^  =  A, 

so  ist  y  der  natürliche  und  x  der  gemeine  Logarithmus  derselben 
Zahl  A.  Man  nehme  von  beiden  Potenzen  die  natärlichen  Logarithmen, 
so  ist 

y  =  X  log  10. 

Daraus  folgt,  dass  der  geraeine  Logarithmus  multipliziert  werden  muss 
mit  log  10  =  2,3025  8509  . .,  um  den  natürlichen  Logarithmus  derselben 
Zahl  zu  erhalten,  und  dass  umgekehrt  der*  natürliche  Logarithmus 
multipliziert  werden  muss  mit 

— —  = Atx.: =  0,4342  9448  . . 

log  10        2,3025  8509  . . 

um  den  gemeinen  Logarithmus  dieser  Zahl  zu  finden. 

Diese  letztere  Zahl  wird  Modulus  der  gemeinen  Logarith- 
men genannt.  Sind  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  natürlichen 
Logarithmen  der  Zahlen  berechnet,  so  können  durch  Multiplikation  der- 
selben mit  dem  Modulus  die  gemeinen  Logarithmen  aus  ihnen  abge- 
leitet werden. 
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Nach  §  16,  Gleichung  (7),  hat  man  für  irgend  ein  Logarithmen- 
System 

d  log  X  =         log  e. 

X 

Für  natürliche  Logarithmen  wird  log  e  =  1,  für  briggische  da- 
gegen ist 

log  br  •  2,7182  8182  .,  =  0,4342  9448  . . 

Dieser  letztere  Wert  ist  daher  für  den  in  §  16,  Gleichung  (3),  ent- 
haltenen Annäherungswert  zu  nehmen. 

66.  Reihen  für  den  Sinus  und  Cosinus.  Es  sollen  die  trigonome- 
trischen Zahlen  sinx  und  cos  x  durch  den  Bogen  x  ausgedrückt  werden. 
Man  nehme  an,  es  lasse  sich  sin  x  entwickeln  nach  der  Gleichung 

(1)  sinx  =  Ax  +  Bx^  +  Cx^  -f  Dx*  +  Ex^  +  . . 

worin  A,  B,G, ..  konstante  Zahlen  bezeichnen,  welche  zu  bestimmen 
sind.  Das  von  x  unabhängige  Glied  in  (1)  ist  weggelassen,  weil  für 
X  =  0  auch  sin  x  =  0  wird. 

Differentiiert  man  (1)  und  dividiert  mit  dx,  so  kommt 

(2)  cosx  =  A  +  2Bx  +  3Cx2  +  4Dx3  +  5Ex*  -f  . . 
Diiferentiiert  man  auch  (2)  und  ändert  das  Vorzeichen,  so  wird 

(3)  sinx=  —  2B-6Cx    -  12Dx2  —  20Ex'    -  . . 

Setzt  man  nun  x  ==  0,  so  erhält  man  aus  (2)  A  =  1  und  aus  (3)  B  =  0. 

Setzt  man  sodann  die  Vorzahlen  gleich  hoher  Potenzen  von  x 
aus  (3)  und  (1)  einander  gleich,  so  findet  man 

-  6C  =  A;   folgl.  C^-ylg, 

—  12l)  =  B;      „      D  =  0, 

--20E  =  C,      „      E=   g.g!^.^    U.8.W. 

Führt  man  schliesslich  die  für  A,  B,  C, . .  gefundenen  Werte  in  (1) 
und  (2)  ein,  so  erhält  man  die  gesuchten  von  Newton  herrührenden 
Reihen 

(5)  sin  X  =  X  -  —  +  gTT.r- 5  "  2^3:4  •  5  •  6  •  7  +  ' ' 

(6)  co8x  =  l--^'-+-2-^----— ^---+.. 

Je  eine  der  Reihen  (5)  und  (6)  ist  der  Differentialquotient  der 
andern.  Ist  daher  die  eine  konvergent  für  irgend  welche  Werte  von  x, 
so  ist  es  die  andere  für  diese  Werte  ebenfalls. 

Nun  ist  das  Verhältnis  der  beiden  Glieder 

"*"  2  •  3  . .  (2  n  —  1)  ""   2.3...2cr(2TTl) 


] 
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der  Sioasreihe,  abgesehen  vom  Zeichen 

Uo     ~2n(2n+l)* 
Damit  nun  diese  Reihe  konvergiert,  muss  sein 

Für  ein  unendlich  grosses  n  mass  somit  sein  x  <  2  n.  Hiernach 
wird  die  Reihe  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  konvergent.  Die 
Glieder  der  Reihe  können  allerdings,  je  nach  dem  Werte  von  x,  bis 
zu  einer  gewissen  Stelle  wachsen,    müssen  aber  von  da  an  abnehmen. 

67.  NuHerische  Berechnung  des  Sinns  uid  Cosinus.  In  den  eben 
entwickelten  Reihen  für  sin  x  nnd  cos  x  muss  der  Bogen  x  in  Teilen 
des  Rreisumfanges  ausgedrückt  werden,  welcher  mit  dem  Radius  =  1 
beschrieben  wird. 

Ist  z.  B.  Sinus  und  Cosinus  von  1^  zu  bestimmen,  so  bezeichne 
man  den  diesem  Winkel  entsprechenden  Bogen  mit  x,  so  hat  man 

l«:360<^  =  x:27r, 
X  =  '^'-^^^'  =  0,01745  3292. 

Führt  man  diesen  Wert  von  x  in  die  Sinus-  und  Gosinusreihe,  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  von  §  66,  ein  und  berechnet  die  Glieder  der 
Reihe  bis  auf  die  achte  Dezimalstelle,  so  wird  man  bemerken,  dass 
nur  die  beiden  ersten  Glieder  der  Reihen  von  Einfluss  auf  die  Resul- 
tate sind,  indem  man  erhält 

sin  i^  =  0,0174  5329  -  0,00000089  =  0,0174  5240, 
cosl^  =  1,00000000  —  0,0001  5231  =  0,9998  4769. 

Die  Reihen   von  sin  x  und  cos  x  lassen  behufs  numerischer  Rech- 

nuogen  folgende  Umgestaltung  zu.     Man   setze    in  dieselben  x=m— , 

so  gehen  sie  über  in 


cos(..900)=l-i(^y  +  --,|, 


mTT 


4  V  2 


TT        ir^         TT^ 

Berechnet  man  die  Werte  von     -,  -— ,  —-,..,    so    erhält    man 

J         4  o 

folgende  Gleichungen 

sin  (m  •  90^)  =  +  1,5707  963  m    —  0,6459  641  m^ 

+  0,0796  926  m^  —  0,0046  818  m'' 
+  0,0001  604  m«  -  0,0000  036  m^^ 
+  0,0000001  ml^ 
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cos  (m .  90®)  =  +  1,0000  000       -  1,2337  006  m^ 

+  0,2536  695  m*  —  0,0208  636  m« 
+  0,0009  193  m^  —  0,0000  252  m^® 
+  0,0000  005  m^^ 

Sind  Sinas  and  CosIdus  von  1®  zu  berechneD,  so  setzt  man  in 
diese    Gleichungen  m  =  ^   nnd    man   findet   die   obigen   Werte.      Für 

1  Minute  hat  man  zu  setzen  m  •  90  •  60'  =  1',  also  m  =  qp  .90  u.  s.  w. 

Vermittelst  dieser  Gleichangen  rechnet  man  nur  die  Werte  von 
Sinns  nnd  Cosinus  für  Winkel  bis  auf  45®.  Folglich  ist  der  gr5sste 
Wert  von  m  =  -^,  also  sind  diese  Reihen  sehr  konvergent. 

€8.  Reihen  für  L«garithnu8»SinHs  und  L«garithnB8-C«siiiuB.     Son- 
>    dert   man  bei    der   Siousreihe   (5),    §  66,    den    Faktor  x  ab,    so   er- 
hält man 

x'^  X* 


(1)  sinx  =  x(  l--~  +  -: 


2.3    '     2-3-4-5 


und  setzt  zur  Abkürzung 


x2  X*  X« 


(2)      y -- -^r^ -- -7;- -o^-^-.- + 


2-3         2-3-4-5     '     2-3-4-5-6-7 

so  geht  Gleichung  (1)  über  in 

sin  X  =  X  (1  —  y). 

Nimmt  man  hier  die  natürlichen  Logarithmen,  so  kommt 

log  sin  X  =  log  X  +  log  (1  —  y). 

Wird   die  Grösse  log(l— y)  vermittelst  der  Reihe  (4),  §  63,  in 
eine  Reihe  aufgelöst,  so  erhält  man 

/  y2  y^ 

log  sin  X  =  logx  —  (  y  +  -     +  "3"  +  •  " 
Man  führe  hierin  den  Wert  von  y  aus  (2)  ein,  so  ist 

logsinx  =  logx  -  l^  +    2. 3^.y  -  2T-3~l4 .-6T7  +  " " 

X*  ,  X* 


+  x. 


2 -2* •3'*   '    2«-3*-4-5 


X« 

3  .2" -3^ 


+  .. 


Nun  setze  man  x  =  ^mn  und  gehe  von  den  natürlichen  Logarith- 
men zu  den  gemeinen  über,  indem  man  den  Modul  0,43429  .  .  mit  M 
bezeichnet,  so  erhält  man 

TT  n      1       Z'  TT  "^  ^ 

log  sin  (m  •  90®)  =  log  -r-  +  log  m  —  M 


2 


2-3 


m* 


1     fTiy  4.1 

"^22.32.5\2y   ^    ~^"J 
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Verföhrt  man  mit  der  Cosinasreihe 

C08X-1        2   -r  2.3.4        2.3.4^5.6  "^•' 

ebenso ,  indem  man  die  Grösse  rechts  =1  —  y  setzt  und  log  (1  —  y) 
in  eine  Reihe  auflöst,  etc.,  so  erhält  man 

Hätte   man   vermittelst   dieser  Reihen   die    Grössen   log  sin  2^  und 
log  cos  2^  zu  berechnen,  so  würde  man  setzen  m  •  90  =  2®,  also  m  =  7^ ; 

für  1  Sekunde  hätte  man  m  •  90  •  60- 60"  =  1",  also  m^i^-.iVreo 
zu  setzen.  Da  der  grösste  in  der  Anwendung  vorkommende  Wert  von 
m  =  ^  ist,  nämlich  für  45^,  so  sind  diese  Reihen  konvergent. 


Iogco8(m.90")  =-       M 


69.  Reihe  fnr  Tang  x.  Dividiert  man  die  Reihe  fär  sin  x  durch 
die  von  cos  x  (§  66),  so  erhält  man  als  gesuchte  Reihe 

,    X«    ,    2x5         17x^ 
tangx^x-r   3+^5    +    3^5+.. 

Topographische  Aufnahmen  können  ein  verhältnismässig  grosses 
Gebiet  umfassen.  Nehmen  wir  an,  sie  seien  eingeschlossen  in  den 
Mantel  eines  Kreiskegels,  dessen  Spitze  in  den  Mittelpunkt  der  Erde 
fällt,  so  schneidet  der  Mantel  auf  der  Erdoberfläche,  diese  kugelförmig 
gedacht,  eine  Kalotte  aus,  auf  welcher  die  wahren  Längen  sich  vor- 
finden. Allein  die  Kalotte  werde  ersetzt  durch  die  Grundfläche  des 
Kegels,  welche  die  Kalotte  berührt,  oder  durch  die  Grundfläche,  welche 
durch  den  Umfang  der  Kalotte  geht. 

Nun  ergibt  ein  Schnitt  des  Kegels  längs  der  Achse  einen  Bogen 
auf  der  Kolotte  und  zwei  Gerade  auf  den  Kegelgrundflächen.  Der 
Zentriwinkel,  welche  die  geschnittenen  Kegelkanten  bilden,  sei  2  x  und 
der  Radius  der  Kugel  R,  so  sind  der  halbe  Bogen  auf  der  Kalotte 
=  Rx  und  die  Radien  der  Kegelgrundflächen  =Rtangx  und  Rsinx. 
Diese  Linien  verhalten  sich  unter  einander  wie  x :  tangx :  sinx. 

Setzt  man  x  sehr  klein  voraus,  so  hat  man  annähernd 

tang  x  =  X  +   3  ;         sin  x  =  x  —  -  -3  . 

Daher  die  relativen  Fehler,  wenn  tang  x  und  sin  x  für  x  genommen  werden. 

tangx  —  X         x^  x--sinx        x^ 

X  "  ~3   '  x'        ^  "6* 

Mithin  ist  der  Fehler    auf  der  innern  Grundfläche  zweimal  kleiner  als 
auf  der  äussern. 

Für  einen  Konvergenzwinkel  von  1®  hat  man 

X  :  2  ;r  -  0,5«  :  360«;         x  =  ---. 

obü 


2 
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Daher  ergibt  sich  hierfür 

. =  -3-C 36Ö  — )    =0,00002538.. 

Der  Fehler  beträgt  daher  auf  der  äussern  Grundfläche  für  einen  Bogen^ 
der  0,5®  umfasst,  sehr  annähernd   V^oooo   von  der  Bogenlänge. 

Nimmt  man  den  Erdhalbraesser  zu  6400000  m  an,  so  betragt  die 
Länge  dieses  Fehlers 

6400000-^.^-=  1,396  ™. 

7#.  Reihe  für  Arcns-SiDUs.     In  der  Gleichung 

(1)  y  =  Are  sin  X 

bezeichnet  x  den  Sinus,  dessen  Bogenmass  =  y  ist.  Es  soll  der  Bogen  y 
ausgedruckt  werden  durch  eine  Reihe,  deren  Glieder  den  Sinus  x  ent- 
halten.    Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

(2)  Aresin  x  =  Ax  +  Bx^  +  Cx^  +  Dx*  +  Ex»  +  Fx«  +  Gx''  +  . . 

in  welcher  Gleichung  die  Grössen  A,  B,  C, . .  unbestimmte  Konstanten 
bezeichnen.  Da  für  x  =  0  auch  der  Bogen  —  0  wird,  so  ist  das  Glied 
mit  x^  weggelassen. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

(3)     -y=Lr^^  -  A  4-  2  Bx  +  3  Cx2  +  4  Dx3  +  5  Ex*  +  6  Fx5  +  . . 

l. 

Bringt  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  auf  die  Form  (1  —  x^)    - 

und   entwickelt  dieselbe  nach  dem  binomischen  Satze,  so  folgt 

Da  nun  die  rechten  Seiten  von  (3)  und  (4)  einander  gleich  sein  müssen, 
so  geben  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  folgende  Werte 

A-1,     B-0,     C=h     D  =  0,     E=,\,     F  =  0,     G=i?^,.. 

Vermöge  dieser  Werte  wird  die  Gleichung  (2) 

(5)  Are  sin  x  =  X  +  {  x^  +  ^%-  x^  +  ^  '{^  x*^  +  . . 

Setzt  man  hierin  nach  (1)  x  =  sin  y  und  beachtet,  dass  die  Vorzahlen 
ein  bestimmtes  Bildungsgesetz  befolgen,  so  hat  man  als  gesuchte  Reihe 

l'siny^        l-3siny^        l'3«5siny'^ 


(6)  y  =  siny+    --,/-  +  ----    ^^     + 


2-3  2-4-5  2-4-6-7 

1-3-5-7-siny^ 
"^       2 -4 -6 -8-9      "^^ 


In  der  Reihe  (4)  hat  man  allgemein 


l-3-Ö..(2n    -  1)    .., 
""  2-4.6..2n        ^    ' 


l-3-5..(2n-l)(2n+l)        ,^, 
"  +  '        "    2"-4-6...2n(2n  +  2) 
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Mitbin  das  Verhftltnis 

Un  2n  +  2 

Folglich   ist  die  BedingoDg  der  Konvergenz   der  Reihe  (4),  welche  als 
DifPerentialqaotient  der  Reihen  (5)  and  (6)  anzusehen  ist,  nach  §  59 


2n-f  1 
2n  +  2 


x'^  <  1,        n'  < 


1  + 


2n 


Für  wachsende  Werte  von  n  nähert  sich  der  Wert,  nnter  wel- 
chem x^  immer  liegen  soll,  der  Einheit,  übertrifft  jedoch  die  Einheit 
für  n  =  CO  um  unendlich  wenig.  Folglich  ist  der  grösste  zulässige 
Wert  von  x^  =  1,  also  von  x  =  i  1.  Mithin  ist  auch  die  Reihe  (5) 
für  jeden  Wert  von  y  konvergent. 

1  TT 

Für  einen  Winkel   von  30^  ist  sin  30^  =  -  ,  y  =  — .     Für  diese 


2' 


Werte  geht  die  Reihe  (6)  über  in 

TT  1 


1   -    _i_    +__i_L3__.    , 
^  2.3-4  ^  2.4.5. 16  ^ 


6* 


1-3.5 


2  . 4  .  6  .  7  .  64 


TT  =  3 


1+A+A  + 


1-3.5.7 


2  .  4  .  6  .  8  •  9  .  256 


+  .. 


+  -^-.- 


35 


+ 
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24   '   640   '    7168   '   294912   '    2883584 


+  .. 


Die  Glieder  dieser  Reihe  nehmen  ziemlich  rasch  ab,  also  kann 
daraus  der  Wert  von  tt  bis  zu  einem  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit 
berechnet  werden. 

71.  Reihe  für  Arcus-Tangens.     In  der  Gleichung 

(1)  y  =  Arctangx 

bezeichnet  x  die  trigonometrische  Tangente  des  Bogens  y.  Man  soll 
den  Bogen  y  durch  eine  Reihe  ausdrücken,  deren  Glieder  die  Variable  x 
enthalten. 

Man  nehme  als  hypothetische  Gleichung  an 

(2)  Arctangx  =  Ax  +  Bx^  +  Cx3  +  Dx*  +  Ex^  +  .., 

worin  A,  B,  C,  .  .  konstante  Grössen  bezeichnen,    welche  zu  bestimmen 
sind.     Dabei  ist  die  Vorzahl  der  Potenz  x®  gleich  Null  genommen,  weil 
für  X  =  0  auch  der  Bogen  ==  0  wird. 
Man  differentiiere  (2),  so  kommt 

(3)  t4:~2  =  A  +  2Bx  +  3  Cx2  +  4Dx3  +  5 Ex*  +  . . 
1.  ~\~  X 

Führt  man  die  Division  von  1  durch  1  +  x^  aus,  so  findet  man 

1 


(4) 


1  +  x' 


=  1  -  X2  +  X*  -  X6  +  .  .  . 
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Vermöge  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  hat  man  zwei  Reihen  fär 
dieselbe  Grösse  1 : 1  +  x^.  Also  müssen  die  Vorzahlen  derselben 
Potenzen  von  x  in  beiden  Reihen  gleich  sein.     Dies  gibt 

A=l,     2B  =  0,     30=- 1,     4D=-0,     5E==1,.. 

Führt  man  diese  Werte  von  A,  B,  C, . .  in  (2),  so  folgt 

(5)  Are tang x  =  x  —  -^  +  — +". . . 

Setzt  man    hierin   nach   (1)  x==tangy,    so    erhält   man   folgende    von 
Leibnitz  gefundene  Reibe 

(6)  y  =  tang  y  —  I  tang^y  +  ^  tang^y  —  |  tang'^y  +  . . 

Die  beiden  Glieder  der  Reihe 

_tangy^7^         tangy-^"  +  ^ 
^      2n  — 1       "^      2n  +  l 

geben,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  das  Verhältnis: 

Dn  +  i         2n  —  1  ^       „ 

Somit  ist  die  Bedingung  der  Konvergenz  der  Reihe  (6) 

2n-l  .._  o    /,      ,_o     .   2n  +  l 


tang^y  <  1,     tang^y  < 


2n  +  l        °  •^^'  ''•'"2n-l 

Für  n  =  00  kann  tang^y  höchstens  =  1  werden ;  also  muss  tang  y 
zwischen  +  1  und  —  1  liegen ,  wenn  die  Reihe  (6)  konvergent,  also 
zulässig  sein  soll. 

7t 

Setzt  man  tangy  =  1,  so  wird  y  =  — .  Für  diese  noch  zulässigen 
Werte  wird  die  Reihe  (6)  geben 

^^^  4        ^        3^5         7^9         11  ^•• 


Mithin,  wenn  man  je  zwei  Glieder  zusammenzieht  und  mit  4  multipliziert 

(8)        71  =  8 


i_    ._l_._i_4__JL_.__i_.    ■ 

1  •  3  ^  5  •  7  ^  9  .  11  ^  13  •  15  ^  17  .  19  ^  *  • 


«TT  1 

Für  30"  wird  y  =  -^  und  tangy  =  ;  daher  nach  (6) 

(9)  .  =  2F3(l-3l3+^-^+..). 

Mittels  der   Reihen  (8)  und  (9)  kann   der   Wert  von  tt  berechnet 
werden. 

um  aber  die  Reihe   (7)  noch   rascher  konvergierend  zu   machen, 

TT 

zerlege  man   den  Bogen  —  in  zwei  solche  Teile,  dass  man  hat 


—     62 

(10)  Jtt    -4« 

und  nehme  tang  et  —  }  an,  so  ist 


(11)  tang  4  a  ^ 


2  tang«  2-^      _     5 

1    -Yang2«  ~    1    -  iV  "    ^' 
2  tang  2«  2-^%  120 


tang  2  a  — 

2"5 


l-tang22a        1    -  i^f        119* 

Da  ferner  tang  ^tt—  1,  so  wird  vermöge  (10)  sein 

,       ,       ,.  ^.  tang  4  a  —  tang  j8 

1  =  tang  (4  a  —  ö)  =   ----^ ^-'--.. , 

*  ^^        1 +tang4a.tang/?' 

woraus  folgt 

tang  4  a  —  1 

tanga=  — ^- . 

'^^        tang4a  +  l 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  taug  4  a  aus  (11),  so  ergibt  sich 


tang/^ 


120  1  1 


lH+1        239 


Führt  man  nun  in  Gleichung  (6)  die  entsprechenden  Werte  y  =  a  und 
tang  a  =  ^,  sowie  y  =  ß  und  tang  ß  =  ^^  ein,  so  findet  man 

5    V        3.52^5.5*       7.5«^9-5«       • 

a;^  Lr.       _L     M  -  l L__  .    ^ 

^       239  \         3.2392     '    5.239*         7.239«   "^'7' 

Zieht  man  die  eine  Reihe  von  der  andern  ab,  so  erhält  man  den 
Wert  von  ^n.  Folglich  entsteht  nach  einer  einfachen  Umformung  der 
Bräche  in  den  Klammern 

4~5V        3.  100"^5    1002       7  .  100"^  "^  9  •  100*       ll.lOO^"^" 

+  .__i L__+  ^ 


239  V        3.57121    '    5.571212       7.57121^ 

Vermittelst  dieser  Reihe  findet  man  leicht 

71  =  3,14159  26535  89793  23846  . . . 

72.  Ableitung  der  l^irre^scheii  Biii«niDalf«rnei  aus  der  Eip^neu- 
tial-,  SiuHS-  und  Cosinnsreihe.  Die  Exponentialreihe  (4),  §  62,  für 
einen  positiven  und  negativen  Exponenten  ist 

,     X     ,      x^       ,  x^ 

«^  =  i  +  T+r:¥  +  -i:2T¥-  +  - 

*       "^        1  ^   1-2         1.2.3    ^•- 
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Durch  Addition  und  Subtraktion  dieser  Gleichung  erhält  man 

/  X^  x^  \ 

Setzt   man  hierin  x  V^---  1  statt  x,   so   erhält  man  mit  Rücksicht  auf 
die  Sinus-  und  Cosinusreihe 


^xY-i  j^  Q-xY-i        ^  y^^  X*  X' 


.x\/ — 1  _1_  ^— xV— 1  /  ^2  ^4  v6 


=  (l-^^+-.^r-;r--.-v  .-;r-v  .-7.+  .. 


2  V        1-2  '    1.2-3'4      1-2-3-4.5-6 

=  cos  X, 


exy-i_e-xy-i        /  x^  x5 


2  V      1-2.3^1.2.3.4.5      V 

=  sinx  K —  1. 
Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  folgt 

(1)  e*^~^  =  cos X  +  sinx  K  — 1. 
Setzt  man  hierin  nx  statt  x,  so  wird  sein 

(2)  ^nxY-i  =  cosnx-f  sinuxl/"— 1. 

Erhebt  man  aber  die  Gleichung  (1)  auf  die  nte  Potenz,  so  kommt 

(3)  .       e^^V"-!  =  (cos  x  +  sin  X  K^)".  , 

Die  linken  Seiten  von  (2)  und  (3)  sind  identisch,  also  sind  auch 
ihre  rechten  Seiten  gleich,  dies  führt  zu  der  gesuchten  Moivre'schen 
Formel 

(4)  (cos  X  +  sin  X  V^  —  1)"  =  cos  n  X  +  sin  n  X  V^—  1 . 

73.  Sinus  und  Cosinus  der  vielfiichen  Bngen  durch  die  Pntenieti 
der  einfachen.  Entwickelt  man  die  linke  Seite  der  eben  erhaltenen 
Moivre^schen  Formel  nach  dem  binomischen  Satze,  so  folgt 

(cos  X  -f  sin  X  V^ —  1)"  =  cos"x  +  —  cos"  ~  ^x  sin  x  K —  1 

n(n  —  1)  2     .  2 

-—- —  cos"     ^x  sm  ^x 

1.2 

n(n-l)(n-2)       „_..^   .31/-      , 

— r— cos"      '^  Sm^K  V  —1 

1  •  2  •  o 

^,    n(n-l)(n-2)(n-3)       „_,     ., 

H .    c^    o    A COS"    *x  sm*x  —  . . 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich  der  rechten  Seite  der 

Moivre'schen  Formel  =  cos  n  x  +  sin  n  x  K—  1.  Mithin  müssen  die 
reellen,  ebenso  die  imaginären  Teile  beider  gleichen  Ausdrücke  gleich 
sein.     Dies  gibt  die  gesuchten  Gleichungen 
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n-i     •  n(n     -  l)(n   -  2)       „_..     .   , 

SIQ  UX  =  Q  cos"      \\  SIU  X  ••        -      -  — -       -       cos*'      '^X  SID^X 

1  •  2  •  3 

n(n--l)(n-2)(n    -3)(n-4)       „     ,     .   , 
+  Ws-.i^ö  -'cos-^xsm^x-.. 

cos  n  X  —  cos"x  —    -  - — --     cos"    ''x  sin^x 

1  *  2 

n(n-l)(n-2)(n-3)       ,^^^     .  ,     , 
+  T~^  o~T~**  cos"     *X  810*X  +  . . 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4, . .,  so  er- 
hält man  folgende  Relationen,  wenn  man  noch  sin^x  durch  1  —  cos^x 
ersetzt 

sin  2  X  =  sin  x  (2  cos  x), 

sin  3  X  =  sin  x  (4  coa^x  —  1), 

sin  4  X  =  sin  x  (8  cos'x  —  4  cos  x), 

sin  5  X  =  sin  x  (16  cos*x  —  12  cos^x  +  1), 

etc. 
cos2x  =  2cos^x  —  1, 
cos  3  X  =  4  cos'x  —  3  cos  x, 
cos  4  X  =  8  cos*x  —  8  cos^x  +  1» 
cos  5  X  =  16  cos^x  —  20  cos^y  +  5  cos  x, 

etc. 

Löst  man  diese  Gleichungen  in  Hinsicht  der  Potenzen  von  sin  x,  cos  x 
auf,  so  erhält  man 

2  sin^x  =  —  cos  2  X  +  1, 

4  sin^x  =  —  sin  3  X  +  3  sin  x, 

8  sin*x  =  cos  4  X  —  4  cos  2  x  +  3, 
16  sin^x  =  sin  5  X  —  5  sin  3  X  +  10  sin  x, 

etc. 

2  cos^x  =  cos  2  X  +  1, 

4  cos^x  =  cos  3  X  +  3  cos  x, 

8  cos*x  =  cos  4  X  +  4  cos  2  X  +  3, 
16  cos^x  =  cos  5  X  +  5  cos  3  X  +  10  cos  x, 

etc. 


Erster  Teil  der  Integralrechnung. 


I.    Ableitung  von  Integralen. 

14.  Begriff  und  Beieichning  der  iBtegratUH.  K^nstaMte  der  Inte- 
gralUii.  Durch  die  Integration  wird  aus  einem  gegebenen  Differential 
diejenige  Funktion  abgeleitet,  durch  deren  Differentiation  jenes  Differential 
entstanden  ist  oder  doch  entstanden  gedacht  werden  kann.  Die 
Operation  des  Integrierens  ist  somit  das  Umgekehrte  des  Diff^ren- 
tiierens.  Die  aus  der  Integration  hervorgegangene  Funktion  wird  nach 
Jak.  Bernoulli  das  Integral  des  Differentials  genannt. 

Fär  einzelne  einfache  Differentialien  kann  das  Integral  leicht  an- 
gegeben werden.     So  ist  z.  B. 

Differential.  Integral. 

dx,  x; 

2  X  d  X,       ......  x^ ; 

dx 

,  logx; 

X 

cosxdx, sinx; 

_d£ 

1  +  x' 

wie  man  sich  durch  Differentiation  des  Integrals  überzeugen  kann. 
Um   die   Integration   durch  ein  Zeichen  anzudeuten,  schreibt  man 

vor  das  Differential,  das  zu  integrieren  ist,  den  Buchstaben    i.     Dieses 

Zeichen  hat  für  die  Integralrechnung  dieselbe  Bedeutung,  wie  der  Buch- 
stabe d  für  die  Differentialrechnung.     Man  schreibt  hiernach 

1  2  x  d  X  =  x^,  I  cos  X  d  x  =  sin  x. 

▲  ntenheimer,  Elementarbach.  5 


21 Arctangx; 
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Wird  die  iategratioQ  auf  beiden  Seiten  der  GleicbuDg 

(1)  dy  =  f(x)dx 

aasgeföfart,  so  f^ilit  links  das  DifTereDtisIzeicbeD  weg  und  man  erhSlt 

(2)  y=Jf(x}dx^Jf{x)dx. 

Statt  der  Gleichang  (2)  kena  man  auch  aligemeiner  schreiben 

■        (3)  y=JfWdx  +  C. 

noriu  die  Grösse  C  eioe  Koostante  bezeichnet.  Dcdd  wird  diese  Glei- 
chang (3)  differentiiert,  so  erhfilt  man  die  obige  DifferentialgleichaDg  (l), 
indem  das  Differential  von  C  =  0  wird.  Nun  ist  Gleichang  (3)  allge- 
meiner als  (2);  daher  wird  iDao  dem  aas  der  lotegratioD  unmittelbar 
hervorgegangenen  Werte  eine  Konataate  C  anhäogen. 

Die  Bedeutung  dieser   Eonstaaten   ergibt  sich 

^'e-  25.  jyp^i,   folgende   Betrachtung.      Gleichung   (2)   stellt 

eine   Kurve  dar,   deren  Abscisse   %   (Fig.   25)   und 

deren   Ordinate  y   ist;   während   Gleichung  (1)   die 

Neignng  dieser  Kurve  zur  Absoissenachse  angibt  and 

zwar  imittels   des   Verhältnisses  -j-^  =  f  (x).       Nun 

sind  aber  aoendlich  viele  Kurven  denkbar,  welche 
für  dieselbe  Abscisse  in  a,  b,  c  .  .  gleiche  Neigung 
zur  Abscissenachse  haben.  In  den  Auwendungen  kann  im  allgemeinen 
nur  eine  dieser  Kurven  der  Aufgabe  entsprechen  und  zwar  jene, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht.  In  Gleichung  (3)  ist  onn 
die  Konstante  0  uichts  anderes  als  eine  Ordinate,  welche  einen  Punkt 
wie  a,  b,  .  .  feststellt,  durch  welche  die  Kurve  gehen  soll.  Dieser  Be- 
dingung wegen  fügt  man  dem  aus  der  Integration  unmittelbar  hervor- 
gegangenen Werte  immer  eine  Konstante  0  bei.  Ihre  Anwendung  zeigen 
die  folgenden  Aufgaben  aus  der  Geometrie,  Physik,  Mechanik  etc. 

x»  +  ' 
1&.  ItteETallM  <l«  tlffereiiiala  i"ili.     Wird  die  Funktion  ■■-  ;  - 

n  +  1 
differentiiert,  so  findet  man  x°dx.  Folglich  erhält  man  dorch  die 
umgekehrte  Operation 

Somit  wird  das  Integral  der  Formel  x''dx  erhalten,  wenn  man 
dx  zn  %  macht  und  die  entstandene  Potenz  x'"**'  durch  den  neuen 
Exponenten  dividiert. 

Diese  Regel  ist  gültig  für  jeden  Wert  von  n.  Allein  sie  führt  in 
dem  speziellen  Fall,  wo  n  —  —  1  wird,  za  dem  anbraacbbaren  Ausdruck 
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dx 
Nun   ist    aber   x""  ^  = und  somit  das  Integral 

dx 


/--  = '"« ^  +  ^- 


Enthält  das  Differential  einen  konstanten  Faktor  a,  so  kann  man 
schreiben 

ax"dx  =  a|x"dx  =  a— -7- h  C. 

Denn  diese  drei  Ausdrücke  liefern,  wenn  sie  differentiiert  werden, 
ein  und  dasselbe  Differential.  Somit  geht  der  konstante  Faktor  unver- 
ändert aus  dem  Differential  in  das  Integral  über,  und  es  kann  ein 
solcher  Faktor  vor  oder  hinter  das  Integral -Zeichen  gesetzt  werden. 
Nach  diesen  Regeln  erhält  man  z.  B. 

fadx  =  ax  +  C,  r2xMx  =  i^  x*  +  C, 

-2dx  =  -— +  G, 

X 


Tdx         r  —  ~  2       1 


76.  Ltgarithinisehe  und  exp«nentieile  Integrale.     Durch  Umkehrung 
der  Differentiation  folgt  uumllteibar 

S^h  =  •*'«(''  +  ''^  +  ^'     /ä'i^  =  -  '"^^^  - ")  +  ^' 

Alle  gebrochenen  Differentiale,   deren   Zähler  das  Differential  des 
Nenners  Ist,  fuhren  durch  die  Integration  auf  Logarithmen,     so  ist 

P  2xdx  .  2   I     2\   I   n       rcosxdx       ,       .        .  ■ 

dx 
Um  — T-7 —  zu  Integrieren,  multipliziere  man  Zähler  und  Nenner 
a  +  bx 

mit  b,  dem  Faktor  von  x  und  schreibe  dann  d(bx)  statt  bdx,  so  folgt 

f    ^^    =  JL  fd(bx)  _  JLi    (,  +  bj)  +  c. 

J  a  +  bx        b  Ja  +  bx        b     *''   ^      ^^ 


5« 
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Die  GleicbuDgen  (2)  und  (1),  §  17,  geben  anmittelbar 
/e^dx  =  e^  +  0,  /a''dx=,;^-  +  C, 

e'^^2dx  =  e2*+  C;      J  a^(*>dy  (x)  =  ^ h  C 

Nach  dieser  Regel  kann  jedes  exponentielle  Differential  integriert 
werden,  wenn  die  Exponentialgrösse  mit  dem  Differential  des  Exponen- 
ten maltipliziert  ist.  Um  z.  B.  a^^dx  integrieren  za  können,  multi- 
pliziere und  dividiere  man  mit  n  and  schreibe  d  (nx)  statt  ndx,  so  folgt 

/a-dx  =  AJa"M(nx)  =  _^^;i-  +  C. 

77.  Trig«H«netrisehe  Integrale.  Darcb  Umkehrong  der  Difl'eren- 
tiation  folgt 

cos  X  d  X  =  sin  X  +  C,         1  sin  x  d  x    =  —  cos  x  +  C, 

/sinxdx  ,    ^  f*co8xdx  ,    ^ 
s —  =  sec  x  +  C,          — r-9 —  =  —  cosec  x  +  C. 
cos^x                                 J     sm^x 

Dm  das  Integral  von  sin2xdx  herzustellen,  ist  es  nötig,  dass 
sowohl   in  8in2x  als  in  dx  derselbe  Bogen   vorkomme.     Nan  ist  aber 

(J  X  =  4^  d  (2x) ;  somit  hat  man 

j  sin  2  X  d x  =  —  M^°  ^  ^  ^  (2 ^)  =  —  «r  cos  2x  +  C. 
Ganz  ebenso  ergibt  sich 

j  cos4ydy  =  --    rcos49)d(4y)=  sin4y  +  C, 

I  sin  a  x  d  X  =    -  1  sin  a  x  d  (a  x)  =  —       cos  a  x  +  C. 

78.  KreisfuMktUnen.     Die  Differentiale  der  §  23  und  24  geben 

(1) 


/..^         -  =  Are  sin  x  +  C ;         ..^  -:  =  Are  cos  x  +  C, 

(2)    J  -^[-:p^  =  Arctangx  +  C;   J  ^qj^  =  Are cotg x  +  C, 

fdx 
Y7=—  =  Are  sin  vers  x  +  C, 
K  2x  —  x^ 

(4)  -,         ■=-  =  Are  sec  x  +  0. 
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dx 
I.  Um  den  Ausdruck  (     ^        r^^:-  auf  die  erste  dieser  GieichuDgen 

K  a^  —  x^ 


/■ 


zurückzufahren,  schreibe  man 


Fa'^-x» 


l/'-(0 


und  betrachte  hierin  nicht  x,  sondern  -     als  Sinus,  so  wird  sein 

a 


dx  .        .     X 

_ =  Are  sin  — 

Ka^-x«  a 

IL  Ganz  ebenso  findet  man  nach  (2) 


(5)      1  -Y7^---=r  =  Are  sin  ^  +  C. 


f        dx  l    C    '^Vaj  1    .     .       bx   ,    _ 


xd  X 

III.  Um  -z — r—r    zu    integrieren,    setze    man   x^  =  z,    so   wird 

1  +  X* 

2  X  d  X  =  d  z ;  folglich 

J -j-^:^  =  - J  - ~p-,- =  y Are  taog z  =  ^  Are  tang  X*  +  C. 

IV.  Setzt  man  in   Gleichung  (5)  statt  x   die   Grösse  b  +  y»   also 
d  X  =  d  y,  x^  =  b*  +  2  b  y  +  y^  so  folgt 


Ji 


dy  =Are8inA±I-  +  c. 


B 

Schreibt  man  hierin  a^  —  b^  =  A,  —  2  b  =  B,  also  b  = und 


2 


,      a'*  = T ,  so  wird 

(7)  J-,-/^==^  -.-  =  Are  sin  ,4^^  +  C. 


K  A  +  B  y  -^  y  2  VTÄT+T^ 

Für  A  =  0  geht  diese  Gleichung  über  in 

dy  .       .     2y-B 

,  ^         — -  =  Are  sin  — ~r — 
KBy  -  y*  B 


(8)  r,  r^~r  =  Are  sin  '''^  „  "  +  C. 
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79.  IntegratiM  einer  SvMHe  ?•«  Bifrerentlalien.     Es  ist 

J[f(x)dx  +  <p(x)dx+..]=/Ux)dx+Jy(x)dx4-.. 

Denn  differentiiert  man  auf  beiden  Seiten,  so  erhält  man  gleiche  Werte. 
Folglich  wird  eine  Summe  von  Differentialien  integriert,  indem  man 
jedes  Glied  integriert  and  die  erhaltenen  Integrale  addiert.     So  ist 

J(a  +  bx  +  cx«)dx  =  ax  +  ^  +  ^  +  C, 

3 


J(a«-x»)dx  =  a»x-  y  +C, 


5  «  4 


f(xV~x  +  aKx)dx  =  -|-x»  +^x'  +  C. 

J  5  4 

Da  nach  §  73  sin^x  =  ^  (1  —  cos  2x)  and  cos^x  =  ^  (1  +  cos  2  x),   so 
hat  man 

j  sin^xdx  =  "5"  1  U  —  cos2x)dx  =  — x  — —  sin2x  +  C, 

jcos^xdx  =  —  I  (1  +  cos2x)dx  =    -  x  +  — 8in2x  +  C. 
Es  ist  (a  —  x)^dx  =  (a*  —  2ax  +  x^) dx;  folglich  darch  Integration 
r(a-x)2dx  =  a2x-ax2+  ^  +  C. 

um  das  Prodakt  (a  +  x)(b  — x)dx  za  integrieren,  führe  man  die 
Maltiplikation  aas.     Man  erhält 

(a  +  x)(b  -  x)  dx  =  [ab  +  (b  -  a)  X  -  x»]  dx. 

Folglich  indem  man  integriert 

/i  2  3 

J  (a  +  x)  (b  -  x)  d  X  =  a  b  X  +  (b  -  a)  -|-  -  -|-  +  C. 

8#.   Integrati«!!  nach  ?«rau8gegangeiier  Mffereitiatien. 

I.  Man  differentiiere  j^a*  +  x^  und  j^a^  —  x^,  so  kommt 


Ka«  +  X*  Ka»  -  X« 

Mithin  erhält  man,  wenn  die  Gleichnogen  integriert  werden 

1  +  x 

II.  Man  diflPerentiiere  die  Grösse  log- ,  so  wird 

1  —  x 

1  +  x  dx 

dlogj— ^  =  2^—^,-; 
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und  iDdem  man  mit  2  dividiert  und  integriert 

III.  Man   diflPerentiiere  log (x  +  Ka*  +  x^),  so  folgt 

1        xdx 

dx  + 


dlog(x  +  y"a^  +  x2)  = 


Ka2  +  x"2  dx 


X  +  Ka^  +  x2  Ka^  +  x^ 

Mithin  darch  Umkehrung  der  Operation 

(3)  f-i74W  =  ^"«(^  +  FltH^  +  C. 

J    Ka^  +  x* 

IV.  Man  di£Perentiiere  x°~*Kbx  — x^  so  folgt 

d(x»-iKb7^^^)  =  (n -♦  l)x"--^Kbx~=^x2dx +  — "t>^-^^ 
Bringt  man  rechts  auf  gleiche  Benennung  und  ordnet,  so  folgt 


^/n     1  1/-C- — *ö-N       (2n  — l)b      x"-^dx  nx"dx 


2  Kbx-x^        Kbx-x 


2 


Man  dividiere  mit  n,  versetze  die  Glieder  und  integriere,  so  kommt 

Für  n  =  1  erhält  man  hieraus 

dx 


X* 


X  —  X^ 


Somit  unter  Benutzung  von  Gleichung  (8),  §  78, 

V^x  —  a       1  d  X 


V.  Es  ist         dArctang 


Kb  -  X        2  yx  -  a  Kb 
daher  auch  I  :rj: —     ^!^^ =  2  Are  tang  \^  ^  +  C. 


d  X  r  X  ~~"  a 


VI.  Man  erhält  ferner  durch  Differentiation  von  sin^x  und  co8"x: 
d  8in"x  =  n  8in"~^x  cos  xdx,     d  cos"x  =  —  n  C08"""4  sin  x  d  x ; 
daher,  wenn  man  mit  n  dividiert  und  integriert 

(6)  j  sin"""*x  cos  X  d  X  =  —  sin^^x  +  0, 

(7)  j  cos°-^x  sin  xd  X  = cos°x  +  C. 


—      72      — 
Für  D  =  2, 3  erhält  man  hieraus 

|8iDxcosxdx=    -8in*x  +  C;        sinxcosxdx  =  -— —  cos^x  +  C. 

I sin^x cos xd X  =    -  sin'x  +  0;      j co8*x sio  xd x  =  —  —  cos'x  +  C. 

Die  Gleichangen  (6)  und  (7)  gelten   auch,   wenn  n   negativ  wird. 
Für  n  =^  —  1  erhält  mau  z.  B. 

/cosxdx  1  r»8inxdx  1       ,   ^ 

sm'x  sinx  J     cos'^x  cosx 

VII.  Man  di£Perentiiere  sin^xcosx  und  cos^xsinx,  so  kommt 

d  sin^x  cos  X  =  —  sin"  "♦"  4  d  x  +  n  8in°"^x  cos^x  d  x, 
dco8°xsinx=       cos""*"^xdx  —  nco8°~^xsin^xdx. 

Man  setze  in  den  letzten  Gliedern  cos^x  =  1  —  sin^x  und  sin^x  = 
1  —  cos^x,  so  folgt 

d  8in°x  cos  X  =  —  (1  +  n)  sin""""  ^x  d  x  +  n  8in°~4dx, 
d  cos"x  sin  X  =       ( 1  +  n)  cos"  +  *  x  d  x  —  n  cos"~^x  d  x. 

Mithin   durch  Versetzung  der  Glieder,    Division  mit  1  -f  n   und    durch 
Integration 

(8)  sin"  +  *xd  X  =  —  -— r —  sin"x  cos  x  +  -— ; —  1  sin"~^x  d  x  +  C, 
J  1  +  n  1  +  n  J 

(9)  co8"  +  4d  X  =      —- —  co8"x  sin  x  +  z—, —    cos"""^x  d  x  +  C. 
J  1  +  n  1  +  n  J 

Für  n  =  1,2, 3  erhält  man 

P  1  1 

I  sin^x  d  x  =  —       sin  x  cos  x  +  17  X  +  C, 


(10 


(11 


(12 


(13 


(14 


(15 


J»  1  1 

co8^xdx=        —  sinx  cosx  + -^x  +  C, 

P  1  2 

Isin^xdx  ==  —  — -sin  ^x  cosx  —      cosx  +  C, 


r*  1  2 

I  cos^x  d  X  =       —  cos^x  sin  X  +  ^  siö  x  +  C, 

I  sin*x d  X  =  —   .  sin^x  cos  x  +  ^  (  —  ^  sin  x  cos  x  +  o  x  ]  +  C, 

cos*x  d  X  =       cos^x  sin  X  +    -  f  -  sin  X  cos  x  +  ^  x  )  +  C. 

Führt   man   in  (8)  und  (9)  —  n   statt  +  n  ein    und   versetzt   die 
Glieder,  so  erhält  man 
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pdx       __        Icosx.n— ir»dx 
J  sin^+^x  n   8in"x  d     J  8in"~^x  ' 

/dx      _         Isinxn  —  ir»     dx 
cos"  ■+•  *x  n  cos"x  n     J  cos^^^x  * 

Für  n  =  1  geben  diese  beiden  Formeln 

VIII.  Wendet  man  dieses  Verfahren  auf  x"logx  an,  so  kommt 
zaoächst 

d  x"  log  X  =  n  x°~^  d  x  log  x  +  x"~^  d  x, 

sodann  durch  Division  mit  n  und  Integration 

J>                            x"                 x" 
x"~^  log  x  d  X  =  —  log  X 2^  +  C. 

IX.  Ebenso  gibt  dasselbe  Verfahren  mit  Zugrundelegung  von  x"  a^ : 

d  x"  a""  =  n  x"~^  a^  d  x  +  x"  a''  log  a  d  x, 

fx" a^  dx  =  ^ r^^  fx""^ a'' dx. 

J  log  a         log  a  J 

Nach  dieser  Methode  können  offenbar  unzählige  Integrale  abge- 
leitet werden,  ohne  dass  irgend  welche  neue  Lehren  der  Integralrech- 
nung in  Anwendung  kommen. 

81.  IntegratUn  durch  Eluffthrung  eiuer  neuen  Teränderlichen  Orösse. 

I.  Es  sei  zu  integrieren  dxKa  +  bx.  Man  setze  a-fbx  =  z, 
so  ist 

dx  =  — T— ;        dxV^a  +  bx=— z^dz, 
b  b 

Jd  xKr+b^  =  i/^^^^  ^  3T'^  +  ^' 
oder  wenn  z  wieder  ersetzt  wird 

JdxKa'+bx  = -^(a  +  bxr  +  C. 

II.  Es  sei  zu  integrieren 


K(x  -  a)»  * 
Man  setze  x  —  a  =  z,  so  wird  dx  =  dz,  x  =  z  +  a  und 

=  faz     '^+z      ^Jdz. 


r  KÖT^a) 


xdx             z  +  a , 
= s—dz 


z' 
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Mithin 


j  _1  i 

^    ^^    =-2az     «+2ZÜ4-C, 


jK(x-a)»         V  Kx-a/ 

III.  Zn  integrieren dx. 

.  .    dx        ,  ,    iogx    ,  , 

Man  setze  logx^E,   so  ist ==  dz   und  — ^ — dx  =  zdz, 

°  X  X 

/i5l«dx  =  |- (!<.,,)' +C. 

sin  X  d  X 

IV.  Es  sei  das  Integral  von  « —  zu  bestimmen. 

cos^x 

Man  setze  cosx  —  z,  so  ist  sinxdx  ==  —  dz,  also 

sinxdx   _        dz 
cos*x  z^  ' 

Psinxdx  r*     j  1  1     I   /i 

2"-    =—     z-^dz  = f-C, 

J     cos'x  J  z 

/sinxdx            1 
s =  — V  O. 
cos'^x           cos  X 

V.  Für  1  4-  log  X  =  z  wird 

J-älViTl^^x  =  jKzdz  =  |z'  =  |(V"r+i^)^  +  c. 

VI.  Um  nach  diesem  Verfahren  f  (x)dx  za  integrieren,  nehme  man 

X  als  Funktion  von  z,  also       x  =  y  (z),  dx  =  y^(z)dz, 

so  erhält  man 

f(x)dx  =  f[ff(z)].ynz)dz. 
Allein  die  rechte  Seite  kann  hier  =F(z)dz  gesetzt  werden;  daher  ist 


rf(x)dx=  rF(z)dz, 


82.  Pas  teilweise  Integrierei.     Es  seien  n  und  v  Funktionen  der- 
selben veränderlichen  Grösse,  so  erhält  man  durch  Differentiation 

d  (uv)  =  udv  +  vdu 
und  hieraus  durch  Versetzung  der  Glieder  und  durch  Integration 


(1)  1  udv  =  UV  —  j  vdu. 


j 
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Durch  diese  Gleichung  gelingt  es  öfters,  das  Integral   ludvin  die 

beiden  Teile  uv  und      vdu  in  der  Weise  zu  zerlegen,  dass  diese  Teile 

nach  bekannten  Fornoeln  hergestellt  werden  können.     Die  nächstfolgen- 
den Beispiele  zeigen  die  Anwendung  dieser  Gleichung. 

I.  Zu  integrieren  logxdx.     Man  setze 

log  X  =  u,         d  X  =  d  V, 

so  folgt  unter  Anwendung  der  Gleichung  (1) 


/' 


log  X  d  X  =  X  log  X  —  X  +  C. 

II.  Zu  integrieren  cosxsinxdx.     Man  zerlege  wie  folgt 

sinx  =  u;         cosxdx  =  dv, 
so  folgt  zunächst  du  =  cosxdx;  v  =  sinx;  folglich 


1  cos  X  sin  X  d  X  =  sin^x  —  1  cos  x  sin  x  d  x. 


Daher  durch  Zusammenziehen  der  Glieder 


/ 


cos  X  sin  x  d  X  =  ^  sin^x  +  C. 


X»  +  ^  d  X 
III.  um  das  Differential    ..  ^=r-  zu  integrieren,  setze  man 

K  a^  —  x^ 

xdx 
u  =  x",         d  V  = 


V"a"  —  X' 


;2  -  x2 

so   erhält   man   unter   Anwendung  der   Gleichung  (1)    rechts    in  §  80: 


v=  — V^a^  —  x^;  mithin  wird 


u  V  =  —  x"  Ka^  —  x^,         vdu==— ux°~^  K»^  —  x^  d  x. 

Allein   die  letzte  Gleichung  gibt,   indem    man  Zähler  und  Nenner   des 
zweiten    Teiles    mit    K^a^  —  x^  multipliziert 

-      na^x^-Mx    ,     nx»  +  idx 

V  d  u  = ,  r z=z-  +    ^.  —  - . 

Ka^-x^  Fa^-x^ 

Setzt  man  diese  Werte  von  uv  und  vdu  in  (1),  so  folgt 

Zieht   man   die  beiden  gleichartigen  Glieder  zusammen  und  divi- 
diert mit  n  +  1>  so  kommt 


(2)  ,^  = r-  K  a^  —  x^  -^ —-    -  - 


2 
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Ganz  ebenso  findet  man 

jKa»  +  x«      n  +  l'       ^-         D  +  1 J  l^'^a«  +  X« 
PQr  D  =  1  ergibt  sich  ans  diesen  beiden  Gleichungen 

r  -.'l' ^  '^  =  _  L  Fa«  -  X*  4-  *"-  r  -  ^- 

JKa^-x«  2»^"        •      f^   2  J  J^är^F«' 

f    x*d^x     _  X  1^  jy    5_  a*   f      dx 

J  Fa^  +  X«  ~  2  "^  *   "^  ^         2  J  Ka«  +  x"«- 

Wenn  man  die  zweiten  Teile  nach  den  Gleichungen  (5),  §  78, 
und  (3),  §  80,  integriert,  so  entsteht 

(^)  Jm"  X» = -2  ^^' + '^  -  2-  •"«  ('^ + ^*"+^'^ + ^'- 

Die  vorstehende  Gleichung  (2)  kann  benutzt  werden,  um  das 
Differential  x"""  ^dxV^a^  —  x^  zu  integrieren.  Man  multipliziere  und 
dividiere  dieses  Differential  mit  l^a^  —  x^,  so  erhält  man 


,-...i/«._.2^  aL'^r'<iA_  ^^lllA^ 


X"  ~ '  d  X  y^"  —  x"  ~ 


Ka2-x2        Ka--x 


,2 


Man  integriere,  führe  den  Wert  des  letzten  Gliedes  aus  Gleichung  (2) 
ein  und  ziehe  zwei  gleichartige  Glieder  zusammen,  so  ergibt  sich 

V       .,  .*       .  ^       *dx 

(6)        ' ■'    "         »  .       "       .  " 


fx"-»  dxTa«  -- X«  =  ,  V    Ka*"  -  x*+  -^-  (S^ 
J  1  +  D  '  1  +  » j  Ka"  - 


X« 


Ganz  ebenso  findet  man  mittels  (3)  die  Gleichung 

rx""'*dx 

/  fy\  1..  i«i/ni  o  -»•  i/Oi  Ol  ••  lA  VIA 


fx-  >  d  X  K  a«"+  x-^  =  -^"     r  a*"  +  X*  +  -^  ßLJij^ 
j  1  +  D  l+nJKa'»  +  x' 


Für  n  —  1,  2  ergeben  beide  Gleich  angen 

(8)  fd  X  ya*"-  x«  =  ^  V'a«  -  x«  +  *„  Are  sin  --  +  C. 
</  2  2  a 

(9)  Jd X y"aii  +  X«  =  I  Ka^ +'x«  +  y  log (x  +  Vl^'+T^)  +  C, 

fxd  X  Fi^"  -"x^  =  Y  Vl''~-^'  +   3-  fv 


^a«  — X« 


Allein  die  letzten  Teile  dieser  zwei  Gleichungen  können  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (1),  §  80,  integriert  werden,  wodurch  man  erhält 
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^  3 

-  ^ 

(11)  JxdxV^+  ^''  =  -3-(a'  +  x'r  +  C. 

Für  n  =  3  erhält  man  aus  (7) 

Fährt  man  den  Wert  des  letzten  Integrals  aus  (5)  hier  ein,  so  kommt 

(12)  rx«dxKs^+x'*  = 


^  Ka*  +  x^  +  -^  [|-  Ka*  +  X*  -  \-  log  (x  +  "Ka*  +  x*)' 


+  C. 


83.   litegratUi  inti  Reihei.     Es  sei 

(1)  f(x)  =  Ao+Aix  +  A2X«4  Asx»  +  .. 

eine  konvergente  Reihe.  Multipliziert  man  mit  dx,  und  integriert  auf 
beiden  Seiten,  so  folgt 

(2)  J>(x)dx  =  Ao  x  +  4/  X*  +-^'-x»+  ^'  X*  +  ..  +  C. 

Da  nan  die  Reihe  (1)  der  Differentialqaotieot  ist  von  (2),  so  mass 
nach  §  59  die  Reihe  (2)  für  dieselben  Werte  der  Variabein  x  konver- 
gent sein,  fär  welche  auch  (1)  konvergent  ist. 

I.    Durch  Division  von  1  durch  1  +  x  findet  man 

(3)  -^=l-x  +  x2-x3  +  x*-.. 

1  +  x 

Diese  Reihe  ist  konvergent  für  Werte  von  x  zwischen  —  1  und  +  1. 
Man  multipliziere  mit  dx  und  integriere,  so  kommt 

(4)  iog(i+x)  =  x--'^-  +  -^-*-^*-  +  .. 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =  0 ,  weil  für  x  =  0  beide  Seiten 
der  Gleichung  verschwinden.  Die  erhaltene  Reihe  ist  die  in  §  63  ab- 
geleitete logarithmische  Reihe. 

IL  Für  den  Sinus  von  x  hat  man  die  Reihe 

welche  für  jeden  Wert  von  x  konvergent  ist.  Multipliziert  man  mit 
dx  und  integriert,  so  erhält  man 

x^  X*  -« 


♦ 


'^"  =  T"-2-:3:ir  +  2-3.4.5-6~-+^- 


Fflr  X  =  0  wird  —  1  =  C.     Fährt   man  diesen  Wert  von   C    ein 
ind  multipliziert  mit  —  1,  so  erfaSlt  man  die  bekannte  CoKiniisreihe 

co8x  =  l-  „  +--^^ir-.    -■•■ 


11.    BeBtimmte  Integrale. 

94,  Begrif  mmi  leMlcbMiig.  Es  sei  die  DifFerentialgleichung 
dy'=f(K)dx  gegeben,  so  folgt  nach  §  74  durch  lotegratioQ 

(1)  y=Jf(x)dx  +  C, 

oder  indem  man    lr(][)dx  durch  F(x)  bezeichnet 

(2)  y  =  F{x)  +  C. 

Der  Aasdrock  rechts  in  (1)  und  (2)  wird  das  anbestimmte  Inte- 
gral fOQ  f(x)dx  genannt,  weil  der  Wert  von  C  noch  willkörtich  ist. 

Man  nehme  uun  an,  es  gehe  y  in  y.  über,  wcud  \  zd  a  wird 
(Fig.  26),  so  erhält  man  ans  (2) 

Fig.  2(i.  (3)  y.  =  P(8)  +  C. 

Zieht  man  (3)  ab  von  (2),  so  folgt 
(4)         v-y.-FW-F(,). 
Diese    Differenz,    in     welcher   a    bestimmt 
und  X  als  verStiderlicli  gedacht  wird,  heisst  das 
partikuläre  Integral  von  f(x)dx. 

Man  lasse  x  übergehen  in  b,  dadurch  werde 
y  zu   Vb;    so  gibt  hierfür  Gleicbang  (4) 
(5)  yh-y.  =  F(b)-F(a). 

Hierin  denkt  man  sich  a  und  b  als  bestimmte  Grenzwerte,  zwi- 
schen welchen  die  Variable  x  Hegen  soll.  Also  liegt  auch  das  Integral 
von  f(s)dx  zwischen  F(b)  und  F(a).  ludern  nun  x  übergeht  von  a 
in  b,  ändert  sich  das  Integral  um  die  Differenz  F(b)  — F{a).  Man 
sagt  alsdann,  es  sei  das  Differential  f(x)dx  integriert  worden  von 
X  =  a  bis  X  —  b  oder  auch,  es  sei  das  Integral  von  a  bis  b  genommen 
worden.     Um  den  Vorgang  anzudeuten,  schreibt  man  nach  Fonrier 


(6)  J\(x)dx^ 


F(b)-F(a). 


Dabei   nennt  man  a  die  antere,  b  die  obere  Grenze  von   x   und   den 
ganzen  Wert  rechts  in  (6)  das  bestimmte  Integral  von  f(s)dx. 

Setzt  man  daher  in  das  anbestimmte  Integral  zuerst  die  obere,  so- 
dann die  untere  Grenze  der  Variabein  nnd  zieht  das  letztere  Resultat 
vom  erstem  ab,  so  erh&lt  man  das  bestimmte  Integral  für  diese  Grenzen, 


—      79      — 

Der  Uebergaog  vod  F(a)  in  F(b)  muss  im  Sinoe  von  §  4  stetig 
erfolgen.  Das  geschieht  in  unendlich  kleinen,  aufeinander  folgenden 
Intervallen,  so  dass  von  Intervall  zu  Intervall  das  Integral  (die  Ordi- 
nate der  Kurve  in  Fig.  26)  um  unendlich  kleine  Werte  sich  ändert. 
Die  endliche  Differenz  F(b)  — F(a)  kann  daher  als  Summe  aus  diesen 
unendlich  kleinen  Werten   angesehen  werden.     Daher  kommt  es,  dass 

nach  Leibnitz  vor  das  Differential  der  Anfangsbuchstabe    I  des  Wor- 
tes Summe  geschrieben  wird. 

85.  Aeideruig  der  lategratUttsgreiiien.  Dehnt  man  die  Variable  x 
von  a  bis  c  aus,  wo  c  >  b  >  a  vorausgesetzt  wird  (Fig.  26),  so  folgt 


(1)  £f(x)dx  =  F(c)-F(a). 


Daher 


(2)  rf(x)dx=  r  f(x)dx+  rf(x)dx, 

d.  h.  um  ein  bestimmtes  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  bis 
1^  =  c  zu  erhalten,  kann  man  integrieren  von  x  =  a  bis  x  =  b  und  so- 
dann von  X  =  b  bis  x  =  c  und  die  Resultate  addieren. 

Vertauscht  man  die  Integrationsgrenzeu  in  (1),  so  folgt 


£ 


f(x)dx=:F(a)~  F^c). 

»/  c 

Daher  muss  sein 

(3)  rf(x)dx=  -  rf(x)dx, 

«y  a  t/  c 

d.  h.  wenn  man  die  obere  und  untere  Grenze  der  Variabein  verwechselt, 
80  ändert  das  Integral  sein  Vorzeichen. 

M.  Attswerting  bestiMmier  Integrale. 

I.  Das  unbestimmte  Integral  von  x^dx  ist 

3 


/ 


X2dx  =  ^  +  C. 


Es  soll  daraus  das  bestimmte  Integral  abgeleitet  werden  für  x  =  b 
and  x  =  a. 

b^ 
Für  die  obere  Grenze  b  ist  das  Integral  =  ---  +  C, 

für  die  untere  Grenze  a  dagegen   .     .     .  =  -—  +  C ; 
folglich  durch  Subtraktion  dieser  beiden  Resultate 


X 


xMx  =  4-(b'-a3). 


3 
Für  a  =  0  geht  diese  Gleichung  über  in 


/, 


b  1 

x2dx=-^b^ 

0  o 


80 


.    Wird  a  negativ,  so  erhalt  man 


c 


\^dx=^{h^  +  ^% 


3 

II.  Aas  dem  anbestimmten  Integral 

dx 


/. 


log(a  +  x)  +  C 


a  +  X 

erhält  man  fär  die  Grenzen  x  and  0: 

Wert  des  Integrals  für  x  als  Grenze  =  log  (a  +  x)  +  C, 
Wert  des  Integrals  für  x  =  0      .     .   =  log  a  +  C. 

Daher  durch  Subtraktion  des  letztern  Wertes 

a  +  X 


P*    dx 

-  -—  =  log(a  +  x)  —  loga  =  log 
t/  0  a  -+-  X 


0  a  -f  X  a 

Wird  hierin  a  als  obere  Grenze  eingeführt,  so  kommt 

'*    dx 


r 

J  0 


0  a  +  x 
III.  Es  ist      sin  X  d  X  =  cos  X  +  G. 


=  log  2  a  —  log  a  =  log  2. 


7t 

Fär    X  =        als  obere  Grenze  wird  das  Integral  =  0  +  C, 

für    X  =  0  als  untere  Grenze =  1  +  C; 

daher 

■  ■  '       %  n 

2 


X 


sinxdx  =  —  1. 

0 


IV.  Nach  §  82,  Gleichung  (4)  ist 


J- 


,.dx  ''Kä*--x^  +  ^jArc8ia''+C. 


2l_v2  2  '2  a 


a''  —  x 


Man  nehme  als  obere  Grenze  x  =  a  und  als  untere  x  =  0,  so  wird  der 

Bruch —  rechts  in  Are  sin:  für  die  obere  Grenze  =  1,  für  die  untere 
a 

TT 

=  0.     Allein  der  Bogen,  dessen  Sinus  =  1,  ist  = -^    und  der  Bogen, 

dessen  Sinns  =  0,  ist  selbst  =  0.     Daher  wird 

a       Tt 
das  Integral  für  die  obere  Grenze  =  -^'  ö  +^' 

und  für  die  untere  Grenze  .     .     .  =  0  +  C, 
somit 

'*       x^dx  1 


i 


0  Y^^=^^ 


=  ---  a^  TT. 


[ 
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und 


X 


V.  Nach  §  80,  V.  ist 

=  Are  tang  -  +  C. 


Daher 

dx 


X 


=  TT. 


V  x-aKb-x 
VI.  Nach  §  62,  Gleichnng  (4),  hat  man  folgende  Reihe 

ax_  I    ■     ax         a^x^  a^x^  a^x^ 

^     ""^"^    1     "^1.2^1.2.3'^1.2.3.4"^* 

dx 
Es   werde   mit  maltipliziert  und  integriert,  so  komoQt 

r*e**dx  a^  x^  a^x^ 


Daher  das  bestimmte  Integral  für  die  Grenzen  xi  and  xo: 
►*»  e»*dx       ,     /xi  N   .      ,  .   .         a* 

Vn.  Weitere  Beispiele  znr  Uebang. 


ri^_,^(i)+.(.._„)+_!l_(«._„.)+... 


r3xdx=125;  f  V^dx  =  2,797..; 

0  i  +  x«  ""T'  Jo  T 


TT 

Y' 


00         dx        __   TT 


;r 


I     sm*xdx  =  -p;  I      cos'xdx  =  ---; 

Jo  4  '  Jo  3  ' 

I    dxVa^  —  X*  =  —  a^TT;  (    Ka^  — -x^xdx  =-;7-a*; 

«/o  4  «/ 0  o 

f  (a  +  bx)dx  =  a  +  yb;  f  e'^dx  =  1,71828  .. 

J»oo       ,  r*oo  1 

e-~*dx=l;  I      e"**dx  =  — ; 

0  Jo  a 


7t 


Jsiii4xdx  =  0;  i     cos4xdx  =  0. 

0  Jq 
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III.    Länge  «b«ner  Knrven. 

87.  iBuIrnek  für  iät  BleMCit  elici  Bageii.  Eh  sei  y  ^  f  (x)  die 
Gleichung  einer  Ror^e  CE  (Fig.  27).  Die  OrdinateD  ED  voä  GB 
dieser  Kurve  schliesaeD  eiaeo  Bogeo  EC=b  eio,  desseo  Differential 
m  bestimmen  ist. 

Die  BogeolIlDge  b  bEuigt  vod  der  Abscisse 


Fig.  27. 


AB  =  x  ab,  ist  also  eine  FunktioD  tod 
Wenn  x  in  x  +  Ax  =  Am  übergebt,  so  wird 
y  in  y  i  Ay  =  mn  nnd  a  zu  s  +  As  =  Ed. 
Man  ziehe  Cd'  parallel  zur  AbBciBsenachse ,  so 
ist  nn'  =  Ay.  Legt  man  noch  eiue  Sehne  durch 
die  Rurveopunkte  C  und  d,  so  ist  die  Lfinge 
I  dieser  Sehne 

K(Ax)-  +  (Ay)'  =  ai  j/l  +(f^)'. 

Allein  das  Bogeustück  Cn  ist   ISnger  als  die  Sehne,  mithin  wird  sein 


Wenn  hierin  Ax  ohne  Aufboren  abnimmt,  so  n&hert  sich  der  Bogen  As 
der  Sehne  als  einer  Grenze  nnd  erreicht  dieeelbe,  wenn  Ax  zn  dx 
wird.     Alsdann  wird  A"  zn  ds  nnd  man  hat 


!/-(©' 


Diese  drei  unendlich  kleinen  Differentiale  dx,  dy,  ds  bilden  ein  recht- 
winkeliges Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ist 


CD 


d.  =  Vd%-  +  dy'-d.|/l  +  (ji)'. 


Wenn  nach  dieser  Vorstellung  die  Grösse  x  nm  dx  zunimmt,  so  nimmt 
anch  der  Bogen  s  nm  ds  zn.  Das  Differential  ds  heisst  Bogen- 
element. 

Wird  die  Gleichung  (1)  integriert,  so  erhält  man 


(2) 


=/-]/'+ (ijy 


als  Anadrnck   für  den  Bogen  BC.     Die  Auafübrung    dieses  Integrals 
heisst  anch  die  Rektifikation  der  Rnrven. 

88.  Cerade  Llaie.     Die  Gleichung  der  geraden  Linie  ist 

dy 
y  =  as  -|-  b,       folglich    -r^  =  a. 
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dy 
Setzt  man  diesen  Wert  von  -r^  in  die  Gleichung  (1),  §  87,  so 

dx 

erhält  man  fär  das  Bogenelement 

d8  =  dxVl  +  a2. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

s  =  y  1+a«  jdx  =  xKl+a2  +  C. 

Mithin  die  Länge  der  Geraden  innerhalb  der  Abscissen  x  und  xo,  diese 
als  Grenzen  des  Integrals  gedacht 

s  =  (x  -  xo)  Vi  +  a2. 

89.     Läage  der  Kreislinie.     Die  Mittelpnnktsgleichung  des  Kreises 
ist  y*  -[-  X*  =  a*.     Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  folgt 


ydx  +  xdx  =  0,         l  +  (-^)    = 


2  a2 


a^  -  x2  ' 


d..d.l/.+(iX) 


riiv_ 


adx 


Ka^  -  x2- 


Wird  diese  Gleichung  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  (5),  §  78, 
integriert,  so  erhält  man 


r     dx 


s  =  a  I  -^rF====-  =  a  Are  sin \-  C, 


Wird  X  zwischen  den  Grenzen  b  und  c  genommen,  so  erhält  man  für 
den  Bogen,  der  über  der  Abscissendifferenz  c  —  b  liegt,  den  Ausdruck 


(^         dx 
s  =  a        ., .  =r-  =  a 


Are  sin Are  sin  — 

a  a 


ferner  für  den  Bogen,  der  über  der  Abscisse  x  liegt 


s  =  a  Are  sin  — 

a 


und  für  den  Viertelkreis 

dx  ...        1 

0  v^:^x 


s  =  a        ^  ^  .       =^  =  a  Are  sm  1  =  ^r-  a  tt. 

Jo 


90.  Bektiiikatitii  der  Parabel.     Aus  der  Gleichung  y^  =  2px  der 
Parabel  folgt  ydy  =  pdx.     Folglich 

Wird  nach  Gleicbang  (9),  §  82,  integriert,  so  kommt 

8  = -1  Jd ,  KFF?  =  ^  [  y  KpM^  +  pMog  (y + KFP?)] + c. 

6» 
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Für  y  =  0  wird  auch  Bogen  8  =  0.  Setzt  man  diese  gleichzeitigen 
Werte  in  diese  Gleichang,'  so  erhält  man 

0  =  Ylogp  +  C. 

Führt  man  diesen  Wert  der  Ronstanten  G  in  die  Formel  fär  s,  so  ist 
die  Länge  des  Parabelbogens  vom  Scheitel  bis  zam  Punkt  x,  y 

._J-KFF?  +  |.o.(i±i^'). 

91.  Rektiakati«B  itt  iweitei  kiUickeM  Parakel.  Die  Gleichung 
dieser  Kurve  ist  y^  =  a*x*.     Hieraus  folgt 

-Q  dx         3      -Q- 

Mithin  das  Bogenelement 

ds  =  dyy'l  +  (0  =  dyj/l  +  ^y. 

Um  dieses  Differential  integrieren  zu  können,  führe  man  eine  neue 
Variable  z  ein,  so  dass 

l+-jj^y  =  z,     also    dy  =  -gp-dz, 

so  erhält  man  für  das  Bogenelement 

4  a*    - 
ds  =  —r— z^  dz 
9 

and  für  den  Bogen,  indem  man  integriert 

s  =  -y-yz^+C  =  -2rC'+-4l^V    +^- 

Nun  sind  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  der  Achsen  x  =  0, 
y  =  0.  Zählt  man  den  Bogen  s  von  diesem  Punkte  an,  so  ist  für  y  =  0 
auch  s  =  0.     Für  diese  Werte  von  y  und  s  wird  die  letzte  Gleichang 

o-^  +  a 

Führt  man  diesen  Wert  der  Konstanten  C  ein,  so  wird  die  Länge  des 
Kurvenbogens  zwischen  den  Ordinaten  0  und  y  sein 

M.  lektifkatUn  der  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 
a*  y*  +  b*  X*  =  a*  b*.  Setzt  man  hierin  x  =  a  sin  y,  so  folgt  y  =  b  cos  y, 
mithin  d  x  =  a  cos  SP  d  SP»  d  y  =  —  b  sin  9^  d  9>.  Folglich  ist  das  Bogen- 
element 

ds  =  Kdx«  +  dy2  =  d  y  Ka'  cos«y  +  b*  sin^y. 


1 
1 


4 
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Nun  ist  aber  cos*^  »  l  --  niu^tp^  folglich 

a«cos«y  +  b«8ln»y  "  a« Tl  --  *     ^  -  -sln^A 

a^      b^ 
SeiEt  man  hierio  -  -  ^-  ~  «^  e^  80  folgt 

Um  lutegrieren  t\x  köonen,  entwickele  man  die  Wnrxolgröiide  nach 
dem  bioomischen  Satze  in  eine  Reihe.    Man  erh&lt 

*  1  1  1 

(l-e«8iu»y)«  -  1    -  ye^slnV-     t  e*sln*y    ^e«sin«y-.. 


Diese  Reihe  ist  konvergent,  da  der  grösste  Wert  von  esin^  «^  1 
ist.    Vermittelst  dieser  Reihe  wird 

(1)  ds  -  ady  (l  -  ie«slD»y  -  •^e^sln^SP  -  . .)• 

Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  können  integriert  werden  nach  der 
Oleichnng  (8),  §  80 

fsln^ydy-.  -  ^  8iu»-»ycosy  +  "      ^  fsin»»  ^ydy. 

Man  erhftlt  für  n  »^  2, 4, 6, . .  und  die  Grensen  x  ^  0  bis  x  >^  x,  also 
fflr  9)  B  0  bis  9^  -^  9) : 

J    sin'ydy-»   -       sin  y  cos  7^  4-       y^ 

sin*ydy  "        ^  »in»ycosy 
0  o 

+  Q-("  ^  sinVcosy-      Minycosyl-  *   y\ 

etc.  etc.  etc. 

Hierfür  wird  nnn  nach  Gleichung  (1)  der  Bogen  s  sein 

f -y-  l  •*(§  y  -   l  sinycosy) 

14.3  a/l'8«6,^     1.8.6  ,   ^      ^      1.6  .  .         ^^      1    ,  -  ^        A 
-  etc.  etc. 


Wird  dieses  lotegral  zwischen  den  Grenzen  s  =  0  nnd  s  —  a,  also 
zwisch  9*  =  0  und  <p  =  -^  genommeD,  so  erhUt  man  den  vierten  Teil 
vom  DmfaDg  n  der  Ellipse.     Folglich  ist 

— [-G-y-i(i^'"y-i(i^-y 

1  /-l  ■  3  •  B  ■  7    A»  -| 

7V2-4.6.8V  "J" 
Betrachtet  man  die  Erde  als  elliptisches  Sph&roid,  so  bezeichnet 

2  a  TT  die   Lftng«   des  Aeqaators  nod  n  die  eines  Meridians.     Nan  bat 

man  fQr  die  Erde 

.._l-fjLV  =  ,-r|!iY-0,006908«. 


\2 
Mithin 

u  =  2a7r-0,9 

d.   h.   es   verhält   sich    der   Aequator    zam    Meridian    annSbernd    wie 
lOCX):  998,3. 

Nach  französischen  Messungen  gehen  10000000  Meter  aaf  einen 
Meridianquadrant;  folglich  wird  sein 

^■0,9982681  =  10000000", 

ond  daher  der  Halbmesser  des  Aeqnators 
a  -  6377224  ". 

93.  lekliakalieii  der  C;kUlde.  Wenn  ein  Kreis  auf  einer  geraden 
Linie  fortrollt,  .so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  des  Kreisumfanges 
während  der  Rotation  eine  Kurve,  welche  Cykloide  genannt  wird. 

Es  sei  CD  (Fig.  28)  der  Rollkreiti,  AB  die  Gerade  oder  Grundlinie 
nnd  C  der  Punkt,  welcher  während  des  Rollentt  die  Cykloide  beschreibt. 
Wenn  der  Ereis  um  den  Bogen  CD,  in  der  Richtung  von  A  nach  B, 
fortrollt,  so  mnss  das  Stück  AD  der  Grundlinie  gleich  dem  Bogen  CD, 
ebenso  die  ganze  Grundlinie  gleich  dem  Umfang  des  Rollkreises  sein. 
Nun  sei  a  =  OC  der 
Fig.  S8  Halbmesser   des   Kreises, 

3  9»  =  Bogen  CD,  also  (f 
der  dem  Zentriwinktl  CO  D 
entsprechende  Bogen  fßr 
den  Halbmesser  e=  1 ;  fer- 
ner sei  X  —  AE  die  Ab- 
scisse  nnd  y  =  CE  die 
Ordinate  des  Kurvenpunk- 
tes C,  so  ist,  wenn  CF 
parallel  zu  A  B  gelegt  wird : 
AE  =  AD-CF,  CE  =  OD-OF,  also 

s  =  8(9>  -  sin  f),  y  =  a  (1  -  cos  y). 
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daher  darch  DiffereotiatioD 

dx  =  a(l  —  C08y)dy;  dy  =  agio  ydy. 

Bezeichnet  s  deo   cykloidischea  Bogen  AC,  so   wird  dax  Bogeüelemeut 

d8  =  Vdx^  +  dy* 


Nno  ist  1 


AdifV^il  — cos9>). 
—  cos  y  =  2 sia'(-^  j ,  folglich  ds  =  2a8inr ~- jdy, 

-''•J''"(T)''(f)--*''""(f)  +  <^- 


0  bis  9»  =  S 


F)- 


Hithin  der  B(^en  fQr  die  Grenzen  9  - 

Dehnt  man  bierin  9>  bis  2  7r  ans,  dreht  man  also  den  Rollkreis 
vollständig,  so  ist,  da  cos7r=  — 1,  die  Lüage  der  ganien  Cykloide 
=  8  a,  d.  h.  das  Vierfache  vom  Durchmesser  des  Rollkreises. 

M.  EcktllhatUi  der  KrcUefahnte.  Wenn  sich  ein  Kreisbogen 
AB  (Fig.  29]  vom  Umfange  des  Kreises  abwickelt  ood  sich  dabei  in 
eine  Gerade  CB  so  aasstreckt,  dass  diese  Gerade  fortwährend  Tangent« 
an  den  Kreis  bleibt,  so  beschreibt  der  Endpunkt  C  der  Tangente  eine 
Knrve,  welche  Evolvente  des  Kreises  beisst. 

Der   Halbmesser    des    Kreises    sei    a,   die  Fig.  29. 

Länge  AB  des  abgewickelten  Bogens  =  a.f, 
wobei  *p  den  Bogen  bezeichnet,  welcher  dem 
Zentriwinkel  BOA  für  den  Halbmesser  =1 
entspricht.  Man  lege  rechtwinkelige  Koordinaten- 
achsen durch  den  Mittelpunkt;  die  Abscissen- 
achse  gehe  darch  den  Anfangspankt  A  der  Kurve. 
Die   Koordinaten    des   Knrvenpanktes  C  seien 

OC  =  X,  CC  =  y.    Man  ziehe  noch  BB'  senk- 

recht  nnd  G  D  parallel  zar  Absei sseuachse,  so  ist 

00'  =  OB'  +  DC,         CC'  =  BB'-BD. 

Da    nun    Tangente  CB  =  Bogen  AB  nnd  Winkel  CBD  =  Winkel  AOB, 
so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 

X  =  a  cos  9)  +  a  9>  sin  9> ;        y  =  a  sin  y  —  a  y  cos  91. 

Der  Bogen  AC  werde  mit  s  bezeichnet,  so  ist  ds  =  V  d x*  +  d  y'. 
Nun  ist  aber 

dx  =  af'cos^'d  9>,        Aj  =  aV»iay>d<p. 
Mitbin  das  Bogenelement  ds  — a^d?),  und  der  Bogen 


B  =  aJ^VdV  =  ^»if^. 


IV.   Fliehe  ebener  Kuren. 

M.   Aiidnek   fir   iu    Fläfkneleaeit   mmi   die   fläche.     Es  sei 

y  =  f  (x)  die  Gleichung  einer  Kurve  CB  (Fig.  30).    Mao  bestimme  die 

Fl&cbe,   welche  zwischen  zwei  Ordinaten  BC  und  DB  der  AbscisseD- 

achse  nnd  der  Knrve  li^. 

Die  Koordioaten    des   RnrrenpDDktes  C  seien  AB  =  s,  BC  =  y. 

Die   ZD   bestimmende   Fl&che  hängt  ab   von   der  Abscisse  x,  ist   also 

eine  Funktion  von  z.     Man  bezeichne  deshalb  diese  FIBche  mit  F(x). 

Es    nehme    x    za    am   Ax,    so    wird    ;    zn    y -t  Ay  nnd  F(x)  xa 

F{x)  +  AF(x). 

p.     an  Nun  sei  Ax=>Bm.     Man  ziehe  die  Ordi- 

— — -  nate    mn,    so    wird   mn  =  yiÄy   und    die 

Fl&ohe  BmnC-AF(x)  sein.  Ei  aei  die 
Karre  von  C  ans  steigend,  also  mn  »  y  +  Aj, 
so  wird  die  Fl&che  BmnC  grSsser  sein  als  das 
Rechteck  Bmn'C,  dessen  Grandlinie  Az  nnd 
dessen  HShe  y,  nnd  kleiner  als  das  Rechteck, 
dessen  Grandlinie  Ax  nnd  dessen  HOhe  y  +  Ay 
ist     Mithin  wird  sein 


Ax          ■"            Ax 
Der  Wert  des  VerhBltnisaes liegt  hiernach  zwischen  den 

Grenzen  y  nnd  y  +  Ay.  L&sst  man  Ax  abnehmen,  d.  b.  rSckt  man 
die  Ordinate  mn  n&her  an  BC,  so  bleibt  die  Grenze  y  fest,  wührend 
die  Grenze  y  -|-  Ay  sich  mehr  and  mehr  der  Grttsse  y  n&hert  nnd 
diese  erreicht,  wenn  die  endlichen  Differenzen  in  Differentiale  über- 
gehen.    Deshalb  mass  sein 

(1)  -llW_^y    ^gj    dF(x)  =  ydx. 

Man  nennt  die  GrSsse  ydx  das  Differential  der  PlSche  F(i). 
Das  Produkt  ydx  ist  ein  Rechteck  von  der  Hohe  y  and  der  Breite  di. 
In  diesem  Sinne  nennt  man  ydx  Flächen  dement  nnd  stellt  sich  vor, 
dass  die  FIftche  F(x}  um  dP(x)  oder  nm  ydx  zunehme,  wenn  x  in 
x  +  d  X  übergehe. 

Integriert  man  die  letzte  Gleichnng,  so  erhBlt  man  die  gesuchte 
Fläche. 

F(x)=Jydx. 
Die  Berechnung  der  Fläche  ebener  Knrven,  aach  Quadratur  ge- 
nannt, besteht  hiernach  in  der  Bestimmung  des  Integrals   |  ydx. 
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M.  Tnpctiäehe.  Es  sei  y  =  ax  -|-  b  die  Gleicbaog  einer  Geraden. 
Die  Koordiaaten  eines  Punktes  der  Geraden  (Fig.  31}  aeien  AB  =  s, 
BC  — f.  Die  Fläche  zwischen  den  beiden  KoordinateDachsen ,  der 
Ordinate  B  C  und  der  Geraden  werde  mit  ¥  (x)  bezeichnet.  Den  bei- 
den Abscissen  x  and  x-{-dx  entsprechen  zwei  Ordinaten,  welche  ein 
Flächenelement  d  F  (x)  =  y  d  x  eiaachliessen.  Führt  mau 
den    Wert   ?on   y  aas    der    Gleichung   der   Geraden  '^'-  " 

hier  ein,  so  folgt 

dF(x)  =  {ax  +  b)dx. 
Wird  diese  Gleiehnng  iotegriert,  so  erhält  man 

PW  =  ^'  +  bx  +  C.  


Hierin  ist  die  unbestimmte  Ronstante  C  zu  ermitteln.  Lässt  man 
die  Abscisse  AB  »  x  anf  0  abnehmen,  so  wird  anch  die  darüber  liegende 
Flache  F  (x)  •=  0.  Setit  man  daher  x  —  0  in  die  letzte  Gleiehnng,  so 
folgt  0  >■  G,  d.  h.  die  Konstante  f&llt  aus  der  Gleiehnng  weg. 

Wird  s  anigedehot  bis  zu  dem  bestimmten  Werte  h,  so  folgt  aas 
der  letzten  Gleichung 

PW--5^  +  bli. 

Ea  ist  dies  die  TrapezflSche  ober  der  Abscisse  h. 

97,    Breicckslathe.      Es   sei    BC  =  a    (Fig.  32)    die    Basis    und 
A  d  =  h  die  Höhe  eines  Dreiecks.     Die  Spitze  A  werde  al%  Anfangs- 
punkt  der   Koordinatenachsen    and    die    Höhenlinie 
als    Abscissenachse     angenommen.       Der    Abaciaae  ^'S-  32- 

AB  =  i  entspreche  eine  Ordinatensumme  Em-f- 
ED  =  y,  für  welche  man  vermSge  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  Amn  ond  ABC  hat  y:a  =  x:h. 

Der  Inhalt  des  Flächenelementes  längs  der  Ordi- 
nate mn  wird  deshalb  sein 

Folglich  die  Dreiecksfläche,  indem  man  integriert 

Lässt  man  die  Abscisse  x  abnehmen  anf  0,  so  wird  anch  die  Dreiecks- 
fläche I  y  d  X  =  0 ,  folglich  gebt  die  letzte  Gleichung  für  x  =  0  über 
in  0  =  C.     Hithin  fällt  C  weg  und  es  ist 

Dreieck  A  m  n  =  -;-  -;;-. 
b    2 

Dehnt  man  bierin  2  bis  b  ans,  so  erhält  man 

Dreieck  A  B  C  =  I- ~  = -^. 


fS.  Puakelliche.  Die  Roordioatea  eioes  Punkte«  der  Parabel 
seien  x,y.  Man  soll  die  PIfiche  bestimmen,  nelche  zwischen  diesen 
beiden  Koordinaten  nnd  dem  entiprechenden  Parabelbogen  liegen. 

Zn  den  Abscissen  x  nnd  x-|-dx  gefaOren  zwei  Ordinaten,  welche 
ein  Plichenelement  einschliessen  von  der  Breite  dx  and  Hohe  y,.  also 
dem  Inhalte  ydx.  VermOge  der  Gleichnng  der  Parabel  ist  aber 
y  =  V^ps-     Hithin  wird  das  Pl&chenelement 

ydx  =  VY^dx=VY^-x'^Ax 
and  folglich  die  Fl&cbe,  indem  man  integriert 

Jy  ds  =  Tay  Jj-^dx  =  -|  K  2p-  x^  +  c. 

Für  X  =  0  wird  aach  die  Fläche   lyd  s  =  0.   Mithin  wird  aoch  C  =  0. 
Es  ist  deshalb  die  gesuchte  Fläche 

Nqd  ist  xy  die  der  Parabelfläche  nmschriebene  Reih teck fläche.     Folg- 
lich ist  die  Parabelfläche  ^  von  der  amBchriebenen  Recbtecksfläche. 

99.  Andere  Anffatsung  des  bestlBMlei  litegrals.  In  §  84  wurde 
die  GrösÄ  dy  =  f(s)dx  als  Differential  der  Ordinate  aufgefasst,  wo- 
durch sich  das  beslimmle  lulcgral  als  Diffcrciij'.  /weier  entllicher  Ordi- 
nalen darstellte. 

Hier  erscheint  f(x)dx  als  Differential  einer  Fläche  (Fig.  33),  be- 
grenzt von  einer  Korve  ab'c'..,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist  (§  95). 

Folglich    stellt   das    Integral   lf(x)dx   die  Fläche    dieser  Kurve   dar. 

Nun  erhalte  man  durch  Integratiou 


a)  J'f(x)dx  =  F(x)  +  C. 


Gesetzt  die  Fläche  zwischen   der  Kurve  nnd   der  Abscissenachse 
verschwinde-  föf  x  =  Aa  =  a,  so  erhält  man  aus  (1) 

Fig.  33.  0  =  P  (a)  -HC,         0  ■=  -  F  (a). 

Setzt    mau    diesen    Werl    der   Konstanten  C   in  (l), 
ao  folgt 


(2)  Jf(x)dx  =  F(x)  =  r(a). 


Dieser  Wert  des  Integrals  ist  die  Fläche  ober 

der  Abscissendifferenz  x  —  a.     Wenn   also  Ax  =  x, 

)  ist  F(x)  — F(a)  die  Fläche  axx',  also  das  partikuläre  Integral. 
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Dehnt  man  den  Wert  der  Abscisse  in  (2)  von  Aa  =  a  bis  Ab  =  b 
ans,  so  geht  (2)  aber  in 

'  f(x)dx=^F(b)-F(a). 


Dieses  Integral  ist  die  Fläche  abb'  über  der  Abscissendifferenz 
b  —  a  nnd  wird  wegen  der  bestimmten  Grenzen,  zwischen  welchen  die 
Variable  x  eingeschlossen  ist,  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx 
genannt. 

Es  sei  c  >  b  >  a,  so  hat  man  mit  Rücksicht  anf  die  Figar,  gerade 
wie  in  §  84  nnd  85. 

Fläche       acc'  =  Tf  (x)dx  =  F(c)  -  F(a), 
Fläche       abb'  =  J  f  (x)dx  =  F(b)  -  F(a), 
Fläche    bcc'b'  =  ff  (x)dx  =  F(c)  -  F(b), 
rf(x)dx=  f  f(x)dx+  rf(x)dx. 

Der  Wert  des  Integrals    |    f(x)dx,    als  Fläche    gedacht,   ist  ein 

Prodokt  ans  zwei  Faktoren.  Der  eine  Faktor  ist  die  Abscissendifferenz 
c  —  b  als  Grandlinie  eines  Rechtecks,  der  andere  die  Höhe  dieses 
Rechtecks.  Diese  Höbe  ist  ein  mittlerer  Wert  aus  den  verschiedenen 
Ordinaten,  welche  zwischen  den  fiodordinaten  f(b)  und  f(c)  liegen  und 
kann  mit  f[b  +  a(c  —  b)]  bezeichnet  werden,  wobei  der  Wert  von  « 
zwischen  0  und  1  liegt.  Diese  mittlere  Ordinate  muss  nämlich  eine 
Abscisse  haben,  welche  zwischen  Ab  und  Ac  liegt;  eine  solche  Abscisse 
ist  b  +  a  (c  -^  b).     Mithin  ist  das  Integral 

(3)  Tf  (x)dx  =  (c  -  b)f  [b  +  a(c  -  b)]. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  einzelnen  Rechtecke  als  algebraische 
Grössen  aufzufassen.  Wenn  c>b  oder  c<b,  so  wird  c  —  b  das 
positive  oder  negative  Zeichen  haben.  Ordinalen,  welche  über  der 
Abscissenachse  liegen,  werden  gewöhnlich  als  positiv,  solche  unterhalb 
derselben  als  negativ  angesehen.  Aus  diesem  Grunde  kann  die  mittlere 
Ordinate  in  (3)  positiv  oder  negativ  sein;  das  Integral  (3)  aber  ist 
positiv,  wenn  beide  Faktoren  rechts  das  gleiche,  negativ,  wenn  sie 
ungleiche  Zeichen  haben. 

IM.  Das  bestinmte  Integral  eine  Summe  uns  iinriidlieh  kleinen 
TeilcB.  Es  sei,  wie  im  vorigen  Paragraph,  f(x)dx  das  Differential  von 
F(x).  Lässt  man  nun  die  Grösse  x  in  x-fdx  übergehen,  so  nimmt 
F(x)  nm  f  (x)dx  zu.  Teilt  man  die  Abscissendifferenz  c  —  b  in  n  Teile, 
wovon  jeder  =  d  x  ist,  und  lässt  man  x,  vom  Werte  b  aus,  übergehen 
in  b  +  dx,  b  +  2dx,..  .b  +  (n  —  l)dx,  so  stellt  die  Summe  aus  den 


j: 


«Dtsprecheoden  Zuwachsen  der  Fanktioa  den  totalen  Zanachs  deraelben, 
d.  h.  die  GrOue  P(c)  —  F(b)  dar.     Hitbin  wird  «ein 

f(x)dx  =  f(b)di+  f(b  +  di)dx  +  f(b  +  2dx)dx+.. 

+  f[b  +  (n  — l)dx]d!t. 

Die  einielneo  Glieder  der  Reibe  recbts  sind  FlScbenelemente  auf 
den  GroDdlinien  dx  and  deo  respektiven  Hoben  f(b),  f(b-|-dx), 
r(b -|- 2dx),...  Die  Samme  dieser  FlSchenelemente  ist  die  totale 
Fl&cbe,  einKescblossen  zwischen  die  EndordinateD  f(b)  and  f(c). 

Verifaudelt  man  die  Fl&che  zwiBchen  diesen  Eadordinaten  in  ein 
Rechteck  von  der  L&nge  c  — b,  diese  der  AbscissenachBe  nach  ge- 
messen, 80  ist  die  mittlere  HOhe  dieses  Rechtecks 


bJI'«"- 


Itl.  Flicke  elier  Kirre,  deren  «Icirhnng  Ist 

y  =  x'  —  X  —  2. 
Diese  Gleicbacg  gibt  nach  §  8  eine  Kurve,   welche  die  Abscissen- 
achse  (Fig.  34)   in   E  und   L  schneidet.     Der  Karventeil  BKL   liegt 
Piff.  34.  unterhalb  der  Absei sseaachae.    Für  y  =  0  er- 

halt man  X  =  A  E  =  2  and  s  =  A  L  =  —  1. 
Die  Koordinaten  des  Panktes  C  seien  x  =  A  B, 
y  =  BC,  so  ist  das  Fl&chenelement  längs  der 
Ordinate  B  C  =  y  d  i  =  (i^  —  s  -  2)  d  x;  folg- 
lich die  FlSche  zwischen  der  Kurve  und  Ab- 
acissenachse  für  unbestimmte  Grenzen 


fya. 


-j    -2.  +  C. 
)  sei  A  B'  =  4,  so  ist  die  Fläche  E  B'  C 


Femer  die  FISche  BKL  anterbalb  der  Abscisaenache 

/:>=(i-i-.,o)-(-i-^+.+c)=-4 

Der  Inhalt  dieses  Fl&cheateiles  hat  das  negative  Vorzeichen,  weil 
die  Ordiuateu  zwischen  L  und  E  negativ  sind.  Die  algebraische  Summe 
ans  den  zwei  berechneten  Fl&chenteilen  ist  daher  6^/»  —  4Vi  =  4Va> 
Dieses  Resultat  kann  indessen  auch  direkt  erhalten  werden.  Es  ist 
D&mlich 
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Dieser  Wert  4S6  als  Rechteck  gedacht,  hat  nach  §  99,  Glei- 
chung (3),  zur  Grandlinie  B'L  =  c  —  b  =  4 —  (— 1)  =  5  und  somit 
zur  mittleren  Höhe  f  [b  +  a  (c  —  b)]  =  4V6  : 5  =  ^/e.  Dieser  Ordinate 
entspricht,  zufolge  der  gegebenen  Gleichung,  eine  Abscisse  =  2,26. 
Es  ist  daher 

b  +  a  (c  -  b)  =  2,26,         -  1  +  «  [4  -  (-  1)]  =  2,26, 

a  =  0,65. 

Man  erkennt  hieraus  die  Bedeutung  der  Grösse  a  im  Ausdruck 
der  Gleichung  (3),  §  99. 

1#2.  Näcbe  dfr  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  für  den  Mittel- 
punkt ist  a^y^  +  b^x^  =  a^b*.     Mithin  das  Flächenelement 

y  d  X  =  —  j^a*  —  X*  d  X 

^  a 


und  das  anbestimmte  Integral  hiervon  nach  Gleichung  (8),  §  82 

b^ 
a 


JV  a^  -  x2  d  X  =  ^  [x  Fi^^  x2  +  a« Aresin  -^1  +  C. 


Fär  x  =  0    wird    die    rechte    Seite   dieser    Gleichung   =0,    da 
Are  sin  0  verschwindet.     Mithin  ist  die  Fläche  über  der  Abscisse  x: 

—  I    Va^  —  x^d  X  =  ^;—   X  V  a^  —  x^  -h  a*  Are  sin  —  . 

aJo  2aL  aj 

Um  den  vierten  Teil  der  Ellipsenfläche  zu  erhalten,  mnss  x  von 
0  bis  a  genommen  werden.    Nun  wird  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 

für   die   obere  Grenze  x  =  a  zu  -^  Are  sin  1  =  -^  •  — , 

fär  die  untere  Grenze  x  =  0  zu  0. 
Folglich  die  Differenz  dieser  Werte 

Mithin  ist  die  ganze  Ellipsenfläche  =  a  b  tt. 


—  1    Ka^  -—  x^dx  =  —  abTT. 
aJo  4 


MS.  Placke  des  Kreises.  Ersetzt  man  im  Vorhergehenden  das 
Verhältnis  b:a  durch  1,  so  erhält  man  die  Gleichungen  für  die  Qua- 
dratur des  Kreises. 

In  §  10  wurde  auch  als  Differential  der  Kreisfläche  die  Formel 
angegeben 

dF  =  27rxdx. 
Mithin  erhält  man  für  die  Kreisfläche  and  den  Kreisring 

F=j    27rxdx  =  7rR2;        F=J     27rxdx  =  tt  (R«  —  r^). 


■•4.   fläche  4er  Ijperkel.     Die  Gleichung  der  Hyperbel   fär  den 
Mittelpankt  ist  a^y^  — b'i^=  —  a*b^     Polglich   das  Fl&cheiielemeDt 


ydx  =  —  K  X*  —  a*dx. 
Integriert  man  Dach  Gleichnag  (9),  §  82,  so  wird 

y  d  X  =  ^  Ix  Kx^  a'''  -  a"  log  (x  +  K^^"^)]  +  C. 


(1)   j: 


In  diesen  Gleichnngen  moss  s  >  a  sein.  13m  deshalb  die  FISche 
zu  Soden,  nelcbe  znischen  der  Absciasenachse ,  der  Ordioate  y  und 
dem  hetreffendea  Hyperbelbogen  liegt,  moss  dieses  Integra)  von  x  =  a 
bis  X  =^  X  geoommea  werden.  Nun  wird  die  rechte  Seite  von  (1)  för 
X  =^  a  za 

—  —  •  a'  log  a  +  C. 

Zieht  man  diesen  Wert  des  Integrals  von  (1)  ab,   so   erb&lt  man 

die  ge^Tiohte  FlBohe 

X\a»=|.[.K.---.-.....(i±iqiH^)]. 

IIS.  (nadralir  der  gleicfaseltfgci  ly perbcl.    Die  Asymptoten  dieser 

Hyperbel   stehen  rechtwinkelig  aafeinander.     Nimmt  man  dieselben  als 

Koordinatenachsen  Ox,  Oy  (Fig.  36)  an,  so  ist  die 

üig.  6ö.  Gleichung  der  Hyperbel  y'x'  =  m*.     Per  Einfach- 

I  heit  wegen  achreibe  man —  =  1  und  bezeichne 

■  °  mm 

I  die  Brüche  mit  y  nnd  x,  so  erhSit    man  als  Glei- 

I  chnng  der  Hyperbel 

I        xy  =  l,     oder     y= — . 

Wenn  die  Abscisse  0A  =  1,  so  ist  die  entsprechende  Ordinate 
AB  =  1.  Es  seien  k  =  OD,  y  =  CD  die  Koordinaten  eines  Hyperbel- 
pnnktes  C.  Man  lasse  x  am  dx  zunehmen,  so  ist  das  FlScheoeiement 
längs  der  Ordinate  CD 

,  dx 

ydx  = , 

■'  X 

Folglich  die  Fläche   zwiscbeo  der  Absclssenachse   and   der  Knrve   für 
nnbestimmte  Grenzen  von  x 

(1)  J-^-logi  +  C. 

Räckt  man  die  Ordinate  CD  gegen  die  Ordinatenachse  hin,  bis 
sie  mit  ihr  zasammentHllt,  so  ist  aacb  die  zwischenliegende  Fläche  ^  0; 
folglich  gibt  (1) 

0  =  -  =o  +  C. 
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Also  ist  die  Koostante  C  ==  oo.     Setzt  man  x  =  1  in  (1),  so  stellt  die 
linke  Seite  der  Gleichung  die  Fläche  yOAB  dar;  folglich 

Fläche  yOAB  =  C=  oo. 

Hieraas  erkennt  man  die  geometrische  Bedentang  der  Konstanten  G. 
Es  sei  £  F  eine  Ordinate  für  die  Abscisse  0  E  =  a,  so  ist 

'*^^  =loga  =  Fläche  ABFE. 


f. 


X 


Diese  Fläche  ist  somit  der  natürliche  Logarithmus  ihrer  Abscisse  a. 
Wegen  dieser  Eigenschaft  werden  die  natürlichen  Logarithmen  auch 
hyperbolische  genannt  (S.  18). 

IM.  Pläche  der  Sionskurfe.  Eine  Halbkreislinie,  beschrieben  mit 
dem  Radios  1,  werde  in  eiue  Gerade  AB  (Fig.  36)  ausgestreckt.  Das 
Stock  AC  =  x  derselben  bezeichnet  daher  einen  Bogen  des  Kreises. 
Man  trage    eine  Reihe    solcher    Bogen   ab   ond  p.     o/* 

errichte  in  den  Endponkten  derselben  Ordina- 
ten  D  C,  welche  =  sin  x  sind  ond  verbinde  die 
Endpunkte  dieser  Ordinaten,  so  entsteht  die 
Sinusknrve.  Die  Gleichung  derselben  ist  da- 
her, wenn  die  Ordinaten  mit  y  bezeichnet  werden 

(1)  y  =  sin  X. 

Mithin    das  Flächenelement   längs   der  Ordinate  CD  =  ydx  =  sinxdx. 
Allein  es  ist 


/' 


sin  xd  X  =  —  cos  x  +  0. 

Folglich  das  Flächenstück  ACD  ond  die  ganze  Fläche  ADB 

I     sinxdx=l  —  cosx;         I     sinxdx  =  2. 
J  0  «/ 0 

Verwandelt  man  diese  Fläche  in  ein  Rechteck  ABB^A^  mit  einer 
Höhe  BB'  =  h,  so  ist  der  Inhalt  desselben  ==  Tih;  daher 

7rh  =  2;         h  =  — =  0,6366.. 

TT 

Die  Gerade  A'B^  schneide  die  Kurve  in  m,  so  ist  die  Ordinate 
mn  =  h.  Der  entsprechende  Bogen  An  sei  =  a,  so  wird  h  =  sina 
=  0,6366;  daher  «  =  39,5^ 

W1.  Oft^ratH  der  UgarhhBiiehei  Lille.  Die  Gleichung  dieser 
Linie  GMN  (Fig.  37)  ist 

(1)  X  =  log  y. 

Für  Werte  von  y,  welche  kleiner  sind  als  1,  wird  x  negativ; 
solche  Werte  geben  den  Kurvenast  MN,  der  sich  immer  mehr  der 
Abscissenachse  nähert  und  dieselbe  für  y  =  0,  also  x  =  —  oo  erreicht. 
Wenn  y  =  1,  so  wird  x  =  0.  Diese  Werte  geben  den  Durchschnitt  M 
der  Kurve  mit  der  Ordinatenachse.  Wenn  y  von  1  an  wächst,  so 
entfernt  sich  der  Kurvenast  MC  von  beiden   Achsen.     Man  gehe  von 


deD  LogarithmeD  der  Gleichnng  (1)  zd  den  Zahleo  Aber,  so  ist  y  =  e' 
folglich  das  FI&cheDelement  ydx  =  e'dx.     Hitfaio  durch  Integration 


e"dx  =  1  ~  e-'. 

Wenn  s  =  AB,  so  stellt  das  Integral  (2)  die 
zwiscbeii  den   Ordioaten   BC    und    AM    liegende 
Flftche  dar.     Wenn  —  x  =  AD,  so  ist  das  Inte- 
gral (3)  die  Flache  zwischen  den  OrdinateD  DN 
und  AM.     Wird  die  Abscisse  iD  (3)  bis  —  oo  er- 
weitert, so  nirde~*  =  0;  folglich  ist  die  zniachea  der  Abscisaeuachse 
and  der  Karve  gelegene  Ft&che,  von  der  Ordinate  nach  se  an  nach  links 
ins  Unendliche  reichend,  =  1. 

118.  «udratH  der  CjkUide.     Nach  §  93,   Fig.  28,  ist  das  Ele- 
ment der  Fl&che  ACE 

ydx  =  a'{l  —  cosV)*dy  ==a'{l  —  2  cos  y  +  cos'y)  d  y. 
Setzt  man  hierin  cos'y  =  ^  (1  4-  cos  2  y),  so  wird 

y  d  X  =  a'  (1  —  2  coi  y  +  I  coH  2  y)  d  y. 
Hiervon  ist  das  Integral 


■•6 


-  2  ain  ^p  +  --  sin  2  y  )  +  C. 


Nimmt  man  dieses  Integral  rechts  zwischen  den  Grenzen  9>  =  0  und 
9>  =  9,  Bo  erhält  man 

Fläche  AEC  =  a"  (^  —  2  sin  y  +  —  sin  2  9>\ 

Wenn  hierin  <f  bis  zn  2;t  ausgedehnt  wird,  so  erhült  man  den  Inhalt 
der  ganzen  FliLche  znischeo  der  Cykloide  nnd  der  Grandlinie  =  3  a'n-. 
Derselbe  ist  also  das  Dreifache  vom  Inhalt  des  RoUkreises. 

Verwandelt  man  diese  Fläche  in  ein  Rechteck  mit  der  Grandlinie 
AB  =  2a7r,  so  wird  die  Hohe  desselben  3 a^TT : 2B7r  =  ^a.  Dieser 
Wert  ist  das  arithmetische  Mittel  aas  den  nnendlich  vielen  Ordinalen, 
welche  zwischen  A  und  B,  je  in  einem  Abstand  ds  von  einander,  er- 
richtet werden  kOnnen.  Diese  mittlere  Ordinate  werde  erreicht,  nach- 
dem sich  der  Rollkreis  gedreht  hat  nm  einen  Winkel  ^  =  a,  so  folgt 
(S.  86)  ans  der  allgemeinen  Gleichnngy  =  a{l  —  cob?')  fdr  diese  Ordinate 
fa  =  a(t  —coHß);  cos«  =  —  0,5, 

welcher  Gleichung  die  Werte  «  =  -^ n-  nnd  a  =  ^ir  entsprechen.  Bei 
diesen  Winkeln  schneidet  daher  die  obere  Rechtecksseite  die  Cykloide. 


V.    Inhalt  der  Rotationsfläclieii. 

IH.  Audnek  fnr  dai  lltmtat  der  KttaticMltehe.    Es  sei  y  =  f  (z) 

die  Gleichnng  einer  Karve  EC  (Fig.  38).  Dieselbe  roscbe  eiae  ganze 
Drehaog  am  die  Abscisseaachse.  Man  boII  den  Inhalt  der  von  der 
Karve  beschriebenen  Oberfläche  bestimmeii. 

Die  Koordinaten  des  Earvenpunktos  C   seien  x,  y,   die  L&nge  der 
Generatrice  CE  =  s.     Da  s  eine  Fnoktion  von  x  ist,  so  wird  «ach  die 
Ratationsfläche  von  x  abhängen  und  darch  F(x) 
bezeichnet   werden   kOnnen.     Es  aebme  x    am  Fig.  38. 

Ai  =  Bm  za,  so  Sndert  sich  P(i}  am  AP(x), 
y  nm  Ay  =  nn'  nnd  a  nm  As  =  Ca.  Die  Aea- 
derong  von  Ay  kann  positiv  oder  negativ  sein, 
je  nachdem  die  Karve  von  C  aas  steigt  oder 
ftlll.  Uan  lege  durch  die  KnrvenpankteCn,  eine 
Sehne,  so  ist  deren  LSnge  =  K  (Ax*)  +  (Ay)*. 
Diese  Sehne  ist  kürzer  als  der  Bogen  As.  Dreht 
sich  die  Sehne  mit  der  Kurve  am  die  Abscissen- 

achse,  so  beschreibt  die  Sehne  die  Oberfläche  eines  Kegelmantels.  Da 
die  Halbmesser  dieses  Kegelmantels  y  nnd  y  j:  Ay  sind,  so  ist  dessen 
Oberfläche  =;i{y +  yi  Ay)  x'K(Ax)' +  (Ay)'.  DieserKegelmanUl 
ist  kleiner  als  die  Zone  APCx),  welche  vom  Bogen  As  beschrieben 
wird;  folglich  wird  sein 

AFW 


r»(2y±Ay)Ax|/l+(|^y 


Nimmt  hierin  Ax  ohne  AafhOren  ab,  so  nähert  sich  die  Zone  dem 
Kegelmantel  als  einer  Grenze.  Diese  Grenze  wird  erreicht,  wenn  Ax 
M  d  X  wird.     Alsdann  rednziert  sich  2  y  ±  Ay  auf  2  y,  die  Verhält- 

■       ^   A  F  (x) 


Ax' 


-  werden  zn  DifferenÜalqaotienten  nnd  man  erhält 

p(i) 


Da  d  X 1/  1  +  (4-^)    darch  das  Differenüal  d  s  des  Bogens   (§  87) 
ersetzt  werden  kann,  so  findet  man  als  Differential  der  Rotationsfläche 
(1)  dF(x)  =  2rtyds. 

Die  GrAsse  2nryds  ist  das  Flächenelement,  welches  von  ds,  im 
Abstand  y  von  der  Achse,  bei  der  Rotation  beschrieben  wird.  Durch 
Integration  der  Gleichung  (l)  erhält  man  die  Rotationsfläche 


(2)  FCx)  =  2;iJyd8. 


uud   der   Mautel   des  Kegels   für   unbestimmte  Grenzen    von  x,    indem 
man  integriert 

2  7rrKir^  +  r^      _^ 
h^  *    2 


F(x)-    ^^^'V.    ""         '4-  +  C. 


Folglich  der  Kegelmantel  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  h 

F  (h)  =  TT  r  Ki^ +^2. 

111.  Oberläche  der  Kugel  und  iiageli«Be.  Die  Kugeloberfläche  ent- 
steht durch  Drehung  eines  Kreises  um  seinen  Durchmesser.  Der  Halb- 
messer des  Kreises  sei  r,  so  wird  sein 

y*  =  r*  —  x^        d  y  = d  x, 


d..d.i/i+(if-)'-. 


y 

Vx*  +  Y^         rdx 


y  y 

Hiernach  wird  das  Flächenelement  2  tt  y  d  s  der  Kugel  =27rrdx  und 
die  ganze  Kugelfläche,  indem  man  von  x  =  —  r  bis  x]=  +  r  integriert 

27rrl       dx  =  47rr^. 

Stehen  die  beiden  parallelen  Ebenen,  welche  eine  Kugelzone  aus- 
schneiden, vom  Mittelpunkt  der  Kugel  nach  derselben  Seite  hin  um 
h  und  h'  ab,  so  ibt  der  Inhalt  dieser  Zone 


2  TT  r  I     d  X  =  2  TT  r  (h'  —  h). 


112.  tlierfläche  des  ParabtUldes.     Diese  Oberfläche  entsteht  dorch 
Rotation  einer  Parabel  um  ihre  Achse.     Die  Gleichung  der  Parabel  ist 
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Die  Herstellung  dieses  Integrals  heisst  auch  Komplanation  der 
Rotationsflächen. 

IM.  tberläche  eines  Kfgel«antel8.  Die  Achse  des  Rotationskegels 
sei  h,  der  Halbmesser  der  Grundfläche  r,  der  Halbmesser  eines  Schnittes 
im  Abstand  x  von  der  Kegelspitze,  normal  zur  Achse,  gleich  y,  so  ist      * 

y:x  =  r:h,        y  =  — x,        dy  =  Ydx. 
Mithin  das  Element  d  s  der  Kante  des  Kegels 

Somit  die  anendlich  schmale  Zone  2  tt  y  d  s,  welche  d  s  bei  der  Drebang 
um  die  Achse  beschreibt 

dF(x)  = .  a   ^ xdx 
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y 


=  K2px,     folglich     -p-  = 


dx     \r2 


px 


Mithin  das  Element  2  tt  y  d  s  der  Rotationsfläche,  welche  wir  mit  F  (x) 
bezeichnen  wollen 

.  dF(x)  =  27rKp  y2x  +  pdx. 
Um  integrieren  za  können,  setze  man 

2  X  +  p  =  z,         also         d  X  =  ^  d  z, 

so  erhält  man 

JL  -1. 

dF(x)  =  7rl/^z  2  dz;         F(x)  =  |7rKpz  '^  +  C; 

F(x)  =  |7rV7(2x  +  p)2+C. 

Für  X  =  0  wird  auch  die  Parabelfläche  F(x)  =  0.     Diese  Werte,  in  die 
letzte  Gleichang  eingesetzt,  geben 

Fahrt  man  diesen  Wert  von  C  in  die  Gleichung  für  F(x),  so  er- 
hält man  die  Paraboloidfläche  von  der  Höbe  x,  vom  Scheitel  an  ge- 
rechnet 

(2x  +  p)2-p^J. 


F(X)=-|- TT  Kp 


113.  •berfläehe  des  Ellipstides.  Diese  Oberfläche  entsteht  durch 
Rotation  einer  Ellipse  am  ihre  grosse  Achse.  Nan  ist  die  Mittel- 
panktsgleichang  der  Ellipse 

y  =  —  l^a^  —  x^,      folglich     d  y  = 


a  ^  ^        a     ya2_x2 

Mithin  wird  das  Flächenelement 

27i:yds  =  27r  —  dxl/  a^ 2 —  x ^. 


a^-b^ 
a' 


Man  setze  — ^ —  =  e^,  so  wird  das  Flächenelement  gleich 

2  TT  — V  a^  —  e^  x^  d  x. 
a 


Dividiert   man   noch   anter   dem   Warzelzeichen   mit  e^   and    integriert 
nach  Gleichang  (8),  §  82,  so  erhält  man 

Für  X  =  0  mass  dieses  Integral  =  0  sein;  folglich  ist  aach  0  =  0. 


A    l/,    ,  /'dxy       a   Kb*  +  y' (a' -  b")  ^ 
d8  =  dy^  l+(^-^J    =  ^- ^^^ dy 

beschreibt  während  der  Drehang  eio  Flächenelement  gleich 

27rxds  =  ^^  Vb*  +  (a2-b2)y2dy. 

Man  setze  a^  —  b^  =  a^e^  and  dividiere  unter  dem  Wurzelzeichen 
mit  a^e^,  so  wird  das  Flächenelement 

(1)  2.xds  =  ^^dy|/-^  +  y^ 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  zwischen  den  Grenzen  y  =  0  und 
y  =  b  gibt  die  halbe  Oberfläche  des  Körpers.  Nun  ist  nach  Glei- 
chung (9),  §  82 

Folglich  ffir  die  halbe  OberflSche  des  Sphäroides 

b« 


r^'i^ 


+  y"  = 


2ae 


[a  +  ^log^(l  +  e)] 


und   diese   halbe    Oberfläche    selbst,    unter   Benutzung    des   Integrales 
von  (1) 

(2)  F  =  a27rH ^log  ^  (1  +  e). 

Hierin  lässt  sich  der  logarithmische  Faktor  wie  folgt  umgestalten.   Ans 
a2-b2  =  a2e2  folgt 

b*  1 

^^^      ^^      ^'        a^        (l+e)(l-e)' 
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Zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a  liegt  die  halbe  Ober- 
fläche des  Ellipsoides.  Der  vorstehende  Ausdruck  gibt  hierfür,  da 
a*  —  a^  e^  =  b^  ist 

TT  b*  H Are  sin  e.  ( 

Wenn  das  EUipsoid  in  eine  Kugel  äbergeht,  so  ist  b  =  a,  e  =  0  und 

Are  sin  e  __ 
e 

Folglich  die  halbe  Oberfläche  der  Kugel  =  n  a^. 

114.  •berflacke  des  akgeplatteten  Sphär«Mes.  Die  Ellipse,  deren 
Gleichung  a*y' +  b^x^  =  a^  b*  ist,  drehe  sich  um  ihre  kleine  Achse 
2  b,  so  beschreibt  dieselbe  ein  abgeplattetes  Sphäroid.  Das  Bogen- 
element 


,• ••  •   • 

^  *  • »  • 

M     •      V         •  * 


DDd  indem  man  anf  beiden  Seiten  die  Logarithmea  nimmt 

2 log  -^ log(l  +  e)  -  log (1  -  e). 

Man   dividiere  hier  mit  2  nnd  addiere  aaf  beiden  Seiten  Iog(l-|-e), 
80  wird 

log  —  (1  +  e)  =  -g-  log  Y^^, 
wodarch  nan  GleicbuDg  (2)  übergebt  in 


■  +  ^'>'"('  +  T  +  T  +  T  +  -> 


Die  Reibe  in  der  Klammer  ist  konvergent  für  alle  Werte  von  e 
zwischen  e  =  —  1  bia  e  =  +  1,  also  für  alle  denkbaren  Werte  von  e. 
Wenn  b  =  a,  so  wird  e  =  0  und  F  =  4  a*  tt,  wie  es  sein  soll. 


VI.  Inhalt  der  Rotationskörper. 

115.    Ansdnck    fir  da»  EleHcit   eliea  RetaiieiskÖrpers.     Es  aei 

y  =  f(x)  die  GleicboDg  einer  Earve  CE  (Fig.  39).  Mao  ziehe  zwei 
Ordioaten  CB  und  BD  dieser  Kurve  und  bestimme  das  Volnmen,  wel- 
ches die  Fläche  BCED  bei  einer  ganzen  Rotation  um  die  Abscissen- 
acbse  beschreibt. 

Die  Koordinaten  des  Kurveopunktes  C  seien  j.-jg  39 

A  B  =  X,  B  C  =  y.  Da  die  Fläche,  welche  den 
KOrper  beschreibt,  von  x  abhängt,  so  ist  ancb 
der  Inhalt  dieses  Körpers  eine  Funktion  von  x. 
Hau  bezeichne  diesen  Inhalt  mit  F(s).  L&sst 
man  x  nm  Ax==Bm  zunehmen,  so  ist  die 
entsprechende  Ordinate  mn  =  yiAy.  Da- 
durch wächst  das  Volnmeo  des  Rotationskörpers 
nm  AF(x).  Somit  ist  AF(x)  das  von  der  FJä- 
chensnnahme    B  m  n  C    beschriebene    Volumen. 

Wenn  mn  =  y  +  Ay,   so  ist   ff(y+Ay)*Ax   ein  Cylinder,   welcher 
nna  AF(x)  nnd  iry^Ax  ein  Cylinder,  welcher  in  AF(x)  beschrieben 
gedacht  werden  kann.     Der  erstere  Cylinder   ist  grOsser,  der   letztere 
kleiner  als  AF(x).     Folglich  hat  man 
AFM 


T(y  +  Ay)'Ai[         '         ij'Ai 
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Wenn  hierin  Ax  abnimmt,  so  n&hert  sich  y  -h  Ay  der  Grösse  y  als 
einer  Grenze.  Wird  Ax  zn  dx,  so  wird  aas  beiden  Ungleichheiten 
die  Gleichung 

(1)  -^|r"  =  *y''    dF(i)  =  iry2dx. 

Die  Grösse  — -r-^^ —  ist  der  Differentialquotient  des  Rotations- 
körpers und  d  F  (x)  sein  Differential,  die  Grösse  v  y^  d  x  ein  Cylinder 
von  der  Grandfläche  Try^  and  der  anendlich  kleinen  Höhe  dx.  In 
diesem  Sinne  sagt  man,  es  nehme  das  Volumen  des  Körpers  um  iry^dx 
zu,  wenn  x  in  x  -f  d  x  übergehe.  Die  Ermittelung  von  F  (x)  heisst 
auch  Kubatur. 

116.  iBhalt  elies  seakrechteB  Kreiskegels.  Seine  Höhe  sei  h,  der 
Halbmesser  seiner  Grundfläche  r.  Man  lege  lo  den  Abständen  x  und 
X  4~  d  X  von  der  Kegelspitze  ebene  Schnitte  durch  den  Körper,  senk- 
recht zur  Achse  und  bezeichne  den  Halbmesser  des  ersteren  dieser 
Schnitte  mit  y,  so  ist 

x:y  =  h:r,         y  =  —  x. 
Mithin  das  zwischen  den  beiden  Schnitten  enthaltene  Körperelement 

TT  y^  d  X  =  TT  -r-g-  x^  d  X. 

Das  unbestimmte  Integral  hiervon  ist 

2     />  r2      ^3 


r^    C 
^h^J 


x2dx  =  '7r^  — +C. 


Folglich  der  Inhalt  des  ganzen  Kegels 


2      />h  j 

x^dx'=  —  Trr^h 
'      3 


r2    />i 


und  der  Inhalt  eines  abgestumpften  Kegels,  dessen  Grundflächen  um  h 
und  h^  von  der  Spitze  abstehen 


r^    [^^ 
""Wh' 


h  wr2 


^  x2dx  =  ^(h3-h'^). 

117.  Inhalt  einer  Kugel.  Die  Kugel  entsteht  durch  Umdrehung 
eines  Halbkreises  um  seinen  Durchmesser.  Man  nehme  diesen  Durch- 
messer als  Abscissenachse  und  einen  seiner  Endpunkte  als  Anfangs- 
punkt der  Achsen  an,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 

y^  =  2rx  —  x^. 

In  den  Abständen  x  und  x  -h  d  x  vom  Anfangspunkte  lege  man 
zwei  ebene  Schnitte  durch  die  Kugel,  senkrecht  auf  die  Drehachse,  so 
ist  das  zwischen  ihnen  liegende  Körperelement 

7r  y^  d  x  =  7r  (2  r  X  —  x^)  d  X. 
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Die  Integration  dieses  Differentials  gibt 

(1)  Tj(2rx-x2)dx  =  'n-(^rx2-  ^')  +  C. 

Folglich  der  Inhalt  der  ganzen  Kugel 

/i2r  4 

TT  I      (2rx  —  x*)dx  =  — -TTr' 

J  0  ^ 

and   der  Inhalt  einer  körperlichen  Zone,  deren  parallele  Grandflächen 
aoa  h  and  h^  vom  Anfangspankt  der  Achsen  abstehen,  nach  Gleichung  (1) 
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("••-^)^"(-'-^> 


Nach  §  10  ist  das  Volumenelement  einer  Kugel 

d  V  =  4  TTx^dx. 

Folglich,  indem  man  integriert,  das  Volumen  der  vollen  und  hohlen  Kugel 

v  =  |7rr^         v  =  |7r(R»-r3). 

118.  Iilialt  des  Elllps^ides.  Dasselbe  entsteht  durch  Drehung  einer 
Ellipse  um  ihre  grosse  Achse.  Aus  der  Gleichung  a^  y^  -j-  b^  x^  =  a^  b^ 
der  Ellipse  könnte  der  Wert  des  Körperelementes  Try^dx  wie  bei  der 
letzten  Aufgabe  aber  die  Kugel  dargestellt  werden.  Allein  statt  dessen 
setze  man  x  =  acosy,  so  wird  vermöge  der  Gleichung  der  Ellipse 
y  =a  b  sin  y  und  durch  Differentiation  d  x  =  —  a  sin  y  d  y. 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  erhält  man 

TT  y^  d  X  =  —  TT  a  b^  sin  V  d  y. 
Nan  ist  aber  nach  Gleichung  (12),  §  80 


/■ 


1  2 

sin^9*  d  y  = —  sin^y  cos  (p  —  ^  cos  y  +  C. 


Folglich  der  Inhalt  des  EUipsoides  für  unbestimmte  Grenzen 

Trab^ 


TT  jy^dx 


3 


(sin^y  cos  y  +  2  cos  (f)  +  C. 


Für   X  =  0  bis  x  =  a  erhält   man    das    halbe    Ellipsold.      Diesen 

TT 

Grenzen  entsprechen  aber  die  Werte  (f  =  —  und  9  =  0.      Mithin  ist 
das  halbe  EUipsoid 

—  TT  a  b^  j     sin^y  d  y  =  -—  TT  a  b^ 
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119.  Uhalt  des  abgeplatteten  Sphäroides.  Dieser  Körper  entsteht, 
wenn  sich  eine  Ellipsenfläche  um  ihre  kleine  Achse  dreht.  Es  gelte 
die  Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe.  Man  lege  zwei  ebene  Schnitte 
durch  den  Körper  in  den  Abständen  y  und  y  +  d  y  vom  Mittelpunkt 
des  Körpers,  senkrecht^!  zur  kleinen  Achse,  [so  ist  das  von  diesen 
Schnitten  eingeschlossene  Körperelement  =  tt  x^  d  y.     Da  nun  aber 

x  =  acosy,        y  =  bsin9,        dy  =  bcos9dy, 
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so  wird  das  Eörperelement 

TT  X*  dy  =  TT  a*  b  cos'y  d  y. 
Das  Integral  hiervon  ist  aber  nach  Gleichung  (13),  §  80 

cos'y  d  9  =  — —  (cos^y  sin  y  +  2  sin  y)  +  C. 
Um  das  halbe  Sphftroid    za  erhalten,  mass  y  zwischen  den  Gren- 

7t 

zen  0  und  b,    also  9>  von  9>  =  0  bis  9^  =  —  genommen  werden.    So- 

mit  ist  der  Inhalt  des  halben  Körpers 

n 


a^b  r*  cos»yd9  =  ^waH. 


^^a«b  =  ^^.4-(2a,r)». 


Wird  die  Erde  als  elliptisches  Sphäroid  angesehen,  so  kann  ihr 
Inhalt  vermittelst  dieser  Formel  berechnet  werden.    Man  schreibe 

Nun  ist   der   Erdumfang  2air  =  5400  geogr.  Meilen  und  — =  ; 

folglich  der  Inhalt  der  Erde 

—-2.-^(5400)»  =  26500  Millionen  Kubikmeilen. 

O  Tt         «O«/ 

IM.  Inhalt  eines  Parab«l«ide8.  Es  drehe  sich  eine  Parabelfläche 
um  ihre  Achse.  Da  die  Gleichung  der  Parabel  y^  =  2px,  so  ist  das 
scheibenförmige  Eörperelement  dieses  Rotationskörpers 

vy^dx  =  27rpxdx. 

Folglich  das  Paraboloid  von  der  Höhe  x,  vom  Scheitel  an  gerechnet 


irp  f 


xdx  =  'jrpx^  =  — X'Try^, 


d.  h.  gleich  der  Hälfte  vom  umschriebenen  Cylinder. 

Der  Ausschoitt  zwischen  den  Grenzen  xo  und  x,  entsprechend  den 
Ordinaten  yo  und  y  wird 

7rp(x*  --  xo*). 

Allein  es    ist    x^  —  xo*  =  (x  +  xo)  (x  —  xo).     Setzt  man  x  —  xo  =  b, 
so  wird  der  vorstehende  Inhalt 

''^(2px  +  2pxo)  =  -^(y*  +  yo*). 


2    ^-*'"   '   -''""^  2 

Der  Inhalt  des  Kegels  mit   den  Grundflächen  y^^r  und  yo*w  und 
der  Höhe  h  ist 

-y-(y^  +  yo^  +  yyo). 

Folglich  der  Unterschied  zwischen  dem  Parabelausschnitt  und  dem  ihm 
einbeschriebenen  Kegel  gleich 
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ISl.  Iftlitk  eiies  lyperb^Uides.  Wenn  sich  eine  Hyperbelfl&che 
am  ihre  grosse  Achse  dreht,  so  beschreibt  sie  zwei  getrennte  Körper, 
welche  man  Hyperboloide  nennt.  Die  Gleichnng  der  Hyperbel  ffir  den 
Mittelpunkt  ist 

Mithin  das  Eörperelement,  senkrecht  zar  Drehachse 

b^ 
wy^dx  =  IT— 2-(x^  —  a^)dx 

nnd  das  Hyperboloid,  das  mit  F(x)  bezeichnet  werde,  indem  man 
integriert 

(1)  F(x)  =  »-^(-^-a»x)  +  C. 

Lässt  man  hierin  x  bis  aaf  a  abnehmen,  so  verschwindet  das  Hyper- 
boloid, weil  dasselbe  nnr  bis  zum  Scheitel  reicht.  Da  fär  x  =  a  somit 
F  (x)  =  0  wird,  so  erhält  man  ans  der  Gleichnng  (1) 

Setzt  man  den  Wert  der  Eonstanten  C  aas  (2)  in  (1)  ein,  oder,  was 
anf  das  Gleiche  heranskommt,  zieht  man  Gleichung  (2)  von  (1)  ab, 
so  erhält  man  das  Hyperboloid  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  and 
X  =  x;  nämlich 

F(x)  =  7r^(^— -a^x+  — 


VII,    Bestimmang  von  Kurven  ans  gegebenen  Eigensehaften. 

122.  Sinn  d^t  Aufgaben.  Bei  der  Untersachung  aber  das  Maximum 
nnd  Minimam  der  Faoktionen,  der  Methode  der  Tangenten  (§  45  a.  50), 
der  Qoadratar,  Rektifikation  der  Kurven  etc.,  wurde  immer  eine  be- 
stimmte Funktion  vorausgesetzt  und  eine  gewisse  Eigenschaft  derselben 
nachgewiesen.  Man  kann  aber  auch  die  umgekehrte  Aufgabe  stellen, 
ans  einer  gegebenen  Eigenschaft  der  Funktion  die  Funktion  und  die 
ihr  entsprechende  Kurve  abzuleiten.  Einzelne  Beispiele  werden  das 
Verfahren  zeigen. 

US.  Nra  einer  Kurve  mit  konstanter  Subtangente.  Diese  Kon- 
stante sei  =  a  und    da  der  Ausdruck    der  Subtangente   nach  §  45, 

dx 
Gleichung  (1)  =  y  -^ —  ist,  so  wird  im  Sinne  der  Aufgabe  sein 

j 

dx  ,  dy 

y-^ — =z=  a,  dx==a — =^. 

dy  y 

Wird  die  letztere  Gleichung  integriert,  so  kommt 

X  =  a  log  y  +  C. 
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Gesetzt  es  sei  fär  y  ==  1  die  Abscisse  x  =  0,  so  wird  auch  die 
Konstante  G  =  0.     Folglich  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Knrve 

X 

X  =  a  log  y,     oder     y  =  e  * . 

124.  htm  elier  lir?e  alt  kMstanter  Sibi^rnale.     Diese  Kon- 
stante sei  =  a,  so  hat  man  nach  Gleichung  (1),  §  45 

y-^  =  a,         ydy  =  adx. 

Dorch  Integration  der  letzten  Gleichung  erhält  man 

^  =  ax  +  C. 

Wenn  für  x  =  0  auch  y  =  0  sein   soll ,  so   wird   auch  0  =  0.      Die 
Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist  somit 

y2  =  2ax, 

d.  h.  die  einer  Parabel,  deren  Parameter  den  Wert  2  a  hat. 

125.  Ptm  eiier  Ime  bH  k^istaiter  Tangeate.    Diese  Tangente 
reicht  vom  Berührungspunkt   bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Abscissen- 

achse.     Der  Ausdruck  dafür  ist  nach  §  45  =  y  1/  1  +  f  "^  )  •      ^^ 
konstanter  Wert  sei  a,  so  wird  man  haben 


V 


Dm  diese  letztere  Gleichung  integrieren  zu  können,  setze  man 


(1)  Va2-y2  =  yz, 

worin  z  eine  von  y  abhängige  Veränderliche  bezeichnet,  so  wird 

dx  =  zdy. 
Auf  das  Differential  zdy  wende  man  Gleichung  (1)  von  §  82 

I  zdy  =  zy  —  I  ydz 

über  das  teilweise  Integrieren  an,  so  erhält  man 
(2)  x  =  zy— Jydz. 

Allein  aus  Gleichung  (1)  folgt  y  =  ,,      -t=rr.    Führt  man  diesen  Wert 

yT+  z2 

von  y  in  den  letzten  Teil  von  (2)  ein,  so  folgt  unter  Anwendung  von 

Gleichung  (3)  des  §  80 


■f 


dz 


_    =  =  alog(z  +  KTT^  +  C. 

+  z2 
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Mit  Hilfe  dieses  Aasdrackes  wird  (2) 

X  =  zy  -  alog(z  +  Vi  +  z^)  +  C, 
oder  wenn  man  den  Wert  von  z  durch  y  ersetzt 

a  +  Va^-y^ 


X  =  )/  a^  —  y^  —  a  log 


+  C. 


Für  y  =  a  werde  x  =  0.      Diese    gleichzeitigen    Werte  geben  0  =  0. 
Somit  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve 


x 


=  Ka^  —  y^  —  a  log 


y 

126.  1*0»  einer  KiiTTe  nit  konstanter  Normale.  Diese  Normale 
reicht  vom  Durchschnitt  derselben  mit  der  Kurve  bis  zum  Durchschnitt 
mit  der  Abscissenachse.  Die  Konstante  sei  =  a,  so  wird  nach  Glei- 
chung (2)  des  §  45 

Integriert  man  die  letzte  Gleichung   nach  Formel  (1)  des   §  80, 


so  kommt 

X  = 


Wenn  y  =  0,  so  sei  x  =  a.     Für  diese  Werte  wird  0  =  0;  somit 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a. 

127.  Zerlegung  eines  Rechteckes  durch  eine  Kurve  in  Teile  mit 
gegebenen  Verhältnis.  Diese  Kurve  gehe  vom  Anfangspunkte  der 
Achsen  aus  und  entferne  sich  bis  zum  Punkte  x,  y  von  beiden  Achsen. 
Der  Kurvenbogen,  welcher  zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem 
Punkte  X,  y  liegt,  schliesse  mit  der  Abscisse  x  und  der  Ordinate  y 
eine  Fläche  ein,  welche  einen  gegebenen  Teil  vom  umschriebenen 
Rechteck  xy  sein  soll.     Welches  ist  diese  Kurve? 

Das  Flächenelement  der  Kurve  ist  ydx,   also  die  Fläche    I  ydx. 

Soll  diese  Fläche        vom  Rechteck  xy  sein,  wo  n  jede  positive  Zahl, 
die  grösser  als  1  ist,  bezeichnet,  so  hat  man 


/^ 


ydx  =  — xy. 


Man  difPerentiiere   diese   Gleichung,    so    fällt   links  das   Integral- 
zeichen weg  und  man  erhält 

ydx  =  — ydx4 xdy 

n  n . 


x^-\ 
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and  indem  man  auf  beiden  Seiten  — ydx  abzieht,  mit  n  multipliziert 

und  die  Variabein  sondert,  nämlich  y  auf  die  eine,   x  auf  die  andere 
Seite  der  Gleichang  bringt 

y        ^  ^    X 

Die  Integration  dieser  Gleichang  gibt 

logy  =  (n  —  l)logx  +  C. 

Fär  X  =  1  sei  y  =  p;  folglich  logp  =  C.  Fährt  man  diesen  Wert 
der  Eonstanten  ein,  so  folgt 

log(f)  =  log 

Wenn  aber  die  Logarithmen  gleich  sind,  so  müssen  es  aach  die 
Zahlen  sein;  folglich  die  Gleichang  der  gesachten  Korve 

Für  n  =  */8  wird  y'  =  p*x.  Diese  Gleichung  gehört  der  kubischen 
Parabel  an.     Sie  teilt  das  Rechteck  in  Teile,  die  sich  verhalten  wie  3:1. 

Für  n=lV2  wird  y^  =  p^x.  Diese  Kurve  ist  eine  Parabel, 
welche  das  Rechteck  in  zwei  Teile  teilt,  die  sich  wie  2 : 1  verhalten. 

Für  n  =  2  wird  y  =  px  zar  Gleichung  einer  Geraden,  welche  als 
Diagonale  das  Rechteck  in  gleiche  Teile  teilt. 

128.  EntstehiiDg  eiier  Rotatitnsiache  wn  gegebenen  Inhalt  intth 
Drehnng  einer  Kurve.  Diese  Kurve  gehe  vom  Anfangspunkt  der  Achsen 
aus  und  werde  um  die  Abscissenachse  gedreht.  Dabei  beschreibe  der 
Bogen ,  welcher  zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem  Punkte  x,  y 
der  Kurve  liegt,  eine  Oberfläche,  welche  das  n fache  sein  soll  vom 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  y.     Welches  ist  diese  Kurve? 

1  /         dx^ 
Das  Bogenelement  der  Kurve  ist  d y  1/  1  +  ~7~2-     Dasselbe    be- 
schreibt  während    einer    vollen   Drehung   um  die  Achse   ein   Flächen- 

V/         dx* 
l+-j— 2".     Somit  ist  die  Rotationsfläche  gleich 


rjydyj/: 


2.|ydy|/14-^^^ 


dy« 

und   da  die  Kreisfläche  vom  Halbmesser  y  =  7ry*,  so  bat  man    ver- 
möge der  Aufgabe  die  Bedingungsgleichang 


2 


2  7rJydy|/lT|^  =  n7ry^ 
Man  dividiere  mit  tt  und  differentiiere,  so  folgt 

2ydy|/l  +  |p-  =  2nydy. 
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Dividiert  man  mit  2ydy  and  quadriert,  so  kommt 

dx=  iKn^-ldy. 
Wird  integriert,  so  erhält  man  die  gesachte  GleichoDg 

x=  ±  Yn^—  1-y, 

worin  die  Konstante  C  =  0  genommen  wurde,  weil  für  x  =  0  auch 
y  =  0  sein  soll.  Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Folg- 
lich ist  die  Rotationsfläche  eine  Eegelfläche  und  ny^  die  Grundfläche 
des  Kegels.  Die  Aufgabe  ist  fär  jeden  Wert  von  n  >  1  möglich.  Folg- 
lich können  Mantelfläche  und  Grundfläche  von  Rotationskegeln  alle 
möglichen  Verhältnisse  zu  einander  haben. 

129.  Entstehung  eines  Rotationskörpers  vnn  gegebenem  Inhalt  durch 
irehnng  einer  von  einer  Kurve  begrenilen  ebenen  Näche.  Diese  Kurve 
gehe  vom  Anfangspunkt  der  Achsen  aus.  Der  Kurvenast,  welcher 
zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem  Punkte  x,  y  der  Kurve  liegt, 
werde  um  die  Abscissenachse  gedreht.  Dabei  beschreibe  die  Fläche 
zwischen  der  Kurve,  der  Abscisse  x  und  der  Ordinale  y  ein  Volamen, 

das  —  betrage  vom  Gylinder,   dessen  Länge  die  Abscisse  x  und  des- 
sen Halbmesser  die  Ordinate  y  ist.     Man   soll  diese  Kurve  bestimmen. 
Das  Volumenelement  des  Rotationskörpers  ist  nach  Gleichung  (1), 

§  115  =7ry2dx,  also  das  Volumen  =  tt  I  y^dx.  Der  Inhalt  des 
Cylinders  ist  =ny^x.     Folglich  wird  man  nach   der  Aufgabe   haben 


/yMx  =  -i 


7t  I  y ^  a  X  =  —  TT  y^  X. 


Man  dividiere  mit  tt  und  differentiiere,  so  kommt 

y2dx=  — y2dx4 yxdy, 

ferner  dnrch  Sondernng  der  Veränderlichen 

2ii.  =  („_i)lL 

y  X 

und  endlich  durch  Integration  der  letzten  Gleichung 

21ogy  =  (n-l)logx  +  C. 

Für  X  =  1  sei  y  =  a;  folglich  wird  21oga  =  C.     Zieht  man  diese 
Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 


oder 


l0g(^)  =  (D-l)l0gX 

log(-^)   =logx»-^ 


Geht   man   noch   vod   den  LogaritbmeD   zd   deo  Zahlen  über,  f 
erh&lt  man  als  gesuchte  Gleichung 


Soll    der    RotatioDslcOrper    Vt    sein    vom    nmschriebenen    Cy linder, 
so  wird  Q  =  2   nnd   y*  =  a*  x.     Polglich   ist  der   RotatiooskOrper  ein   i 
Paraboloid. 

Soll  der  Rotati ODskSrper  '/s  eeia  vom  n m scbri ebene d  Cylinder,  so 
wird  n  =  3  and  y  =  iz  ^^^i  folglich  ist  der  Rotationskörper  ein  Regel. 

131.  Ile  lu«4rffBlwhe  Lille  tif  4er  Kigell&elie.  Die  Oberfläche 
der  Kugel  sei  eingeteilt  durch  Parallel  kreise  nnd  Meridiane  wie  die-  I 
jenige  der  Globen,  anf  welchen  die  Erdoberfläche  abgebildet  wird. 
Zieht  man  nun  auf  der  Engelfiäche  eine  Linie  so,  dass  sie  die  Meridiane 
nnter  konstantem  Winkel  schneidet,  so  heisst  diese  Linie  die  loxodro- 
mische  Kurve  (Bahn  eines  Schiffes  auf  dem  Meer).  Man  soll  ihre 
Gleichung  ableiten. 

Fjj,  40  Es  seien  {Fig.  40)  P  der  Pol,  AG  der  Aequa- 

tor  und  fg  die  loxodromische  Linie.  Man  lege 
durch  die  Punkte  f  und  e  Meridiane,  so  werde  der 
Aeqnator  von  ihnen  geschnitten  in  F  und  G.  Geht 
der  erste  Meridian  darch  A,  so  stellen  die  Bo- 
gen AF,  AG  die  Längen  und  Ff,  Gg  die  Breiten 
der  Punkte  f  nnd  g  dar.  Länge  und  Breite  eines 
Punktes  können  als  Eoord  inaten  derselben  ange- 
sehen werden.  Nun  seien: 
a    der  Halbmesser  der  Kugel, 

a  der  Winkel,  unter  welchem   die  Meridiane   von   der  Kurve  ge- 
schnitten werden, 
Lo,Io  Länge  und   Breite  eines  Punktes  auf  einer  Kngelfläche  mit 

dem  Halbmesser  1,  entsprechend  dem  Punkte  f  und 
L,  l  dasselbe,  entsprechend  dem  Pnnkte  g,    so    werden    die  Bogen 
anf  der  Rugel  mit  dem  Halbmesser  a  das  a  fache  von  Lo,lo,  etc. 
sein. 
Man  lasse  L  mnehmen    nm  dL,  so   wird  I  übergehen  in  t-fdi. 
Es  sei  der  Bogen  GH  anf  dem  Aeqnator  —  adL.     Man  lege  durch  E 
einen  Meridian;   dieser  werde  von   der  losod römischen  Linie  geschnit- 
ten in  h,   vom  Parallelkreis,   durch   g  gehend,   in  i,   so  entsteht  ein 
rechtwinkliges   Dreieck  ghi,   mit  dem   rechten  Winkel   in  i  und   dem 
Winkel  ghi  =  a,  so  dass 

gi  =  hi  ■  tangcr. 
NuD    ist  GH  =  adL,  d.  h.   dem  Bogenelement  dL,  multipliziert 
mit  dem  Radius  des  Aequators.     Gerade   so  ist  das  Bogenelement  gi 
gleich  dem   Differential   dL,   multipliziert  mit  dem  Radius  acosi  des 
Parallelkreises  in  g     Da  ferner  hi  =  adl,  so  geht  (1)  über  in 

(2)  dL-tag..^. 
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Dies  ist  duo  die  DififereDtiaigleichang  der  gesachten  Kurve.  Um  sie 
zu  iDtegriereD,  beachte  man,  dass  tang  a  konstant  ist  und  dass  den 
Ordinaten  (o,t  die  Abscissen  Lo,L  entsprechen,  so  dass 

^    dt 


(3)  L  —  Lo  =  tang  a  j    ^. 

Jio  cosl 


Um r  integrieren    zu    können,    setze   man   sinl  =  x,  so   wird 

cosl 

cos(d(  =  dx,  also  durch  Division  mit  cos^I: 

dt  dx  dx  dx 


cos  I       cos^l       1  —  sin^l       1  —  x^* 
Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2)  des  §  80 

Daher  geht  (4)  über  in 

j  cosi         y  i  —  siiii 

und   somit  (3)  in  folgende  Gleichung  der  loxodromischen  Linie: 
(6)      L  -  U  =  taug  «  Lg  l/|  +  ^  -  logl/|  +  ^" . 

L      r     1 — sm  i  y    1 — 8iuio_ 

Allein  diese  Gleichung  kommt  für  den  Gebrauch  auf  Schiffen  in  anderer 
Form  vor.     Es  ist 

cos  («  +  /?)  =  cos  acosß  —  sin  «  sin  ß ; 

daher  inr  ß  =  a:  cos  2  er  =  cos*«  —  sin*« 

oder  indem  man  cos^cr  =  1  —  sin^a  setzt: 

cos  2  a  =  1  —  2  sin*«     und     cos  2  er  =  2  cos^a  ~  1 ; 

mithin,  indem  man  a  für  2  a  einfährt 


.     1           1  /l  — cos«          ,            1           i/l+cos« 
sin -r-a  =  1/ und     cos—-«  =  1/  — ■ 

2      y      2  2      y      2 


und  durch  Division 


h-V\ 


_  ,  -  —  cos  « 
tang 


+  cos  a 
Setzt  man  hierin  90  -{-  a  statt  «,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

-«(«+i.)-)/I±li. 

Daher  aas  (6)  die  gesachte  Gleicbang 


(7)     L  -  U  =  tang  « |^log  tang  (ib  +  y )  -  'og  tang  Üb  +  ^  ")"|. 
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Far  die  Fahrt  eines  Schiffes  aaf  dem  Meere  sind  Lo,  1  aod  L,  I 
die  Längeo  und  Breiten  der  Anfangs-  nnd  Endstation  der  Bahn.  Wer- 
den diese  als  gegeben  betrachtet,  so  erb&lt  man  mittels  (7)  die  GrOsse 
tang  ce,  d.  h.  die  Ricbtong,  welche  das  Schiff  mit  Hilfe  des  Kompasses 
einscb lagen  soll. 

För  Lo  =  0  nnd  lo  "="  0  geht  (6)  über  in  die  Gleichung 


L  =  tang  a  •  log  tang  f  45  + -ä) 


einer   losodromiscbeo  Linie,   welche  in  dem  Punkte  beginnt,   wo   der 
erste  Heridian  den  Aeqoator  scbneidet.  I 

131.  VIe  Uiedrvniscke  Liile   auf  der  llierliche  it»  abgeplsttctei      ' 
Sphäreldci.     Diese  Oberfl&che  entsteht  durch  Drehung  einer  Ellipse  nm 
ihre   kleine  Achse.      Man  teile   diese   Oberfläche  durch  Pars  Helle  reise       | 
und  Meridiane  ein  nnd  lege  eine  Linie  so,  dass  sie  die  Meridiane  nnter       . 
koDBtaotem  Winkel  schneidet,   so  heisst  diese  Linie  die  loxod römische 
Kurve.  J 

Es  gelte  die  Figar  nnd  Bezeichnnng  der  vorigen  Aufgabe,  so  sind 
die  Meridiane  PF,  PG,  PH  etc.  kongruente  Ellipsen,  deren  Mlttelpankts- 
gleichuDg  ist 

Das  unendlich  kleine  Dreieck  ghi  gibt  auch  hier  den  ZasammeDhang         | 
(3)  gi  =  hi-tanga,  1 

in   welchem  gi  das   Bogenetement  des  Parallel kreises  durch  g  nnd  hi  I 
des  Bf^enelement  des  Meridians  darstelleQ.     Diese  Bogeuelemente  haben 
aber  vermGge  der  abgeplatteten  Form  des  KOrpers  andere  Werte   als 

für  die  Kugel.     Es  sind  daher  zan&chst  diese  Werte  zu  bestimmen.  : 

Auf  dem  Aeqoator  ist  GH=  adL,  anf  dem  Parallelkreis  in  glei-  ' 

eher  Weise  I 

(3)  gi  =  sdL,  ; 

f)g,  41  wo  X  =  ME  (Fig.  41)  die  Abscisse  des  Punk- 

tes g  der  Ellipse,  also  anch  den  Radios  gC       I 
des  Parallelkreises  durch  g  bezeichnet.  ' 

Um  X  ZQ  finden,  diSerentiiere  man  (1), 
so  folgt 

dy   _        b*     X  \ 

dx  a'     y  ' 


des  Winkels  ß,  den  die  Tangente  gB  an  die  Ellipse  mit  der  positiven 
lUchtong  der  Abscissenachse  bildet.  Man  ziehe  die  Gerade  gD  senk- 
recht auf  gB,  so  wird  Winkel  gDB  =  l.     Nnn  ist  ß  =  90  +  l,  daher 
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t8Dg(90  +  l)=-^-^ 


und 


(ä\  ^       i        ^  V  a*  —  x^ 

W  tang  I  =  -T 

b  X 

Die  Exzentrizität  der  Ellipse  sei  =  e,  so  ist 


^"^  -  ^'  =  e.        b  =  aKI^^ 


a 

Setzt  man  diesen  Wert  von  b  in  (4),  so  wird 

,^.  acosi 

(5)  x  = 


y  1  -  e^  sin^I 

and  somit  nach  (3)  die  eine  Seite  des  nnendlich  kleinen  Dreiecks 

acosIdL 


(6)  gi  = 


VT^  e^  sin^I 


Die  andere  Seite  h  i  dieses  Dreiecks  ist  das  Bogenelement  d  s  des 
Meridians,  für  welches  in  §  92  folgender  Aasdrack  sich  augegeben  findet 

(7)  ds  =  ad9Kr— e^sinV, 

worin  a  sin  9>  =  x  ist.  In  Gleichung  (7)  ist  nan  (p  durch  I  auszu- 
drucken.    Setzt  man  asiu^  für  x  in  (5),  so  folgt 

,^v  .  cos  I 

y  l  —  e^sm^l 

Nun  gibt  die  Differentiation  von  (8) 

V  1  —  e^sm''! 

Setzt  man  die  Werte  von  sin  9)  ans  (8)  und  d  9>  aus  (9)  in  (7), 
80  findet  man 

.  a(l~e2)dl 

(10)  ^^  = r 

(l-e^sinM)^ 

In  diesem  Ausdruck  für  ds  ist  das  positive  Zeichen  genommen  wor- 
den, weil  s  und  I  zugleich  wachsen. 

Dieser  Wert  von  ds  ist  nun  nichts  anderes  als  die  Seite  hi  des 
nnendlich  kleinen  Dreiecks.  Mit  Hilfe  desselben  und  der  Gleichung  (6) 
gibt  (2) 

(11)  dL  =  tanga'7- »  .  L. z. 

^  (1  —  e^  sinn)  cos  l 

Diese  Gleichung  ist  für  das  Sphäroid,  was  Gleichung  (2)  des  vorigen 
Paragraphen  für  die  Kugel,  nämlich  die  Differentialgleichung  für  die 
loxodromische  Linie. 

Antenheimer,  Elementarbnoh.  8 
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Um  sie  zn  integriereD,  bringe  man  sie  anf  die  Form 

r  dl  e^cosldl 

d  L  =  tang  a »   •  21 

°     L  cos  I         1  —  e-*  sinn  _ 

Da  ecosidl  =  d(esinl),  so  erhält  man  daher 

^    dl  /^^      desiul 


f»^    dl  pi      d( 

(12)  L  —  U  =  tang  a       j-  —  e  tang  a       - — 

^  "     J  lo  cos  l  J  lo   1  — 


e- 


sin'Y 


Das  erste  dieser  Integrale   ist  in  der  vorigen  Aufgabe  angegeben.     Um 
das  zweite  abzuleiten,  setze  man  z  =  e8inl,  so  wird 

d  e  sin  l  =  d  z ;         e^  sin^l  =  z^ 

desini      _       dz 
1  —  e^  sin^l         1  —  z^  ' 

Folglich  nach  der  vorigen  Aufgabe,  Gleichung  (5) 


/- 


dz  1,       1  +  z         1|        1  +  esint,^ 


1  —  z^         2     ^    1  —  z        2     ^   1  —  e  sin  t 
Daher  gibt  Gleichung  (12) 

(13)      L  -  Lo  =  tang  a  [^log  tang  (^45  +  4)  ~  ^^'«  *^°«  (^^  +  "^)j 

1  ,           r,       1  +  e  sin  l         ,     1  +  e  sin  lo  "1 
—  — e  tang  a    log r-7 log- 7-7-   . 

2  L        1  —  e  sin  l  1  —  e  sin  lo  J 

Für  to  =  0  beginnt  die  Kurve  im  Aequator  im  Abstand  Lo  vom  ersten 
Meridian.  Für  1  =  90^*  wird  L  =  oo,  d.  h.  die  Kurve  kann  den  Pol 
nicht  erreichen. 

Wenn  die  Abplattung  eine  schwache  ist,  so  bleibt  das  zweite 
Glied  rechts  ohne  merklichen  Binfluss  auf  den  Wert  L  —  Lo,  wie  dies 
für  die  Erde  der  Fall  ist. 

132.  I^«rni  der  Ketceulinie.  Eine  vollkommen  biegsame  Kette  sei 
an  ihren  Endpunkten  befestigt,  so  wird  sie  sich  senken  und  eine  Kurve 
bilden,  deren  Form  bestimmt  werden  soll  unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Gewicht  der  Kette  der  Länge  ihrer  horizontalen  Projektion  und 
ebenso,  dass  es  der  Länge  der  Kette  proportional  sei. 

Die  Kurve  wird  in  einer  Vertikalebene  liegen,  welche  durch  die 
Aufhängepunkte  A,  B  (Fig.  42)  geht.  Man  lege  in  dieser  Ebene  durch 
den  tiefsten  Punkt  C  der  Kurve  zwei  rechtwinkelige  Achsen  Cx,  Cy, 
wovon  die  erstere  horizontal  liegt.     Es  seien: 

y,  X  die  Koordinaten  CF  und  EF  eines  Kurvenpunktes  E, 

(X,  (p  die  Winkel,   welche   die  Kurve  in   den   Punkten  A  und  E   mit 
der  horizontalen  Richtung  bildet, 

P,  Q  die   Spannungen   der   Kette   in   den  Punkten  A  und  E,   in   der 
Richtung  der  Tangenten  an  die  Kurve  wirksam  und 

a, h  die  horizontale  und  vertikale  Projektion  des  Kurventeiles  AG. 
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Mau  zerlege  die  KrSfte  P  ua<\  Q  io  die  pjg^  42. 

horizoDtalcD  Seiteokrärte  P  cos  « ,  Q  cos  f, 
DDd  in  die  vertikalco  Seitenkräfte  Psidoe, 
Qainfp,  so  kann  niao  sieb  denken,  es  werde 
das  Kurvenstück  A  E  d  ircli  die  Kraft  P  cos  a 
lisch  rechts,  durch  Qcosy  nacli  links  ge- 
bogen. Damit  dieses  Slück  in  horizontaler 
Richtaug  keine  Bewegang  annimmt,  mnss 
also  sein 

(1)  Qcos9'  =  Pcosa. 

Diese  Gleichang  gilt,  wo  anch  der  Punkt  B  anf  der  Kurve  angenommen 
werde.  Daher  ist  die  Spannung  der  Kette  in  horizontaler  Richtung 
konstant.     Man  bezeichne  diese  Spannung  mit  T,  so  wird 

(2)  Q  cos  y  =  T. 

Erste  Voraussetznng.  Es  sei  q  das  Gewicht  der  Kette  für 
jede  Längeneinheit,  in  der  Richtung  der  horizontalen  Projektion  ge- 
messen, also  aq  das  Gewicht  des  Stückes  AC  und  (a  — x)q  das  Ge- 
wicht des  Stückes  AE. 

Die  Kraft  Psia«  wirkt  in  A  aufwärts,  die  Kraft  Qsln^'  in  E 
aufwärts.  Zu  dieser  letztern  Kraft  kommt  noch  das  Gewicht  (a  — x)q 
des  Knrvenstückes  AE.  Die  Kräfte  in  vertikaler  Richtnog  abwärts 
nnd  aufwärts  müssen  ebenfalls  gleich  sein.     Dies  gibt 

(3)  Qsiny  +  {a-s)q  =  p3in«. 

Dividiert  man  die  Werte  von  Qsio^  und  Qcos9>,  welche  die  Glei- 
chungen (2)  und  (1)  liefern,  so  bat  man 

,,,  Psina  — {a  — x)q 

(4)  tang  <p  = ;^ ^. 

Fnr  den  tiefsten  Punkt  wird  y  =  0  und  x  =  0;  mithin  erhält  man 
für  diesen  Pankt 

_  Psin«  —  aq 
T 
Folglich  mnss  der  Zähler  dieses  Wertes  =  0  sein,  worans  folgt 

(5)  ^-'^-— 

Setzt  man  diesen  Wert  von  a  in  Gleichung  (4),  so  kommt 
tangy=;-^. 
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Darch  IntegratioD  dieser  Formel  erhält  mao  die  Gleichung 

(6)  y=  "»^^ 


2T 


der  Kurve,  lo  welcher  die  Koostante  C  weggelassen  wurde,  weil  for 
X  ==  0  auch  y  =  0  ist.     Diese  Gleichung 

X2  = y 

q 

zeigt,  dass  die  Kurve  eine  Parabel  ist.  Man  nennt  daher  diese  Kurve 
die  parabolische  Ketten li nie.  Sie  kommt  vor  bei  Draht-  und 
Kettenbrücken,  indem  die  Brückenbahn,  welche  an  den  Drahtseilen 
oder  Ketten  h&ngt,  auf  gleiche  horizontale  Entfernung  gleiche  Belastung 
hat;  femer  bei  Seilen  und  Ketten,  welche  gleichen  Querschnitt  haben 
und  durch  starke  Spannungen  nur  eine  schwache  Biegung  annehmen  etc. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt,  dass  die  vertikale  Spannung  von 
oben  nach  unten  abnimmt  und  im  tiefsten  Punkt  =  0  wird.  Setzt 
man  in  Gleichung  (6)  fär  x  den  Wert  von  a  aus  (5),  so  wird  y  zur 
Ordinate  des  höchsten  Punktes.     Man  erhält  dafür 


-(■W)- 


Was  von  dem  Kurventeil  AG  gezeigt  wurde,  gilt  auch  vom 
Stück  BC. 

Zweite  Voraussetzung.  Es  sei  q  das  Gewicht  der  Kette  per 
Längeneinheit  derselben,  so  wird  das  Gewicht  des  Stückes  A  E  =  q  •  A  E 
sein  etc.  Rückt  der  Punkt  E  um  das  Bogenelement  ds  aufwärts,  so 
nehmen  9>  zu  um  d  9^,  x  um  d  x,  y  um  d  y.  Daher  wird  auch  die 
vertikale  Spannung  Q  sin  (f  zunehmen  um  d  (Q  sin  9).  Diese  Zunahme 
ist  aber  nichts  anderes  als  das  Gewicht  q  d  s  des  Elementes  der  Ketten- 
linie.    Daher 

d  (Q  sin  y)  =  q  d  s. 

Führt  man  hier  den  Wert  von  Q  aus  (2)  ein  und  beachtet,  dass 
T  konstant  ist,  so  wird 

(7)  dtangy  =  -^ds. 
Allein  es  ist  nach  §  6  und  §  87 

tangy  =  |^;        ^ s  =  d x |/n- (^ly . 

Führt  man  diese  Werte  in  (7)  ein,  nachdem  man    J  =  z  und  —  =  m 

dx  T 

gesetzt  hat,  so  folgt 

(8)  m  d  X  =  -  ■ 


1 
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Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man  nach  (3),  §  80 

(9)  mx  =  log(z  +  Kr+72), 

wo   die    Eonstante    der    Integration    weggelassen   ist,    weil   für  x  =  0 

dy 
aoch  z,    d.  h.  -r^  =  0  wird. 

dx 

Geht  man  in  (9)  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  aber,  so  wird 

e»«  =  z  + VT+V. 

Isoliert  man  hier  die  Wurzelgrösse  und  quadriert,  so  kommt 

Q^mx  —  2ze™^  =  1 

dy 
und   indem   man  -v^für  z  setzt 

dx 

(10)  d  y  =  i(e"»  —  e-"'')  d  x. 
Behufs  der  Integration  schreibe  man 

d  y  =  — —  e"* *  d  (m  x)  +  — —  e" ™ '^  d  (—  m  x), 
2  m  2  m 

80  gibt  die  Integration  dieser  Gleichung  nach  §  76 

Für  X  =  0  wird  auch  y  =  0 ;  daher  erhält  man  für  diese  Werte 

0  =  -^-  [1  +  1]  +  c. 

2  m 

Zieht   man  diese  Gleichung  yon   der   vorigen   ab,   so   ergibt    sich    als 
Gleichung  der  gemeinen  Kettenlinie 

(11)  y=    2--[«"'  +  «"™'-2]. 

Für  X  =  a  wird  y  =  h  zur  Ordinate  des  tiefsten  Punktes  der  Kurve. 
Aus  (10)  folgt 

(12)  tang  y  =  ^  (e'^  -^  —  e-  ™  '^). 

Wird  hierin  x  =  a,  so  verwandelt  sich  <p  in  a;  daher 

tang«  =  ^^(6*""  —  e-*™). 

Aus  Gleichung  (7)  folgt  durch  Integration 

(13),  tangy  =  ras, 

worin  s  den  Bogen,  von  C  bis^E  reichend,  bezeichnet. 

Geht  hierin  y  in   a   über,   so   wird  s   zum  ßogenstück  CA,   das 
mit  S  bezeichnet  sei.     Daher 

tang  a  =  m  S. 
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Setzt  man  die  beiden  Werte  von  tang^^  aas  (12)  and  (13)   einander 
gleich,  so  wird 

(14)  s  =  -^(e"»  -  e-"**). 

2  m 

Entwickelt  man  die  Exponentialgrössen  in  Reihen,  so  erhält  man  nach 
§  62,  Gleichung  (4) 

^    I  I    (mx)'^    ,    (mx)*    ,    (mx)*    , 

e         -         mx-t       2  2-3    ^2-3  4        • 

Dnter  der  Voraossetzuog  der  Konvergenz  dieser  Reihen  erhält  man 

1        «fi   1    (™x)*    I        (n>x)* 


(15)  y=-^-mx^Ll  +  Y-4-  +  -T 


(16)  s  =  X 


3*4*5*6 

(m  x)^  (m  x)* 


+  .. 


^+  '"2*3    "^   2.'3*4*5    ■^••J 


Wird  m  =  q :  T  sehr  klein,  sei  es,  dass  q  klein  oder  T  gross  ist, 
so  wird  s  nahe  gleich  x  und  y  sehr  klein.  In  diesem  Fall  geht  Glei- 
chung (15)  nahezu  über  in  (6),  d.  h.  die  Eettenlinie  nähert  sich  der 
Parabel. 

Die  Fläche  CEF  sei  M,  so  wird  das  Flächenelement  d  M  =  x  d  y. 
Setzt  man  hier  den  Wert  von  dy  aus  (10)  ein,  so  folgt 


(17)  M=  i^  r(e"^»  — e-°^*)xdx. 


Nun    kann   xe™*dx    integriert    werden    nach  Gleichung  (1)    von 

§  82,  indem   man  setzt  x  =  u;   e™*dx  =  dv*,    folglich   v  = e™* 

und  man  erhält 


e^'^xdx     =       — e"^ Ve°'\ 

m  m^ 


°»*xdx= e-"''' ö-e""™^ 

m  m^ 


Daher  durch  Einfuhren  dieser  Werte  in  Gleichung  (17) 

M  =  ~^-  jx  (e™  *  +  e-™  *) ~  (e"*^  —  e"'"  *)1. 

Die  Konstante  ist  weggelassen,  weil  für  x  =  0  auch  M  =  0  wird. 

133.  Form  einer  Seiltrommel  für  gleiche  statische  Momente  der 
Last  am  Seil.  Die  Achse  A  B  der  Trommel  (Fig.  43)  liege  horizontal ; 
ein  Schnitt  durch  die  Oberfläche  der  Trommel  längs  der  Achse  gebe 
die  Kurve  acb.  Dreht  sich  die  Fläche  ABba  um  die  Achse,  so 
erzeugt   sie    einen   Rotationskörper,    über    welchen    ein  Seil    gewickelt 
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sei,   an  dem  eine  Last  P  hange.     Das  Seil  begioDe  seiae  Aufwicklang 
aar  Seite   A   des   kleiaeren   Trommelhalbniessera    r.      Aaf  dieser^  Seite 
hat   das  herabh&ogeade   Seil   seine  grOsste  Länge,  die  wir  mit   L  be- 
7.eichaeD.     Wickelt  sich  das  Seil  aaf,   so  wird 
der  berabhäageode  Teil  kSrzer;  daher  aach  leich-  ^>B-  ^■ 

ter;  also  mnss  dei-  Halbmesser  der  Trommel 
daför  grosser  werden,  wenn  das  statische  Mo- 
ment, womit  Last  und  Seil  die  Trommel  drehen, 
konstant  bleiben  soll. 

In  einer  Entfemang  x  von  a  dos,  längs  der 
Achse  gemessen,  sei  der  Halbmesser  der  Trom- 
mel y  nnd  die  Länge  des  herabhängenden  Seil- 
stäckes   z.     Bezeichnet   man    das  Gewicht  des 

Seiles  per  LäDgeneinheit  mit  p,  so  zieht  bei  A  ein  Gewicht  abwärts 
=^P4-pL  am  Hebelsarm  r  und  bei  c  ein  Gewicht  =P  +  pz  am 
Hebelsarm  y.  Gemäss  der  Aufgabe  sollen  die  statischen  Momente 
dieser  Kräfte  gleich  sein;  daher 

(1)  (P  +  pz)v  =  {P  +  pL)r. 

Diese  BediügnngsgleichDDg  gestaltet  nun,  den  Zusammenhang  zwi- 
schen den  Koordinaten  x,  y  der  Kurve  acb  wie  folgt  zu  bestimmen. 
Die  Momente  (l)  sind  konstant;  man  setze  daher 

(2)  {P  +  pz)y  =  m, 
worin  die  GrOsse  m  konstant  ist,  so  folgt 


woraus  durch  Differentiation  sich  ergibt 

(3)  dz=--^-.A-^. 

p  yü 

Nnn  ist  dz  ein  Längenelement  des  Seiles;  steigt  das  Seil  um  dz, 
so  gebt  z  in  z  — dz  fiber.  Dabei  drehe  sich  die  Trommel  um  einen 
uneodlicb  kleinen  Winkel  d  a,  als  Bogen  gedacht  znm  Halbmesser  1, 
so  wird  ein  Punkt  der  Trommel  im  Abstand  y  von  der  Achse  einen 
Weg  =yda  znröcklegen.     Daher  wird  sein 

(4)  y  d  a  =  —  d  z. 

Setzt  man   nnn  die   beiden  Werte   von  dz   ans  (3)   und   (4)   einander 
gleich,  so  folgt 

Die  Dicke  des  Seiles  sei  e,  so  wird  bei  jeder  vollen  Umdrehung 
der  Trommel  das  herabhängende  Seilstnck  am  e  in  der  Richtung  der 
Achse  fortrücken,  d.  h.  das  Fortrücken  ist  e  fnr  den  Drehwinkel  2«-; 
somit  =äx  für  den  Drehwinkel  da.  Aus  der  Proportion  2  t  :  d  «  = 
e :  d  s  folgt  daher 


(6)  d«  =  ^:^dx. 
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Setzt  man  diese  Werte  von  d  a  aas  (5)  and  (6)  eiDander  gleich,  so  ist 

27r    .  m     dy 

dx  = -i 

e  p      y'  I 

und  folglich  darch  Integration 

(7)  JJL,=  _^  +  C. 

e  2  py* 

Für  X  =  0  geht  y  in  r  über;  für  diese  Werte  wird  (7)  zu 

m 
2  pr' 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (7)  ab,  so  erhält  man   den   gesuchten 
Zusammenhang 


0  =  -  -^---f  +  c. 


^^)  "~e~  "^  -  ^"V  L"!^  "  YS 


2p  L  r         y 

Ist  die  Länge  der  Trommel  =  b,  so  geht  für  x  =  b  der  Radius  y 
über  in  R.     Für  diese  Werte  wird  (8)  zu 

2w  ,  m 

—  b  =    - — 
e  2p 

4  ^  p 

Eliminiert  man  aus  den  letzten  zwei  Gleichungen  die  Grösse — 

e  m 

so  erhält  man  als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve 

1 


Z7r,   inFl  l"! 


y2  = 


r2        Vr«         RV  b 


VIII.   Bestlininaiig  von  Sehwerpunkten. 

134.  VtM  Schwerpunkt  \m  allgenelnen.  Alle  materiellen  Teile 
eines  Körpers  werden  vermöge  der  Schwere  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Erde  gezogen.  Für  Körper  auf  der  Erdoberfläche  können  die  Rich- 
tungen der  Kräfte,  welche  den  einzelnen  Teilen  entsprechen>  als  parallel 
angesehen  werden.  Der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  dieser  parallelen 
Kräfte  heisst  der^  Schwerpunkt  des  Körpers.  Für  gewisse  einfache 
KörperformenJIässt  sich  der  Schwerpunkt  sogleich  angeben.  So  ist  der 
Schwerpunkt  einer  homogenen  Kugel  in  ihrer  Mitte,  der  Schwerpunkt 
eines  homogenen  Cylinders  in  der  Mitte  seiner  Achse  etc.     Es  seien 

P,  P',P", ..  die  Gewichte  solcher  Teile  eines  Körpers,  deren  Schwer- 
punkte man  kennt, 

X,  x^  x'^ . .  die  horizontalen  Abstände  der  Schwerpunkte  dieser  Teile 
von  einer  horizontalen  Drehachse  und 

z  der  horizontale  Abstand   des  Schwerpunktes   des  ganzen  Körpers 
von  dieser  Achse, 
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I   so  ist  {P  +  P' +  P"  +  .,}z    das    statische   Moment  des   Körpers    nnd 
F  X  +  P'  x'  +  P"  x"  +  . .   die  Samme  der  statischen  MomeDte  der  ein- 
zelDOD  Teile  des  Körpers.    Da  beide  Werte  für  den  Znstand  des  Gleich- 
gewichtes einander  gleich  sein  mOssen,  so  hat  man 
(11  =   Pit  +  P'x'  +  P"x"  +  ..    ^  SPx 

wo  der  griechische  Buchstahe  S  (Sigma)  anzeigt,  dass  eine  Summe 
gleichartiger  Teile  berznstellen  sei.  Ist  einer  dieser  Teile  das  Differen- 
tial des  Ganzen,  so  geht  das  Sammenzeichen  £  in  das  Integralzeichen  I 

aber. 

Wenn  V,  V,  V", . .  die  Rauminhalte  der  Teile  des  Körpere  und  p 
das  Gewicht  der  Gubikeinheit  der  homogenen  Masse,  so  ist  P  =  V  p, 
P'  =  V'p, ...     Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (1),  so  erhalt  man 

f2l  =   Vx-|-V'x-[-V"x"-|-..    ^  £Vx 

Sind  die  Körperteile  Prismen  mit  gleicher  Höhe  h  und  den  Grand- 
flächen  F,  F'.  F", ...  so  wird  V  =  F  h.  V  =  F'  h, . .  Setzt  man  diese 
Werte  in  (2),  so  kann  man  Zähler  und  Nenner  mit  h  dividieren  und 
man  erh&lt 

Fx  +  F'x'-|-F"x"-f..   ^  2Fx 
W  F+F'-|-F"-|-..  SF' 

Sind  die  Körperteile  Prismen  von  gleichem  Querschnitte  q  mit 
den  Ulngen  L,  L',  L", ..,  so  wird  V  =  Lq,  V'  =  L'q, ..  und  man  er- 
hält ans  (2)  durch  Division  des  Zählers  und  Nenners  mit  q 

(4)  =  Lx-|-L'x'-1-L"x"  +  ..    _  ^Lx 

^  '  '  L  +  L'  +  L"  +  . .  2  L  ■ 

Das  statische  Moment  kann  also,  je  nach  der  Aufgabe,  durch  P  x,  V  x,  F  x 

oder  Lx  ausgedruckt  werden. 

135.  Schwerpiikt  eiiei  Kreisbageas.  Es  sei  der  Halbmesser  A  D 
(Fig.  44)  senkrecht  aof  der  Sehne  B  C,  welche  durch  die  Endpunkte 
des  Bogens  geht,  so  liegt  der  Schwerpunkt  des  Bogens  in  diesem 
Halbmeaaer.  Es  sei  r  der  Halbmesser,  b  die  Bogenlänge,  a  die  Sehne, 
ra  =  Bogen  BD,  r  y  =  Bogen  Dm  und  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes des  Bogens  vom  Mittelpunkte  A  —  z. 

L&sst   man  V  in  V  +  d  y  flbergehen,   so  geht  psg.  44. 

der  Bogen  r  9"  in  r  (y  +  d  y)  =  D  n  über,  so  dass 
das  Bogenelement  mD  =  rd9'  wird.  Die  Entfer- 
nung dieses  Elementes  von  A,  in  der  Richtung  AD 
gemessen,  ist  —rcos<P;  folglich  das  statische  Mo- 
ment des  Bogenteiles  für  eine  Drehachse  durch  A, 
parallel  zu  B  0,  gleich  r  d  9>  ■  r  cos  9)  —  r'^coa<pd^. 

Wird   der  Bogen  D  B   in   unendlich   viele  Ele- 
mente rd<p  abgeteilt,  das  Moment  eines  jeden  1 
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geschrieben  und  die  Somme  dieser  Momente  gebildet,  so  erhält  man 
das  Moment  des  Bogens  D  B.  Diese  Snmmierang  ergibt  sich  nach 
§100  durch  Integration  des  vorstehenden  Differentials.     Man  erhält 


r« 


I    cos  f>  d  9^  =  r^  sin  a. 


Ebenso  gross  ist  das  Moment  des  Bogens  C  D.  Das  Moment  des 
ganzen  Bogens  ist  daher  =2r^8ina  =  ra.  Nun  ist  aber  aach  das 
Moment  des  ganzen  Bogens  für  dieselbe  Drehachse  =  b  z.  Durch 
Gleichsetznng  beider  Momente  folgt  der  gesuchte  Abstand 


a 
z  =  r 


/ 


ydyKp*  +  y»  =  |(p*  +  y*)*+C. 


Folglich   die  gesachte  Summe  der  Momente,  indem    man   das  Integral 
von  y  =  0  bis  y  =  y  nimmt 

(pi.  +  y^y  _  p, 


(1) 


Ü^'^^TF. 


Das  statische  Moment  des  Bogenteiles  d  s   mit  Rücksicht  auf  die 
Ordinatenachse  als  Drehachse  ist 

xds  =  4^KFT^. 

Nach  Gleichung  (12),  §  82,  ist  aber 


b' 

Für  einen  Halbkreis  ist  a  =  2  r,  b  =  tt  r;  also 

2 
z  =  — r. 

ir 

136.  Schwerpunkt  einet  Farabflli^gens.  Aus  der  Gleichung  y^  = 
2  p  X  der  Parabel  folgt  durch  Differentiation  y  d  y  =  p  d  x.  Mithin  er- 
hält man  für  das  Element  des  Bogens  s,  liegend  zwischen  dem  Scheitel 
der  Parabel  und  dem  Punkte  x,  y 

ds  =  Yd^J~+~df  =  ^  KpM^ 

Das  statische  Moment  dieses  Bogenteilchens  d  s  mit  Rücksicht  auf 
die  Abscissenachse  ist 

yd  8  =  — ydyKp*+y^. 

Wird  dieses  Differential  integriert,  so  erhält  man  die  Summe  der 
statischen  Momente  aller  Teile  des  Bogens  s.  Nun  ist  nach  Gleichung  (11), 
§  82 

8 


y'  iA„2  -L 

.  «2     1      P         «  1/  ,>2  _L  „2          r.2  U„  /'„  _L 

.  1/  ^2    1 

„2 

Dieses  lategral,  zwischen  den  Grenzen  y  =  0  und  y  =  y  genommen, 
ist  die  Samme  der  statischen  Momente  aller  Teile  des  Bogons  s  mit 
Rücksicht  anf  die  Ordinatenachse.     Diese  Summe  ist  daher 


(2) 


f^Vp'  +  y'  +  YQ  y KpM  y' - p^ log y  +  ^P' "^ ^ 


Dividiert  man  die  Momente  (1)  und  (2)  durch  die  Länge  des 
Parabelbogens,  wie  sie  in  §  90  angegeben  ist,  so  erhält  man  die  Ab- 
stände des  Schwerpunktes  des  Bogens  von  der  Abscissen-  und  Ordi- 
natenachse. 

137.  Sckwerpnskt  der  CykUide.  Nach  §  93  ist  das  Bogenelement 
der  Cykloide 

d  s  =  a  y  2  (1  —  cos  y)  d  y. 

Dieses  Element  hat  den  Abstand  y  =  a  (1  —  cos  9^)  von  der  Grund- 
linie, also  ist  sein  statisches  Moment  mit  Räcksicht  auf  die  Grundlinie 
als  Drehachse 

y  d  s  =  a^  (1  —  cos  q>)  Y'l  (1  —  cos  y)  d  y . 
Nun  ist  1  —  cosy  =  2  sin  f -^  );  folglich 

yd8  =  8a^sin'(|-)d(|-) 

Das  Integral  hiervon  ist  nach  Gleichung  (12),  §  80 

Jyds  =  8a^[--J-sin*(f)cos(-|-)-|cos(|-)]  +  C. 

Dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  bis  (p  =  ^  ist  das  stati- 
sche  Moment  für  den  Bogen  s,   reichend    vom  Anfangspunkt  bis  zum 
I     Punkt  X,  y.     Dieses  Moment  ist  daher 

Für  die  halbe  Cykloide  ist  hierin  y  bis  2  a  und  9  bis  w  auszudehnen. 
Somit  ist  das  statische  Moment  der  halben  Cykloide 

r^*    j         16  a2 

(2)  J^  y^«  =  -T- 

Dividiert   man  die  Momente  (1)    und    (2)    durch   die    Länge    der 
betreffenden  Bogenteile,  so  erhält  man  die  Abstände  der  Schwerpunkte 


dieser  Bogen  vod  der  GraDdlioie.     FSr  die  Läoge  der  halbeo  Cjitloide 
ist  (§  93)  s  =  4a;  folglich  der  gesachte  Abstaad 


1S8.  SchwerMikl  el>er  »reiceksl&tke.  Es  sei  BC-a  (Pig.  45) 
die  Basis  nod  AD  =  h  die  Höhe  eines  Dreiecks.  Mao  nelmie  diese 
Höhe  zar  Abscissearicbtang  an.  Der  Abscisse  A  E  —  s  entspreche  eine 
0  rd  i  Daten  so  mme  m  E  +  n  E  =  y,  so  wird  vermöge  der  aholicbeD  Dreiecite 
Amn  and  ABC  sein 

y  ;  a  =  K  :  h. 

Der  Inhalt  des  FläcbeDelementes  iSngs  der  Ordinate  nin  wird 
deshalb  sein 


Dieses  PlftcheDelemeDt  bat  von  der  Ordinateoachse  A; 
deo  Abstand  x ;  folglich  ist  sein  statisches  Moment 
mit  der  Ordinatenachse  als  Drehachse 


h 
Folglich  die  Summe  der  stat.  Momente  aller  Flächenteile  des  Dreiecks 


:/> 


Ndu  ist  die  Dreiecks  fläche  =0,5  ah;  also  ihr  Moment  in  Bezog  auf 
die  Ordioaie Dachse  =0,5ahz.  Setzt  man  diese  Momente  einander 
gleich,  so  kommt 

Der  Schwerpnukt  eines  Dreiecks   ist   somit   nm  §  der   Hohe  von 
der  Spitze  eotfernt. 

139.    Schwerpiikt  elier   Trapeiläfhe.      Die   parallelcD   Seiten   des 
Trapezes  (Fig.  46)   seien   a  und  b,   wobei  a>b,  die   Höbe  h.     Man 
lege   im  Abstand  x  von  b   aas   eine  Gerade  =  y 
Fig.  46.  durch    das    Trapez,   parallel   zu   b,    so   wird  die 

PIBche  in  zwei  Trapeze  geteilt,  deren  Inhalt  zd- 
sammen  gleich  sind  dem  Inhalt  des  Ganzen.  Dies 
gibt  folgende  Gleichung 


Zieht  man  im  Abstand  dx  von  y  eine  Parallele  zu  y,  so  entsteht 
I  Plächenelemeot  ydx,  dessen  Abstand    von  b  gleich  x  ist.     Mitbin 


wird  das  statische  Momeot  <lieses  FlSchenelementes  mit  Rncksicbt  auf 
die  Parallele  b  als  Drehachse 

yxdjt  =  bxdx  +  ?^j(Mx. 

Wird  diese  GleichtiDg  zwischeo  den  Grenzen  x  =  0  und  x  —  h 
iotegriert,  so  erhält  man  als  Summe  der  statischeD  Momente  aller 
Flächen  teile  des  Trapezes 

bhä       a-b 


r(-+^'')-- 


Wenn  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vod  der  Parallelea  b  =  z 
ist,  ao  wird  das  Moment  der  ganzen  Trapezfläcbe  =^(a-]-b)hz. 
Setzt  man  diese  Momente  einander  gleich,  so  ergibt  sich 


i  +  b    ■ 


14f.   Sehwerpmkt  eti«   HrcisausachBltles.     Der  Schwerpunkt  des 
Kreisausschnittes  ABC  (Fig.  47)  liegt   auf  dem  Halbmesser  A  D,  wel- 
cher   senkrecht    auf  der    Sehne  B  C  steht.     Der  Ab- 
stand   dieses    Schwerpunktes    vom    Mittelpunkt  A    sei  ^iH'  ^7- 
=  z,  der  Halbmesser  =  r,  der  Bogen  Dm  =  r^,  der 
Bogen  BD  =  r«.     Es  gehe  9  in  <p -\- 4ip   über,   so 
nimmt  der  Bogen  T>p  um  rd^'^^m"  ^^-     Zwischen 
den  Radien  Am  und  An  liegt  eine  unendlich  kleine 
Dreiecksfläcbe ,    deren    Grundlinie    mn^rd^'    nnd 
deren  H6he  Am  =  r  ist.      Ihre  Fläche  wird  daher 
sein  =  ^  r^  d  y.     Der   Schwerpunkt  dieser  Dreiecks- 
fläcbe  hat  den  Abstand  fr  von  A.     Die  Pro)ektioD 
dieser  Entfernung  auf  AD  ist  f  r  cos  9).     Somit  ist  das  statische  Moment 
dieses   Fl&chenteiles  in  Bezug  auf  eine  Drehachse,   welche   durch   den 
Mittelpunkt  A  geht  and  parallel  znr  Sehne  BC  liegt,  gleich 

^r^dy-|rcosy  =  ^r*cosydy. 
Das  Integral  dieses  Ausdruckes   zwischen  den  Grenzen  ff  =  —  a  und 
tp  =  -\-a  ist 

f  r*  sin  et. 

Dieses  Integral  ist  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Drei- 
ecke Amn,  welche  im  ganzen  Rreisansscbnitt  enthalten  sind.  Da  nun 
die  Fläche  des  ganzen  Kreisaasschnittes  ==T^a,  so  wird  ihr  Moment 
mit  Rücksicht  auf  die  gleiche  Achse  sein  =T^a%.  Ans  der  Gleich- 
setzang  dieser  Momente  folgt 


Ul.  Schwerpukt  eiaei  HreiMbachBittes.  Es  sei  CBD  (Fig.  46) 
dieser  Abschnitt.  Man  ziehe  einen  R&dins  AD  senkrecht  auf  die 
Sehne  BC,  so  wird  der  Schwerpunkt  in  diesem  Radius  sein.  Wenn 
der  Hittelpunkt  A  des  Kreises  zum   Anfangspunkt  nnd   dieser  Radius 
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zar  AbacisBenachse  genommen  nirH,  so  ist  die 
Gleichang  des  Kreises  y  =  Va*  —  x'.  Das 
PlScheoelemeot,  welches  zur  LSnge  die  Doppel- 
ordinate  2y  iimi  zur  Breite  dx  hat,  ist 

2ydx  =  sKa*  — x*dx, 
and  das  statische  MonieDt  desselben,  weaa  die 
Ordinatenachse  zur   Drehachse  geDomraen  vird 

2xydx  =  2sKa*  —  x*ds. 
Man  iDtegriere  diese  Ausdrücke  Dach  den  GleichuDgeo  (8)  und  (10), 
82,  DQd  nehme  die  Integrale  zwischen  den  Grenzen  x  =  x  nnd  x  =  a, 
3  erhält  man 


— r X  K  a"  -  x''  -  a' 


Das  erste  dieser  Integrale  ist  die  Fläche,  das  zweite  das  statische 
Moment  des  Kreisabschnittes.  Dividiert  man  den  letztern  Wert  durch 
den  erstem,  so  erhält  man 


ifdx 

-i«'(l 

-  CO.  SP) 

d(P. 

(1- 

»s»)«- 

l-Sco. 

•f  +  3co 

Sy  — cos 

■», 

fc. 

9P<H»  = 

l.i.,c 

...+J 

-IP  +  C, 

als  Entfernung  des  Schwerpunktes  des  Kreisabschnittes  vom  Mittelpunkt 
des  Kreises.     Kür  den  Halbkreis  wird  x  =  0,  also 


142.    Schweii^iikt  itr  tlit^t   iwiichea   clier  CjrkUidc   »d    Ikrei 

fimdlliie.     Aus  den  Gleicbaogen  x  =  a  (91  —  sin  9'),  y  =  a  (1  —  cos  9) 
der  Cykloide  (§  93)  erhält  man  als  Wert  des  Flächenelementes 
ydx  =  a*(l  —  cos9>)'d  y. 

Der  Schwerpunkt  dieses  Elementes  hat  einen  Abstand  =0,6y 
von  der  Grnndlinie;  folglich  ist  das  sUtische  Moment  dieses  Elementes 
mit  Rücksicht  auf  die  Grnndlinie  als  Drehachse 


j  coa  V  d  V  =  —  sin  y  cos^tp  -j-  -■ 
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Folglich 

I  (1  —  cosy)My  =  V>  —  3s\uq>  +  — sioycosy 

3  1  2 

+  y  y  —  y  Siu  y  cos  y  2  y  __  g|„  y  ^  Q 

Mithio  die  Summe  der  statisclieu  Momeule  aller  Flftcheoteile  zwi* 
sehen  den  Grenzen  y  =  0  bis  y  +  V 

1   /*                1       rö  y       1 1  3  1  1 

—  ly^dx  =  —  a^    — —  siny  4-  —  sin9>cosy  —  —  sin^cos^y   . 

Dividiert  man  dieses  Integral  durch  das  Integral    1  y  d  x     der    Fläche, 

wie  dasselbe  in  §  108   dargestellt  ist,   so  erhält  man   den  Abstand  z 
des  Schwerpunktes  der  FJäche  von  der  Grundlinie. 

Für  die  ganze  cyifloidische  Fläche  erhält  mnn 

a^    r*27r  OTT 


a^ 


and  da  die  ganze  Fläche  =3a^7r,  so  ist  das  staliscbe  Moment  der- 
selben  =  3  a^  TT  z ;  folglich  wird  sein 

3a^7rz  =  |^7ra^;         z  =  |^a. 

143.  Schwerpmkt  einer  Parabeliache.  Die  Gleichung  der  Parabel 
ist  y^  =  2px  und  das  Flächenelement  derselben  =ydx.  Der  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  der  Fläche  ydx  von  der  Ordinatenachse  ist 
=  X,  von   der  Abscissenachse  =0,5y;  folglich  ihr  statisches  Moment 

^ 

in  Bezug  auf  die  Ordinatenachse         xydx  =  y^2px*'*  dx, 

in  Bezug  auf  die  Abscissenachse   0,5  y^  d  x  =  p  x  d  x. 

Also  das  statische   Moment   der  Fläche  zwischen   der  Abscisse  x  und 
der  Ordinate  y 


1/ p^   —  2x^v 

in  Bezug  auf  die  Ordinatenachse   K  2p  I    x^dx  = —, 

J  0  5 

xdx  =  TTpx^. 
0  2 

Nun    ist   die    Parabelfläche  =^   vom    umschriebenen    Rechteck,    also 
=  |^xy;  mithin  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Parabelfläche 

von  der  Ordinatenachse  fx^y:fxy  =  fx, 

von  der  Abscissenachse  yP^^'f^y^^fy« 

144.  Schwerpankt  einer  Nacheni«ne  der  Kagei.     Die  Mittelpunkts- 
gleichang  eines  Kreises  ist  y  =  Ka^  —  x^,  das  Bogenelement  desselben 

V^dx^  +  dy^  =  —  dx.     Dreht  sich  der  Kreis  um  seine  Abscissenachse, 

y 


—     128     — 

80  beschreibt  das  BogeDelement  eine  Flächenzone  27ryy^dx^  +  dy^ 
=  27radx.  Das  statische  Moment  dieses  Flächenteils  in  Bezag  anf 
die  Ordinatenachse  ist  =  2  7raxdx;  folglich  das  statische  Moment  einer 
Zone  von  anbestimmter  Breite 


2'7ra  jxdx  =  irax^  +  C. 


Hat  die  Zone  die  Höhe  h  und  steht  ihr  grösserer  begrenzender 
Kreis  am  x  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  ab,  so  ist  das  Moment  der 
Zone,  wenn  sie  auf  derselben  Seite  des  Kugelmittelpunktes  liegt 

2  IT  a  r       X  d  X  =  Tr  a  [(x  +  h)2  -  X*]  =  TP  a  (2  X  h  +  h^). 

Nun  sei  z  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Zone  vom  Kugel- 
mittelpnnkt  und  da  der  Inhalt  der  Zone  =  2  t  ah,  so  ist  das  Moment 
der  Zone  =  2  ir  ahz;  folglich  kommt  durch  Gleichsetzung  dieser  Momente 

Z  =  X  +  y. 

Der  Schwerpunkt  liegt  also  in  der  Mitte  der  Höhe  der  Zone. 

145.  SchwerpBDkli  einer  Körperitne  der  Kugel.  Die  Mittelpunkts- 
gleichuug  des  Kreises  ist  y*  =  a^  —  x^.  Dreht  sich  dieser  Kreis  um 
die  Abscissenachse,  so  beschreibt  die  Ordinate  y  eine  Kreisfläche  vom 
Inhalt  y^  ir,  folglich  ist  das  scheibenförmige  Volumenelement  der  Körper- 
zone y^irdx  =  7r(a^  —  x^)dx  und  der  Inhalt  einer  Körperzone,  deren 
begrenzende  Kreise  um  h  und  h'  vom  Kugelmittelpunkt,  nach  derselben 
Seite  hin,  abstehen 


IT 


J      (a2  -  x2)  d  X  =  7r  I  a2  (h'  -  h)  -         ^     . 


Das  statische  Moment  des  Volumenelementes  in  Bezug  auf  die 
Ordinatenachse  als  Drehachse  ist  =  ^(a^  —  x^)xdx;  folglich  das  Mo- 
ment obiger  Zone 

7r  J""  (a^x  -  x^)  d  X  =  |-  p  (h'2  -  h^)  -  1  (h'*  -  h*)]. 

Folglich  der  Abstand  z  des  Schwerpunktes  der  Zone  vom  Kugelmittelpankt 

1   a2(h'2-h2)--^(h'*-h*) 


z  = 


2     ä2(h'-h)-i(h'»-h»)   • 

Für  die  Halbkugel  wird  h'  =  a,  h=0;  somit  Abstand 

z  =  f  a. 

146.  Schwerpnnkt;  einer  Pyramide.  Es  sei  a  die  Grundfläche  and 
h  die  Höhe  der  Pyramide.  Man  lege  im  Abstand  x  von  der  Spitze 
der  Pyramide  einen  ebenen  Schnitt  durch  den  Körper,  parallel  zur 
Grundfläche  und  bezeichne  diesen  Schnitt  durch  y,  so  ist 

y:a=,x'*:h2,  y  =  -~-x\ 


—      129     — 

Das  VolamenelemeDt  hat  zar  Grandfläche  y  und  zar  Dicke  dx, 
also  zum  Inhalt  ydx  = -r-g-x^dx.  Folglich  ist  der  Inhalt  der  ganzen 
Pyramide 

a    r***  «  ,        1 


,  2   ,    ^^dx  =  -~ah. 


Das  statische  Moment  des  Volumenelementes  in  Bezug  auf  eine  Achse 
durch  die  Spitze  der  Pyramide,   welche  parallel  zur  Grundfläche  liegt, 

ist  xydx  =  -r^-x^dx;  folglich  das  statische  Moment  der  ganzen  Pyramide 


a    p" 
h^Jo 


h  i 

x^dx  =  — -ah^ 


Für   den  Abstand  z  des   Schwerpunktes   der  Pyramide  von  der  Spitze 
ergibt  sich  deshalb  der  Wert 

z  =  |^ah^:^ah  =  f  h. 

147.  SchwerpuDkt  elues  Paraboloids.  Derselbe  liegt  in  der  Achse 
des  Körpers;  sein  Abstand  vom  Scheitel  sei  z.  Die  Gleichung  der 
Parabel,  durch  deren  Rotation  das  Paraboloid  entsteht,  ist  y^  =  2px; 
folglich  das  Volumenelement  des  Rotationskörpers  ^y^dx  =  27rpxdx 
und  das  statische  Moment  desselben  für  eine  Drehachse,  welche  durch 
deo  Scheitel  geht  und  senkrecht  auf  der  Achse  des  Paraboloids  steht 
=  2  ^  px^dx.  Das  statische  Moment  eines  Paraboloids  von  der  Achsen- 
lange  X  ist  daher 


2  7rp       x*dx  =  -^7rpx^ 
t/  0  *> 


Da  aber  der  Inhalt  des  Paraboloids  =  p  ^  x^,  so  wird  sein 

p^x^'Z  =  f  Trpx^;  z  =  f  X. 

148.  (luldlD^s  Regel   inr  Bestimmung  ?# n  R^tatitnsflächeD.     Es  sei 

y  =  f  (x)  die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve,  bezogen  auf  rechtwinkelige 
Koordinatenachsen ;  folglich  ist  das  Element  des  Bogens  s  dieser  Kurve 

ds  =  V^dx^  +  dy^.      Multipliziert    man    dieses    Element    mit    seinem 
Abstand  y  von   der  Abscissenachse ,   so   erhält  man   sein  Moment  für 

diese  Achse  =  y  Kd  x^  +  d  y^,  folglich  das  Moment  des  ganzen  Bogens 
=  JyKdx2  +  dy2. 

Nun  sei  z  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Bogens  s  von  der 
Abscissenachse ,  so  ist  das  Moment  des  Bogens  auch  =  s  z.  Folglich 
erhält  man  durch  Gleichsetzung  dieser  Momente 


lyV^dx^  +  dy^=  zs. 


Auten heimer,  Elementarbach. 
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Maltipliziert  man  diese  Gleichang  mit  2ir,  so  ist 

2ffJyKdx^  +  dy«  =  2irz.8. 

Nan  ist  aber  die  linke  Seite  die  Oberfläche,  welche  darch  eine 
volle  Rotation  des  Bogens  s  am  die  Abscissenachse  entsteht.  Folglich 
ist  diese  Rotationsfläche  gleich  dem  Wege  2irz,  welchen  der  Schwer- 
punkt der  Generatrice  s  während  der  Rotation  beschreibt,  maltipliziert 
mit  der  Länge  der  Generatrice. 

Beispiel  1.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse 
=  a,  und  dessen  Katheten  b  und  c  sind,  drehe  sich  um  die  Kathete  b, 
so  beschreibt  die  Kathete  c  eine  Kreisfläche  und  die  Hypotenuse  einen 
Kegelmantel. 

Der  Schwerpunkt  von  c  liegt  in  der  Mitte  dieser  Linie,  also  ist 
der  Weg  des  Schwerpunktes  von  c  bei  einer  vollen  Drehung  =9rc; 
folglich  die  Kreisfläche  =  v  c^. 

Der  Schwerpunkt  der  Hypotenuse  beschreibt  bei  jener  Drehung 
den  Weg  ^c;   also  ist   der  dadurch  entstandene  Kegelmantel  =irca. 

Beispiel  2.  Bin  Kreis  und  eine  Gerade  liegen  in  einer  Ebene. 
Der  Halbmesser  des  Kreises  sei  =  r,  der  Abstand  seines  Mittelpunktes 
von  der  Geraden  =  a ,  wobei  a  >  r  vorausgesetzt  wird.  Dreht  sich 
nun  der  Kreis  um  die  Gerade  als  Achse,  so  beschreibt  die  Kreislinie 
eine  ringförmige  Oberfläche,  welche  für  eine  volle  Rotation  =  2  a  9r  •  2  r  v 
ist,  weil  die  Länge  der  Generatrice  =  2  r  t  und  der  Weg  des  Schwer- 
ponktes  derselben  =  2  a  ?r. 

Beispiel  3.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  Halbkreis- 
linie von  ihrem  Mittelpunkt  sei  =z,  der  Halbmesser  derselben  =  r. 
Man  drehe  diese  Linie  um  ihren  Durchmesser,  so  beschreibt  sie  eine 
Rotationsfläche  =  2  ^  z  •  ir  r.  Allein  diese  Rotationsfläche  ist  eine  Kngel- 
fläche,  deren  Inhalt  auch  =  4  r^  7r ;  folglich  erhält  man  durch  Gleich- 
setzung 

2 

z  =  — r. 

149.  Gttidin's  Regel  lur  Bestinmung  ?«ii  Rotatit nskörpern.     Es  sei 

y  =  f  (x)  die  Gleichung  einer  Kurve  und  F  die  Fläche,  welche  zwischen 
der  Kurve,  der  Abscissenachse  und  zwei  Ordinaten  liegt,  so  ist  das 
Element  der  Fläche  dF  =  ydx.  Der  Schwerpunkt  dieses  Elementes 
hat  einen  Abstand  =\y  von  der  Abscissenachse;  folglich  ist  das 
statische  Moment  dieses  Elementes  in  Bezug  auf  die  Abscissenachse 
als  Drehachse  =^y^dx  und   die  Summe  der  Momente  aller  Flächen- 


töile,  welche  F  enthält  =—  jy^dx. 


Der   Schwerpunkt  der  Fläche  F  stehe  um  z  von   der   Abscissen- 
achse ab,  so  ist  Fz  das.  Moment  dieser  Fläche;  folglich  muss  sein 


iJy*dx  =  Fz. 


Darch  HaltiplikatiOD  mit  2ir  ergibt  sich 


Hm 


"'/■ 


iry'ds   das  Volomen,   welches  die  Fl&che  P  bei  einer 

TolIeD  Rotation  am  die  Abscisseoachse  beschreibt.  Folglich  ist  der 
RotatioüskCrper  gleich  dem  Wege  2icz,  welchen  der  Schwerpunkt  der 
Fläche  bei  ihrer  RotaÜon  zurücklegt,  multipliziert  mit  dem  Inhalt  F 
dieser  Fläche. 

Beispiel  1.  Bin  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Katheten  a 
and  b  seien,  drehe  sich  um  seine  Hypotenuse.  Welches  Volumen  be- 
schreibt die  Dreiecksfläche  bei  einer  Drehung? 

Es  sei  der  Winkel ,  welcher  der  Kathete  a  gegenüberliegt  =  a, 
so  ist  das  Lot  von  der  Spitze  des  rechten  Winkels  aaf  die  Hypotenuse 
=  bBiDB;  folglich  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Dreiecksfläche 
von  der  Hypotenuse  =  ^  b  sin  a  and  der  Weg,  welchen  dieser  Schwer- 
pDokt  bei  einer  vollen  Rotation  beschreibt  =  ^it  b  sin  cc.  Da  die  Dreiecks- 
fläche =  ^  ab,  so  ist  das  gesuchte  Volomen 
V  =  |Tbsina-iab. 


Allein  es  ist  die  Hyotennse  =  Va*  -f 
Hiernach  wird  das  gesuchte  Volumen 


b^,  folglich  sin  a  = 


Va'  +  b«' 


3  Va*  +  b«' 

Beispiel  2.  Han  soll  den  Abstand  z  des  Schwerpunktes  einer 
Halbkreisfi&che  von  ihrem  DurchmeaBer  bestimmen. 

Wenn  sich  die  HalbkreisfiScbe  um  ihren  Dnrclimesser  3  r  dreht, 
so  entsteht  ein  Volumen  =^r'ff.  Die  Fläche  des  Halbkreises  ist 
=  -Jr^ir,  folglich  muss  sein 


^r». 


=  — -  r*  IT  ■ 


Fig  49 


Beispiel  3.  Ein  Kreisabschnitt  GBD  (Fig  49)  drehe  sich  um 
eine  Achse  Ay,  welche  zar  Sehne  BC  parallel  liegt  Mau  soll  das 
vom  Kreisabschnitt  bei  einer  vollen  Dmdrehang  beschriebene  Volamen  V 
bestimmen. 

Man  lege  die  Achse  A  s  senkrecht  zu  B  C 
Es  seien  a  der  Halbmesser,  s,  y  die  recht 
winkeligen  Koordinaten  des  Ereisponktes  C, 
so  ist  die  Sehne  BC  =  2y  und  somit  das  zu 
BC  parallele  Flächenelement  =3yds.  Bei 
einer  vollen  Drehung  um  die  Achse  Ay  be 
schreibt  sein  Schwerpunkt  den  Weg  2«'x; 
also  ist  das  von  ihm  beschriebene  Volomen- 
element  =  2iri-2yds.  Allein  es  ist  x'  = 
a'  ~  y*,  folglich  xdx  =  —  ydy,  Hierfflr  wird 
das  Volnmenelement  =  — 4iry'dy;  folglich 
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V=r  — 4iry2dy  =  yy'7r. 


Der  lohalt  dieses  ringförmigen  Körpers  ist  also  gleich  einer  Kugel 
vom  Halbmesser  y. 


IX.    Aufgaben  ttber  die  Bewegung. 

159.  Ueichförmige  BewegiDg.  Eine  Bewegung  heisst  gleichfömig, 
wenn  das  Bewegliche  in  gleichen  Zeitelementen  gleiche  Wege  zurück- 
legt. Eine  gleichförmige  Bewegung  kann  nur  eintreten,  wenn  während 
der  Dauer  der  Bewegung  auf  das  Bewegliche  keine  Kraft  einwirkt  oder 
die  auf  dasselbe  einwirkenden  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten. 
Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegung  ist  der  Weg,  welcher 
in  der  Zeiteinheit  (Sekunde,  Minute  ^etc.)  zurückgelegt  wird. 

Bezeichnet  v  diese  Geschwindigkeit  und  x  den  in  t  Zeiteinheiten 
zurückgelegten  Weg,  so  ist 

X  =  V  t. 

• 

151.  tvleichfornig  feräuderte  Bewegung.  Wenn  das  Bewegliche  in 
gleichen  Zeitelementen  ungleiche  Wege  durchläuft,  so  heisst  die  Be- 
wegung ungleichförmig.  Eine  solche  Bewegung  kann  nur  eintreten, 
wenn  auf  das  Bewegliche  eine  Kraft  beschleunigend  oder  verzögernd 
einwirkt.  Dadurch  ändert  sich  die  Geschwindigkeit.  Unter  Geschwindig- 
keit in  einem  bestimmten  Augenblick  versteht  man  alsdann  den  Weg, 
welchen  das  Bewegliche  in  der  nächsten  Zeiteinheit  gleichförmig  zurück- 
legen würde,  wenn  dasselbe,  ohne  Einwirkung  einer  Kraft,  sich  selbst 
überlassen  wäre. 

Nimmt  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeitteilen  um  gleichviel 
zu  oder  ab,  so  ist  die  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt  oder 
gleichförmig  verzögert.  Diese  Bewegung  ist  die  Folge  einer  kon- 
stant wirkenden  Kraft.  Die  bei  einer  solchen  Bewegung  in  der  Sekunde 
eintretende  Gescbwindigkeitsänderung  heisst  Beschleunigung.  Die 
Bescheunigung  ist  positiv  bei  der  zunehmenden ,  negativ  bei  der  ver- 
zögerten Bewegung. 

Beginnt  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  von  der  Rahe 
aus  und  ist  ihre  Beschleunigung  =  g,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit 
in  t  Sekunden  um  gt  zu.  Dieser  Wert  ist  nichts  anderes  als  die  Ge- 
schwindigkeit V  nach  der  Zeit  t.     Folglich  wird  sein 

V  =gt. 

152.  Ungleichförmig  veränderte  Bewegung.  Sind  die  Zunahmen 
oder  Abnahmen  an  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeitelementen  ungleich, 
so  ist  die  Bewegung  ungleichförmig  verändert.  Eine  solche  Bewegung 
ist  die  Folge  einer  variabeln  Kraft.  In  einem  bestimmten  Augenblick 
haben  diese  Kraft  und  die  Geschwindigkeit  gewisse  Werte.  Man  denke 
sich,  es  bleibe  von  diesem  Augenblick  an  die  Kraft  konstant,  so  tritt 
eine  gleichförmig  veränderte  Bewegung  ein  und  es  wird  alsdann  die  in 


J 
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der  Dächsten  Sekande   erfolgende  Za-  oder  Abnahme  an  Geschwindig- 
keit die  Beschlennigong  der  Bewegung  in   diesem  Augenblick  genannt. 

1S3.  ilfereBtialforneln  der  Bewegung.  Bei  einer  beliebig  ver- 
änderlichen Bewegung  sei  v  die  Geschwindigkeit  und  g  die  Beschlenni- 
gang  nach  Verfluss  von  t  Sekunden,  sowie  x  der  in  dieser  Zeit  zurück- 
gelegte Weg. 

Die  Grössen  v  und  x  sind  Funktionen  von  t.  Es  nehme  t  um 
At  zu;  dadurch  werde  x  um  Ax  grösser.  Ist  die  Bewegung  be- 
schleunigt; so  wird  dabei  v  um  Av  wachsen.  Während  der  Zeit  At 
wird  also  der  Weg  Ax  zurückgelegt  und  es  geht  v  stetig  in  x  +  Av 
über.  Am  Anfang  der  Zeit  At  haben  wir  also  die  Geschwindigkeit  v, 
am  Ende  derselben  die  grössere  Geschwindigkeit  v-f  Av.  Würde  die 
kleinere  Geschwindigkeit  durch  die  ganze  Zeit  At  hindurch  vorhanden 
sein,  so  wäre  nach  §  150  der  zurückgelegte  Weg  =v»At;  würde 
aber  die  grössere  Geschwindigkeit  vH-  Av  während  der  Zeit  At  vor- 
handen sein,  so  wäre  der  zurückgelegte  Weg  =  (v  +  Av)  At.  Der 
erstere  dieser  Werte  ist  kleiner  als  der  wirklich  durchlaufene  Weg  Ax, 
der  letztere  grösser.     Es  wird  deshalb  sein 

Ax>vAt,         Ax<(v+Av)At 
oder  auch 

Ax  ^  Ax      .       ,     . 

>  V»         -TT-  <  V  +  Av. 


At  '  At 

Lässt  man  hierin  At  ohne  Aufhören  abnehmen,  so  nehmen  auch 
Ax  und  Av  ab.  Dabei  konvergiert  v+  Av  gegen  das  Glied  v  als 
einer  Grenze.  Diese  Grenze  wird  erreicht,  wenn  At  zum  Differen- 
tial dt,  also  auch  Ax  zu  dx  wird.     Für  diesen  Grenzzustand  ist  also 

,  V  dx 

Zu  dem  gleichen  Resultat  gelangt  man,  wenn  die  Bewegung  eine 
verzögerte  ist.  Die  Geschwindigkeit  wird  also  erhalten,  wenn  man 
das  Differential  des  Weges  durch  das  Differential  der  Zeit  dividiert. 

Die  Beschleunigung  g  ist  ebenfalls  eine  Funktion  von  t.  Nimmt 
t  um  At  zu,  so  geht  bei  beschleunigter  Bewegung  g  in  g  +  Ag  und 
V  in  v+  Av  über.  An  Anfang  der  Zeit  At  hat  also  die  Bewegung 
die  Beschlennigung  g,  am  Ende  dieser  Zeit  die  Beschleunigung  g  +  Ag. 
Wurde  während  der  ganzen  Zeit  At  nur  die  kleinere  Beschleunigung  g 
oder  nur  die  grössere  g  4-  Ag  vorhanden  sein,  so  wäre  die  Geschwindig- 
keitszunahme gAt  im  erstem  Fall  kleiner,  die  Geschwindigkeitszunahme 
(g-|-  Ag)  At  im  zweiten  Fall  grösser  als  die  wirkliche  Av.  Folglich 
wird  sein 

Av  >  gAt,         A V  <  (g  +  Ag)  At, 

also  auch 

Av   ^  Av 


At        °'  At 


Gebt  hierin  At  in  dt  über,  bo  kana  g  +  Ag  mit  g  vertauscht 
werdeD  und  es  gehen  die  beiden  UngleichheiUa  aber  in  die  Formel 

Ffir   eine   verzögerte  Bewegung  erh&lt  man  das  gleiche  Resoltat. 
Die  Beschien oign Dg  einer  Benegnng  wird  also  erhalten,  wenn  man  das 
Differential  der  Geschwindigkeit  dnrch  das  Differential  der  Zeit  dividiert, 
Bliminiert  man  dt  aas  den  beiden  Gleichungen  (1)  nnd  (3),  so  folgt 
(3)  vdv  =  gdx. 

Hit  Bilfe  dieser  drei  DitFereotialformeln  der  Bewegung  aollen  die 
folgenden  Aufgaben  gelfist  werden. 

U4.  «leichföralge  irelsbewegiig.  Der  Pankt  C  (Fig.  50)  be- 
wege sich  gleichförmig  mit  einer  Geschwindigkeit  V  in  einem  Kreise. 
Welche  Geschwindigkeit  v  hat  die  Projektion  c  dieses  Punktes  aaf  dem 
Darchmesser  AB  dieses  Kreises? 

pjg,  50,  Ks  sei  a  der  Halbmesser   des  Kreises   and  w 

die  IcoDstante  Wiokelgeschwindigkeit ,  d.  h.  der 
Weg,  welchen  ein  Fankt  im  Abstand  =  1  von 
der  Achse  in  der  Sekoode  dorchlänft.  Nach  der 
Zeit  t  habe  der  Punkt  C  einen  Bogen  AG  =  aa 
darchlanfen  nnd  dessen  Projektion  c  einen  W^ 
X  =  Ac  anf  dem  Darchmesser,  von  A  aas  gezählt, 
so  ist 
(I)    .  i-a(l-c«s.). 

Folglich,  indem  man  (l)  differentiiert  nnd  mit  dem  Differential  dt  der 
Zeit  dividiert 


w  4f 


dt  ' 


Allein  es  ist  -^—  =  v,  -— -  =  w   nnd   aw  =  V.      Hierfür   gibt   Glei- 

dt  dt 

chang  (2)  den  gesuchten  Wert 

Es  ändert  sich  mithin  die  Geschwindigkeit  der  ProjektiOD  propor- 
tional dem  Sinns  des  Drehwinkels  a. 

Für  die  Punkte  A  and  B  wird  a  =  0  nnd  w;  daher  7  =  0;  da- 
gegen für  a  =  i  ff  und  J  «  wird  v  =  V  nnd   =  —  V. 

ISfi.  fileUhfftnlg  beicbleialgte  lewegug.  Bei  dieser  Bewegasg 
ist  die  Beschlennignng  g  konstant  nnd  positiv.  Die  Integration  der 
Differentialformel  dv  —  gdt  gibt 

V  =  gt  +  0. 

Dm  die  Konstante  C  so  bestimmen,  nehme  man  an,  das  Beweg- 
liche habe  zur   Zeit  t  =  0  eine  Geschwindigkeit  T.     Setzt  man  diese 
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zwei  gleichzeitigen  Werte  in  die  vorstehende  Gleichung,  so  folgt  V  =  C. 
Hierdurch  wird 

(1)  V  =  V  +  gt. 

Fährt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Differentialformel  d  x  =  v  d  t  ein, 
so  ist 

dx  =  (V  +  gt)dt. 

In  dieser  Gleichang  sind  nur  t  und  x  veränderlich«     Die  Integration  gibt 

x  =  Vt  +  -^  +  C. 

Hat  znr  Zeit  t  =  0  das  Bewegliche  noch  keinen  Weg  zurückgelegt, 
80  ist  X  =  0,  wenn  t  =  0.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  letzte  Glei- 
chnng,  so  findet  man  C  =±  0.     Daher  ist 

(2)  x  =  Vt  +  -^. 

Eliminiert  man  t  aas  (1)  und  (2),  so  folgt 

v2  =  v2  +  2gx. 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  V  =  0,  so  geben  die  vorstehenden 
Gleichungen  

v  =  gt,         x  =  ^gt2,         v  =  'K2gx. 

Diese  drei  Gleichungen  gelten  für  den  freien  Fall  der  Körper 
im  leeren  Raum ,  wenn  auf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  keine 
Rücksicht  genommen  wird. 

Beim  freien  Fall  beträgt  die  Beschleunigung  für  mittlere  Breiten 

g  =  9,81". 

156.  (Ileichförnig  Teriögerte  Bewegung.  Die  Beschleunigung  g  ist 
konstant  und  negativ.  Die  DifPerentialformel  d  v  =  gd  t  ist  daher  zu 
schreiben 

d  V  =  —  gdt. 

Durch  Integration  erhält  man  hieraus 

V  =  -  gt  +  C. 

Für  t  =  0  sei  die  Geschwindigkeit  v  =  V.  Vermöge  dieser  gleich- 
zeitigen Werte  geht  die  letzte  Gleichung  über  in  V  =  C.  Setzt  man 
diesen  Wert  der  Eonstanten  ein,  so  folgt 

(1)  V  =  V  --  gt. 

Diesen  Wert  von  v  setze  man  in  die  Formel  dx  =  vdt,  so  kommt 

dx  =  (V  — gt)dt, 
worans  durch  Integration  folgt 

x  =  Vt-igt2  +  C. 

Da  für  t  =  0  auch  x  =  0  ist,  so  erhält  man  hierfür  C  =  0.  Folg- 
lich ist  der  zurückgelegte  Weg 

(2)  x  =  Vt-^gt2. 
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Darch  Elimination  von  t  ans  (1)  and  (2)  ergibt  sich 

(3)  v*  =  V*  — 2gx. 

Da  die  Bewegung  eine  verzögerte  ist,  so  tritt  ein  Moment  ein, 
wo  das  Bewegliche  zur  Rahe  kommt.  In  diesem  Augenblick  wird  v  =  O. 
Die  der  Grösse  v  =  0  entsprechenden  Werte  von  t  und  x  bezeichne 
man  mit  T  und  X  und  fähre  sie  in  (1)  und  (3)  ein,  so  kommt 

0  =  V-gT,         0  =  V2-2gX, 
woraus  folgt 

T  =  — ,  X  =  — — . 

g  2g 

Diese  Formeln  finden  Anwendung,  wenn  ein  Körper  im  leeren  Raum 
vertikal  aufwärts  geworfen  wird.  Dabei  bezeichnet  T  die  Zeit  zur  Er- 
reichung des  höchsten  Punktes  und  X  die  totale  Steighöhe. 

157.  Freier  Fall  der  Körper  im  leeren  Raum,  mli  Beräcksichtigang 
der  Yeränderlicbkeit  der  Schwere.  Es  seien  R  der  Halbmesser  der 
Erde,  a  der  Abstand  des  Anfangspunktes  der  Bewegung  vom  Erd- 
mittelpunkt ,  X  der  Fallraum  des  Körpers  nach  t  Sekunden  und  g,  g' 
die  Beschleunigung  der  Bewegung  in  den  Abständen  R  und  a  —  x  vom 
Mittelpunkt  der  Erde. 

Da  die  Anziehung  des  Mittelpunktes  der  Erde  auf  einen  Körper 
ausserhalb  ihrer  Oberfläche  abnimmt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung 
zuninunt,  so  hat  man 

(1)  g:g'=     ^     •        ^ 


R2   •(a-x)2' 

Setzt  man  den  hieraus  hervorgehenden  Wert  von  g^  in  die  Diffe- 
rentialformel vdv  =  gdx  an  die  Stelle  von  g,  so  folgt 

(a  —  x)' 

um   diese  Formel  integrieren   zu  können ,   setze  man   a  —  x  =  z, 
so  wird  dx  =3  —dz  und  daher 

vdv=  —  gR^z~^dz 
und  durch  Integration 


''^^  =  9^71 1x2"  <^x. 


v2 


=  gR2z-i  +  C, 


2 
v2         gR2 

Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  v  =  0  und  x  =  0.     Für  diese 
Werte  wird  die  letzte  Gleichung 

rR^ 

0  =  -^^^  +  C. 

a 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  erhält  man  die  Geschwindigkeit 
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Um  die  Fallzeit  za  bestimmen,    setze   man   diesen  Wert  von  v  in 
die  Differentialformel  dx  =  vdt,  so  ergibt  sich 


•"-iK^l/^'" 


Behufs  der  Integration  setze  man  x  =  y^,  so  wird  dx  =  2ydy  und 

(4)  dt  =  |-|/^VT=T2dy. 

Allein  nach  Formel  (8),  §  82,  hat  man 


/' 


K^^y'dy  =  Yyi^=7'+  Y  Are  sin  -^  +  c. 


Folglich  ist  das  Integral  der  Gleichung  (4),  wenn  x  statt  y^  geschrieben 
wird 

Für   den    Anfang    der  Bewegung   ist  t  =  0   und    x  =  0;    folglich 
auch  0  =  0.     Mithin  wird  die  Fallzeit 


(5) 


i  =  i]/i^[V-V^^-  +  -^rcsiu]/l] 


In  diesen  Formeln  kann  sich  x  ausdehnen  von  x  =  0  bis  x  =  a  —  R. 
Wenn  x=a  — R,  so  fällt  der  Körper  auf  die  Erdoberflache.  Für 
X  >  a  —  R,  also  für  den  Fall,  wo  sich  der  Körper  im  Innern  der 
Erde  bewegen  sollte,  gilt  das  Gesetz  (1)  der  Anziehung  nicht  mehr. 

Wenn  der  Fallraum  sehr  klein  ist,  und  die  Bewegung  in  der 
Nähe  der  Erdoberfläche  vor  sich  geht,  so  kann  man  in  den  For- 
meln (l),  (3)  und  (5)  die  Grösse  a  —  x  mit  a  vertauschen,  ebenso  a 
mit  R,    wodurch   man   erhalt,    wenn   man  in   (5)   den   Sinus   des    sehr 

kleinen  Bogens  1  /  —  mit  dem  Bogen  verwechselt 

und  nach  einer  einfachen  Reduktion  der  letzten  Formel 


V¥ 


.-■•  ^^ 

g 


Diese  letzten  Formeln  enthalten  die  gewöhnlichen  Fallgesetze,  wie 
sie  in  §  155  gefunden  wurden. 

1S8.  Freier  Fall  der  Korper  im  iDnern  der  Erde.  Befindet  sich 
ein  Körper  innerhalb  der  Erdoberfläche,  so  wird  er  vom  Mittelpunkt 
der  Erde  aus  durch  eine  Kraft  angezogen,  welche  der  Entfernung  des 
Körpers  vom  Mittelpunkt  der  Erde  proportional  ist. 
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Es  sei  der  Erdhalbmesser  AH  =  R  (Pig.  51),  die  Tiefe  AC,  io 
welcher  sich  der  bewegte  EOrper  Dach  der  Zeit  t  befiodet  =  x,  ood 
die  Geschwindigkeit  in  G  =  t.  Ferner  seien  die  Beschleunigungen  in 
A  nnd  C  gleich  g  und  g',  so  wird  sein 

g':g  =  R-x:R. 

Setzt   man   den  Wert  von  g'  ans  dieser  Proportion   in  die  Gieichang 
V  d  V  =  g  d  X  an  die  Stelle  von  g,  so  erhslt  man 

vdv  =  |-(R-i)dx 

und  dorch  Integration 

Ist  die  Anrangsgesch windigkeit  in  A  =  0,  so  bat  man  als  zd- 
sammen  gehören  de  Werte  dieser  Gleicbaog  x  =  0,  v  =  0.  Dies  gibt 
auch  C  =  0,  Mithin  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  als  Wert 
der  Geschwindigkeit 


-Vi 


KSR^ 


Es  sei  CD  senkrecht  auf  A  M,  so  ist  K2  Rx  —  x' =  CD;  mithin 
ist   die  Geschwindigkeit   des  ROrpers,    welcher  sich  auf  dem   Durch- 
messer A  M  B  bewegt,  der  Ordinate  C  D  proportional ;  sie  ist  in  A  and 
B  =  0    und   in   M   ein   Maximnm.     Ist   der  KOrper 
'■e-  °i-  in  B   angekommen,   so   wird    er    wieder   von    M    ans 

angezogen  wie  früher  in  A;  er  wird  also  den  Durch- 
messer rückwärts  gerade  so  durchlaufen  wie  vor- 
wärts. Der  KOrper  macht  mithin  eine  scbwingeode 
Bewegung,  ähnlich  der  eines  Pendels. 

Um  die  Schwingungszeit  zu  bestimmen,  setze 
man  obigen  Wert  von  v  in  die  Differential  forme! 
dx  =  vdt,  so  folgt 


(1)  "    "  ■-     1" 


¥-1 


K2Rx 


'   Das  Differential  rechts   kann   integriert  werden   nnter  Benutzung 
der  Gleichung  (8),  §  78.     Hau  erh&lt 

(2)  t  =  l/-^Arcsin^  +  C. 

Für  t  =  0  wird  auch  x  =  0;  wofür  die  letzte  Gleichung  wird 
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Nan  ist  aber  Arcsio  —  1  =  — r-  oder  =  +  ~s~*  Allein  der  erstere 

Wert   ist  hier  zn  Debmen,  weil  die  Aeoderung  der  SinasgrOsse  — 5 — 

für  X  =  0  bis  X  =  R  dem   vierten   Quadranten   als  Bogen    entspricht. 
Folglich  ist 


o-fl/l 


^  +C. 


g 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  kommt 


Es  ist  aber  Quadrant  A£  —  Bogen  DE  =  Bogen  AD;  mithin 


^V- 


t  =  1/  — Are  cos 


g  R 

Dieser  Wert  von  t  ist  die  Zeit  zum  Durchlaufen  eines  beliebigen 
Weges  X.     Die  Zeit  zum  Durchlaufen   des  Halbmessers  AM  wird   er- 


"  2  K    g' 


halten,  wenn  man  x  =  R  setzt.     Dies  gibt  ^  =  "S"  1/  — •  För  x  =  2  R 

erhält   man  die  Zeit  zum  Durchlaufen   des  ganzen   Durchmessers  AB, 
d.  h.  die  ganze  Schwingnngszeit 


=„i/i. 


159.  heier  Pall  4er  Körper  »ter  der  V^ranstetinig,  dass  der 
LiftwMerstaid  der  fiesehwlndigkeil  prepertleial  sei.  Es  bezeichne  g 
die  Iconstante  Beschleunigung  der  Schwere,  v  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  nach  t  Sekunden,  x  die  dieser  Zeit  entsprechende  Fallhöhe 
und  k  diejenige  konstante  Grösse,  um  welche  die  Beschleunigung  der 
Schwere  bei  der  Geschwindigkeit  v  =  1  vom  Luftwiderstand  vermin- 
dert wird. 

Nach  dieser  Bezeichnnngsweise  ist  g  —  k  v  die  wirkliche  Beschleu- 
nigung des  Körpers  nach  t  Sekunden.  Setzt  man  dieselbe  in  die 
Differentialformel  dv  =  gdt,  an  die  Stelle  von  g,  so  erhält  man 

d  V  =  (g  — kv)dt, 

g  — kv 
Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

t=_i-log(g_ky)  +  C. 

Ffir  den  Anfang  der  Bewegung  sei  v  =  0  und  da  auch  t  =  0,  so 
erhält  man  durch  Substitution  dieser  Werte 
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Zieht  mao  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

t  =  -i-log         ^ 


k  g  —  kv  * 

Hierin  ist  die  Zeit  durch  die  Geschwindigkeit  ansgedruckt.  Multi- 
pliziert man  mit  k  und  geht  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  aber, 
so  erhält  man  für  die  Geschwindigkeit 

(1)  ,  =  X(i_e-kt). 

Wenn  die  Zeit  t  bis  ins  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  in 
Gleichung  (1)  die  Geschwindigkeit  der  Grenze  ~-^  also  einem  konstan- 

ten  Werte. 

Setzt  man  den  Wert  von  v  aus  (1)  in  die  Differentialformel 
dx  =  vdt,  so  kommt 

(2)  dx  =  -|-(l-e-**)dt. 

Nun  ist  aber  e~''*dt= j~e^^*d(--kt)   und  das  Integral  hiervon 

nach  §  76 


/• 


e-k'dt=-^e-'"  +  C. 


Somit  erhält  man  durch  lotegration  von  Gleichnng  (2) 
(3)  x  =  |(t  +  |e-")  +  C. 

Da  fär  t  =  0  auch  x  =  0  ist,  so  erhält  man  hierfür  aus  (3) 


k' 


o  =  -^  +  c. 


Fuhrt  man  den  Wert  von  C  ans  dieser  Gleichung  in  (3)  ein,  so  erhält 
man  den  durchlaufenen  Weg 

Wächst  hierin  t  bis  ins  Unendliche,  so  wird  auch  der  Weg  x  an- 
endlich gross. 

m 

166.  Vertikaler  Warf  elBes  Körpers  unter  der  Ytraossetinng,  das« 
der  Luftwiderstand  der  (leschwindigkeit  proportiunal  sei.  Der  Körper 
werde  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  V  abgeworfen,  so  ist,  wenn  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe  gilt,  die  Beschleunigung  nach  t  Se- 
kunden =  — g  — kv.  Beide  Teile  der  Beschleunigung  sind  negativ, 
weil  sowohl  Schwere  als  Luftwiderstand  der  Bewegung  entgegenwirken. 
Somit  hat  man 
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dv  =  (—  g  —  kv)dt, 

(jt  = — 

g+  kv 
t=-Ylog(g  +  kv)  +  C. 

Wenn  t  =  0,  ist  v  =  V;   folglich  geht  für   diese  Werte  die  Glei- 
chung über  in 

0=-yl0g(g  +  kV)  +  C. 

Eliminiert  man  C  aas  den  beiden  letzten  Glelchangen,  so  kommt 
Hieraus  erhält  man  als  Wert  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  t 

(1)  v  =  -Y  +  y(k  +  ''V)«"'"- 

Setzt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Differentialformel  d  x  =  v  d  t,  so  ist 

dx= -|^dt+ Y(g  +  kV)e-''*dt. 


Integriert  man  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  so  findet  man 

k  *       k' 
Für  t  =  0  ist  X  =  0 ;  mitbin 


X  =  -  ^  t  - -i:^(g  +  k  V)  e-"' +  C. 


0=--i(g  +  kV)  +  C. 


k* 

Dorch  Subtraktion  dieser  beiden  letzten  Gleichangen  erhält  man  den  Weg 

g  ,   I    8  +  kV 
k  ^""^        k' 


(2)  3,  =  _At  +  JLXJL:L(i_e-kt). 


Bei  Zunahme  von  t  nimmt  v  ab.  Setzt  man  v  =  0  in  Formel  (1), 
so  bezeichnet  der  entsprechende  Wert  von  t  diejenige  Zeit,  welche 
zum  Erreichen  des  höchsten  Punktes  nötig  ist.  Fuhrt  man  diese  Zeit 
in  (2)  ein,  so  gibt  der  entsprechende  Wert  von  x  diejenige  Höhe  an, 
bis  zu  welcher  der  Körper  sich  erhebt,  bevor  er  umkehrt. 

161.  Freier  Pall  in  eiDem  ledium,  dessen  Widerstand  dem  Qnadrat 
der  Geschwindigkeit  pr«p»riional  Ist.  Wenn  k,  wie  in  den  beiden 
vorigen  Aufgaben,  die  Beschleunigung  bezeichnet,  welche  dem  Wider- 
stand des  Mediums  bei  der  Geschwindigkeit  =  1  entspricht,  so  ist  k  v^ 
diese  Beschleunigung  bei  der  Geschwindigkeit  v.  Da  diese  Beschleu- 
nigung diejenige  der  Schwere  g,  welche  wir  als  konstant  voraussetzen, 
vermindert,  so  ist  die  wirkliche  Beschleunigung  der  Bewegung 

dv  ,     2 

-dT  =  8-'^'- 
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Setzt  man  der  Einfachheit   wegen  —  =  a^,  so  erhält  man  durch  Sonde- 
rang der  Veränderlichen 

(1)  ^di=     ,_        = 


a"  —  V*        a 


(t) 


Man  betrachte  nun  rechts  die  Grösse  —  statt  v  als  die   Variable,  so 

a 

erhält  man  durch  Integration  von  (1)  nnter  Anwendung  von  Formel  (2) 

des  §  80 

^^=-2r^^«7::i:+^- 

a 

Da  für  t  =  0  auch  v  =  0  sein  soll,  so  wird  auch  die  Eonstante  0  =  0; 
deshalb  erhält  man  als  Wert  der  Zeit 

1  a+  v 

*  =   o    1    log • 

2ak         a  —  V 

Multipliziert  man  mit  2ak  und  geht  von  den  Logarithmen  zu  den 
Zahlen  über,  so  folgt 

(2)  i±_l  =  e»«^'     oder     ^  =  ^. 

^  a  —  V  a  -f  V       e^*** 

Nimmt  hierin  die  Zeit  t  zu,  so  wächst  die  Exponentialgrösse  im  Nenner 
rechts  sehr  rasch.  Fär  t  =  oo  wird  diese  rechte  Seite  =  0 ;  folglich 
muss  auch  der  Zähler  a  —  v  =  0  sein,  woraus  folgt 


—Vi- 


Dauert  also  die  Bewegung  unendlich  lange,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit gleich  der  Eonstanten  a,  somit  die  Bewegung  gleichförmig. 
Fällt  also  ein  Eörper  im  Wasser  nach  obigem  Gesetze,  so  nähert  sich 
seine  Bewegung  mehr  und  mehr  einer  gleichförmigen,  je  länger  sie 
dauert. 

Setzt  man  die  Beschleunigung  g  —  k  v^  in  die  Differentialformel 
vdv  =  gdx  an  die  Stelle  von  g,  so  kommt 

vdv  =  (g  —  k  v*)dx, 

vdv 


dx  = 


g  —  k  v** 


Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  rechts  mit  —2k,   so  kann  man 
schreiben 

1         — ?Jcvdv 

2k         g'— kv^ 
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NoDmehr  ist  der  Zähler  des  zweiten  Braches  das  Differential  des  Nenners, 
also  das  Integral  dieser  Gleichung  nach  §  76 

x^ ^log(g-ky»)  +  C. 

För  den  Anfang  der  Bewegung  ist  v  =  0  und  x  =  0 ;  dies  gibt 

0=--yj^logg  +  C. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

(3)  x  =  ^log         « 


2  k      ""  g  — kv2- 

Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  die  Geschwindigkeit  v, 
so  erhält  man  den  Znsammenhang  zwischen  dem  Weg  x  und  der  ent- 
sprechenden Zeit  t. 

Man  gelangt  aber  auch   zu   diesem  Znsammenhange   auf  folgende 
Weise.     Aus  Gleichung  (2)  folgt 

Setzt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Formel  dx  =  vdt,  so  kommt 

g2  a  k  t ^ 

Behufs  der  Integration  multipliziere  man  Zähler  und  Nenner  rechts 
mit  ke~*^^  so  kann  man  schreiben 

1    e*''*-akdt  +  e-*^*(— akdt) 

dX  =  -r— 


«kt_iÄ—  akt 


k  e»**  +  e 

Da   der  Zähler  rechts  das  Differential  des  Nenners  ist,  abgesehen  von 
der  Eonstanten  -r-,  so  gibt  die  Integration 


k 


X  =  -1  log  (e*  "^  *  +  e-**'*)  +  C. 


Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  t  =  0  und  x  =  0.     Dies  gibt 

0  =  Ylog2  4-C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  man 'die  Fallhöhe 

1  ,       e****  +  e-*''* 
x  =  Ylog 2 • 

182.  Yertikaler  Warf  der  Körper  in  einem  Median,  dessen  Wider- 
sUndi  itm  Quadrat  der  fiesehwindigkeit  proportional  ist.  Es  gelte  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe,  so  ist  die  Beschleunigung  der  Schwere, 
sowie  diejenige  des  Widerstandes  negativ   zu  nehmen.     Die  wirkliche 
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BeschleunigaDg    wird    somit  =— g  — kv^    sein.      Setzt    man    diesen 
Wert  für  g  in  die  Differentialformel  dv  =  gdt,  so  erhält  man 

dv 
g  +  kv^ 

oder  indem  man  im  Nenner  mit  k  dividiert  und  maltipliziert 

1  dv 


dt=  - 


'  f +'• 


Nun  ist  nach  Gleichung  (6),  §  78 

dv  1   .      .         V 


/d  V  1  V 

a^  +  v^         a  a 


Mithin  wird  sein,  wenn  man  a^  =  -f-  setzt 


l/k 
t  = T7=r  ^^^  ^*°8  ^1/ ^^  ^• 


1^ 

Kik 


Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  t  =  0  und  v  =  der  Anfangs- 
geschwindigkeit V.  Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  die  vorstehende 
Gleichung 


0=  —  ^17^  Are  tang  V 1/ -^  +  C. 


1  /=r  Are  tang  V 1/  — 
Kgk  ^     r     g 

Folglich  erhält  man  durch  Elimination  der  Konstanten  G 

(1)  t  =  ^ —    Are  tang  V 1/ Are  tang  v  1/  —    . 

Dm  den  Zusammenhang  zwischen  der  Zeit  und  dem  durchlaufenen 
Weg  zu  finden,  löse  man  die  Gleichung  (1)  zuerst  in  Hinsicht  v  auf 
und  setze  zu  diesem  Zwecke 

(2)  1/—  =  —;      ArctangVl/--  =  a;     Are  tang  v  1/ —  =  9), 

so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  (2) 

1  a  V  v 

(^)         17^"="^'         -— =  tanga,         -— =  tangy 
/gk        g  a  a 

und  aus  Gleichung  (1) 

gt 


a 
Folglich  auch,  wenn  man  auf  heiden  Seiten  die  Tangenten  nimmt 

gt 


(4)  tang  (a  —  q>)  =  tang 


a 
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Allein  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Relation  ist 

taog  («  -  9)  =      tapga-tangy 
®^         ^        1  +  taog  a  •  tang  y 

Setzt  man  hierin  die  Werte  aus  (3)  und  (4),  soTkommt 

a  +  V  tang  ^ 


9 


a 


V  cos  — a  sm 


(5)  v  =  a ^ ^ 

Vsin-^  +  acos  ^ 


a  a 

Führt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Gleichnng  d  x  =  v  d  t,  so  ist 

V  cos  -^ a  sm 


d  X  =  a —  d  t. 

Vsin-^  +  acos-^ 
a  a 

Da  hierin  der  Zähler  des  Braches  das  Differential  des  Nenners  ist,  so 
gibt  die  Integration  (§  76) 


X 


=  a  log    V  sin  -^ h  a  cos  -^—    +  C. 


Für  den  Anfang  ist  t  =  0  nnd  x  =  0.     Hierfür  wird 

0=  aloga+  C. 
Mithin  darch  Subtraktion  dieser  Gleichangen  die  gesachte  Relation 

(6)  x=alogr-^sin-^  +  cos-^1. 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  x  and  v  zu  er- 
mitteln, könnte  die  Zeit  t  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (6)  eliminiert 
werden.  Allein  man  erhält  diesen  Zusammenhang  auch,  wenn  man 
in  die  Differentialformel  ydv  =  gdx  statt  g  die  dieser  Aufgabe  ent- 
sprechende Beschleunigung  —  g  —  k  y^  setzt.     Dies  gibt 

,  vdv 

d  X  = r-: — «-. 

g  +  ky^ 

Auf  der  rechten  Seite  bewirkt  man,  dass  der  Zähler  das  Diffe- 
rential des  Nenners  wird,  indem  man  schreibt 

—  ^        2kvdv 

^"^^        2k  'g  +  kv^' 

Folglich  erhält  man  durch  Integration 

X ^log(g  +  kv»)  +  C. 
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För  s=0  wird  v  "=  der  AuhngegeschwiDdigkeit  V.  Diese  Werte 
geben 

o=-Yriogc?  +  kv»)  +  c. 

Zieht  DiBD  diese  Gleicbnog  von  der  vcrigea  ab,  so  erbSit  ta&a 
den  gesnchten  ZasBinineDhaDg 

Setzt  man  in  Gleicbang  (1)  die  Geschniodigkeit  v  =  0,  so  gibt 
der  eotsprecbeDde  Wert  von  t,  den  wir  mit  T  bezeichoen  wollen,  die 
Zeit  an,  welche  der  Kflrper  zur  Erreichuog  des  bScbaten  Punktes  nStig 
bat.     Mit  Berücksichtigung  der  Relation  (2)  erb&lt  man 


Wird  dieser  Wert  von  T  in  Gleicbnng  (6)  eingeführt  and  der 
entsprechende  Wert  von  s  mit  X  bezeichnet,  so  erhält  man  die  ganze 
Steigh&he 


l  =  ,log(^ 


sin  a  ■\~  eoäa  I. 


1S3.  lewegnng  i«t  Peideis  \m  Itttem  ■»■.  Es  sei  A  (Fig.  53) 
der  Anfbängepunkt  eines  matbemati sehen  Pendels  nnd  AF  die  verti- 
kale Lage  der  Pendelstange.  Diese  Stange  werde  in  die  Lage  AB 
versetzt,  welche  mit  der  vertikalen  Lage  AP  den  Winkel  a  bildet, 
and  sodann  sich  selbst  äberlassen.  Man  soll  den  entstehenden  Bewe- 
gangsznstand  bestimmen. 

Der  schwere  Punkt  in  B  hat  das  Bestre- 
■■  -.  !|FiB.  52.  jjgjj^  jjj  vertikaler  Richtung  zu  fallen  und   eine 

der  Schwere  entaprecheDde  Beschleunigung  an- 
zunehmen.   Man  zerlege  diese  Beschleunigung  g 
in  die    beiden  Seiten bescblennignngen  g  cos  a 
nnd  g  sin  a.    Die  erstere  &llt  in  die  Richtung 
der  Pendelstange  nnd  kommt  nicht  zar  Wirk- 
lichkeit.  Die  Seitenbeschleanigung  gsio  a  steht 
senkrecht  zur  Pendelstange  AB  und   Mt   io 
die    Vertikalebene ,   welche   durch    AB    geht. 
Mit  dieser  Beschlennigung  beginnt  die  Bewe- 
gung.    In  der  Lage  AG,  welche  mit  AF  den 
Winkel  f  bilden  soll,  ist  die  Beschleunigung  —  gsin  9^.     Die  Richtung 
dieser   sich   mit  <P  ändernden  Beschlennigung  tlllt  immer  in  die   ge- 
nannte  Vertikal  ebene.     Der   Weg   BF   des  schweren  Punktes   ist  also 
eine  ebene  Kurve  nnd  zwar  ein  Kreisbogen. 

Die  Länge  der  Pendelstange  sei  a,  der  in  der  Zeit  t  durchlaufene 
Bogen  BC  =  ]i,  so  ist,    wenn   a  und   ^  im    Bogenmass    ausgedrückt 
werden:  z  =  ai(a  —  <p).     Denkt  man   sieb  a  and  a   konstant,    so  er- 
hält man  durch  Differentiation  dieser  Gleicbnng 
(!)  dx  =  — ady. 
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Setzt  man  in  die  Differentialformel  vdv  =  gdx  der  Bewegung 
statt  g  die  veränderliche  Beschleanigang  g  sin  9  9  und  statt  dx  den  in 
(1)  enthaltenen  Wert,  so  folgt 

^vdv=  — gasinydy. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

(2)  —  =  gacosy  +  C. 

Für  (f  =  a  wird  v  =  0.     Hierfür  erhält  man  aus  (2) 

0  =  g  a  cos  a  +  C 
und  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (2) 


(3)  V  =  V^  2  g  a  (cos  (f  —  cos  a). 

Zieht  man  BD  und  C£  horizontal,  so  ist  Abstand  DE  =  a (cos  9) 
—  cos  ce).     Folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Pendels,  nachdem   er 

den  Bogen  BC  durchlaufen  hat  =  K2g-DE),  d.  h.  ebenso  gross  als 
wenn  er  den  vertikalen  Abstand  der  Endpunkte  dieses  Bogens  durchlaufen 
hätte.  Für  y  =  0  ist  die  Geschwindigkeit  v  =  V^2  g  a  (1  —  cos  a)  ein 
Maximum.  Da  v  ebensowohl  für  y  =  —  a  wie  für  y  =  +  a  zu  Null 
wird,  so  sind  die  Ausweichungen  des  Pendels  zu  beiden  Seiten  der 
Vertikalen  AF  gleich  gross. 

Um  die  Schwingungszeit  zu  bestimmen,  setze  man  den  Wert  von 
V  aus  (3)  in  die  Differentialformel  d  x  =  v  d  t,  und  vertausche  noch  d  x 
mit  —  ady,  Formel  (1),  so  kommt 

-  X   «  d<P 

(4)  dt=       •'   -  ^ 


-Vi 


y  2  (cos  y  —  cos  a) 


Erste   Integration.     Um    den  Ausdruck   rechts  in  (4)  zu  inte- 
grieren, entwickle  man  cos  ^  und  cos  a  nach  §  66  in  Reihen,  so  wird 

cos  y  =  1 ^  + 


cos  a  =  1 — h 


2  2-3-4 


2      '     2-3-4 

Nun  sei  a  ein  sehr  kleiner  Bogen,  so  dass  in  diesen  Reihen  die 
Glieder  mit  den  vierten  Potenzen  von  a  und  (p  und  die  folgenden  ver- 
nachlässigt werden  können,  so  wird  sein 

cos  y  =  1 —;     cos  a  =  1 — ;     2  (cos  ff  —  cos  a)  =  a^  —  y 2 


Setzt  man  den  letzten  Wert  in  (4),  so  erhält  man 


dt  -*  ^* 


g   ya^^ip2' 

Um  diese   Gleichung  nach  Formel  (5),  §  23,   durch   blosse   Um- 
kehrung integrieren  zu  können,  schreibe  man  zuerst 

10* 
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Hy  V 


^(i) 


Ka"  -  y* 


^/'  -  ©" 


so  erhält  man  durch  Integration 


V 


t=  1/  —  Arccos— +  C. 


Für  t  =  0  wird  9  =  a.  Hierfür  wird  Are  cos  1=0,  somit  auch 
C  =  0.     Deshalb  ist 

(5)  *  =  |/-|i^>-<^^o«-|-- 

Lässt  man  hierin  9>  abnehmen   von  9>  =  a  bis  9>  =  0,   so  erhält 

TT  1  /  a 
man  die  dem  Bogen  BF  entsprechende  Zeit  =  — -  1/  — ,  weil  der  Bo- 

gen  =  -^,  wenn  der  zugehörige  Cosinnswert  =  0  ist. 

Nimmt  9  ab  von  y  =  +  a  bis  y  =  —  a,  so  wird  Are  cos  (—  1)  =  n. 
Die  dieser  Aenderang  entsprechende  Zeit  ist  die  Schwingungszeit,  welche 
wir  mit  T  bezeichnen  wollen.     Folglich  ist 


(6) 


=»|/|. 


Nach  Yerfluss  der  Zeit  T  kehrt  das  Pendel  um  und  macht  nach 
entgegengesetzter  Richtung  eine  Schwingung  von  gleicher  Dauer,  u.  s.  w. 
Diese  Formel  (6)  gilt  streng  genommen  nur  für  unendlich  kleine 
Schwingungswinkel. 

Zweite  Integration.  Um  die  Formel  (4)  zu  integrieren,  nehme 
man  in  obigen  Reihen  für  cos  (f  und  cos  a  die  Glieder  bis  zur  vier- 
ten Potenz  der  Bogen,  so  erhält  man  durch  Subtraktion 

2  (cos  9  —  cos  a)  =  «2  _  y2  __  ^(„4  _  y4) 

oder  da  «*  —  y*  =  («^  +  y«)  («2  _  y2)^  g^  ig|. 

2  (cos  (f  -  cos  «)  =  («Ä  _  y2)  [1  _  ^  («2  +  (f^)]. 

Hierfür  wird  nun  Formel  (4) 

(7)  dt=-lA  ^"^ 


g 


Va»-y»l/l-^(«2+<iP») 


Entwickelt  man  die  zweite  Wurzelgrösse  mit  dem  Exponenten  —  ^  nach 
dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe  und  bricht  bei  der  zweiten  Potenz 
von  9  ab,  so  erhält  man 
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Führt  man  diesen  Wert  in  (7)  ein,  so  kommt 

(8)      dt=-i/:^rjL+A^dy+ i_^2i=.i. 

Die  Grösse  d  t  dieser  Formel  werde  integriert  von  t  =  0  bis 
t  =  ^T,  wenn  mit  T  die  ganze  Schwingangszeit  bezeichnet  wird. 
Diesen  Grenzen  entsprechen  die  Grössen  (p  =  a  und  9^  =  0;  also 
müssen  die  Integrale  rechts  von  (8)  zwischen  den  Grenzen  ^  =  a  und 
g>  =0  genommen  werden.  Vertauscht  man  diese  Grenzen,  so  ändert 
das  Integral  rechts,  nach  Formel  (3),  §  85,  sein  Zeichen.  Deshalb 
wird  sein 

Nun  ist  aber  nach  §  78,  Formel  (5)  und  nach  §  82,  III.,  Formel  (4) 
Setzt  man  diese  Werte  in  (9)  ein,  so  erhält  man 


=V^|[( 


^+^«0"+^«^4 


(10)  T  =  .|/|(i+-^« 


2 


Der  Wert  von  T  in  (10)  ist  im  Verhältnis  von  1  zu  1  +  tV  ^^ 
grösser  als  der  in  (6).  Für  eine  Ablenkung  der  Pendelstange  von  der 
vertikalen  Richtung  =  5®  ist  der  entsprechende  Bogen  a  =  0,087266. 
Hierfür  wird 

1  +  ^^  «2  ^  1,000476. 

Hat  das  Pendel  einen  unendlich  kleinen  Schwingungswinkel  und 
einen  Winkel  von  5®,  so  macht  es  im  erstem  Fall  1000476  Schwin- 
gungen in  derselben  Zeit,  in  welchem  es  im  zweiten  Fall  1000000 
Schwingungen  macht. 

Dritte  Integration.     In  Formel  (4)  nehme  man 

1  —  cos  y  =  z, 
so  erhält  man  durch  Differentiation 

dz  dz 


sin  y  d  y  ==  d  z,       d  y  = 


sin  y        Y2z  —  z^' 


Setzt  man  ferner  1  —  cos  a  =  b  und  zieht  hiervon  1  —  cos  y  =  z 
ab,  so  folgt 

cos  y  —  cos  CK  =  b  —  z. 
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Vermittelst  dieser  Werte  wird  das  Differential  der  Zeit 

dt=-|/±  ^' 


V- 


g  y  2  z  -  z2  V  2  (b  -  z) 
oder  iDdem  man  V^z  aas  dem  eioen  Divisor  in  den  andern  versetzt 

a  dz 


dt 


-w 


g 


y-bT^-z^j/i-l 


Allein  nach  dem  binomischen  Satze  ist 

1 


\         2j  ^2      2   ^  2-4    4   ^  2-4.6   «   ^^ 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  vorstehende  Formel  und  integriert, 
80  kommt 

Es  bezeichne  wie  oben  T  die  ganze  Scbwingangszeit.     Um  durch 

T 
die  Integration  von  (11)  die  Grösse  —  za  erhalten,   muss  das  Pendel 

den  Bogen  a  durchlaufen,  d.  h.  es  muss  (p  von  ^  =  a  bis  9^  =  0 
abnehmen.  Diesen  Grenzen  entsprechen,  zufolge  der  Gleichung  1  — 
cos  9^  =  z,  die  Grenzen  z  =  b  und  z  =  0.  Somit  ist  b  die  untere  und 
0  die  obere  Grenze  für  das  Integral  rechts  in  (11).  Vertauscht  man 
diese  Grenzen,  so  ändert  nach  Formel  (3),  §  85,  das  Integral  sein 
Vorzeichen.     Multipliziert  man  zudem  noch  mit  2,  so  kommt 


(12) 


"^       KvJo  Kb7=T*  V"^   2    •  2   +  2-4    4   +-7- 


Nun  ist  nach  Formel  (8),  §  78 


/ 


dz  .     2z  — b 

-_^--^^-^  =  Are  sin r \-  ü, 

Fbz-z*  b 


(13)  r,y=^^^^=n. 


folglich 

dz 

Es  geht  nämlich  der  Bogen  von  —  ^tt  durch  die  Null  in  +  ^  tt 
über  für  z  =  0  bis  z  =  b. 

Ferner  ist  nach  Formel  (4),  §  80 
j  Kbz-z»  n  2n        J  Yb^. 


z2 


Da  in  diesem  Integral  das   erste  Glied   rechts  wegf&llt  fär  z  =  0  nnd 
z  ^  b,  so  wird  sein 
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-^  d  z 


-'j/K 


z2 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  mit  An,  so  ist  hiernach 

A  2n-l  ,, 

An  = b  An-1. 

2n 
Folglich  erhält  man,  da  nach  (13)  Ao  =7r: 

für  n  =  1,  Ai  =  —  b  Ao  =  -^ b  TT, 

für  n  =  2,  A2  =  -r  b  A 1  =    _     ,  b^  tt, 

4  2-4 

für  n  =  3,  A3  =  —  b  A  2  =  7; — ;, — —  b*  tt,  u.  s.  w. 

6  2 • 4«  6 

Setzt  man  diese  Werte  in  (12),   so  erhält  man  die  gesachte  Gleichung 
für  die  Schwingangszeit 

Bezeichnet  man  noch  FD  (Fig.  52)  mit  h,  so  wird  b  =  — ;  daher 
gebt  die  letzte  Gleichung  über  in  die  häaüg  vorkommende  Form 

M4.  BewegVDg  eines  fr«Jektils  \m  einer  ISescUtiröhre.  Diese  Be- 
wegung soll  betrachtet  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die 
ganze  Pulverladung  gleichzeitig  entzünde;  dass  erst  nach  dieser  gänz- 
lichen Entzündung  die  Bewegung  des  Projektils  beginne;  dass  das  Pulver- 
gas sich  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetz  ausdehne,  dass  während  der 
Bewegung  des  Geschosses  in  der  Röhre  kein  Gas  entweiche  und  dass  das 
Geschoss  keinen  Widerstand  an  der  Wand  der  Röhre  finde.  Diese 
Voraussetzungen  sind  nur  annähernd  richtig,  deshalb  werden  auch  die 
folgenden  Resultate  nur  als  Annäherungen  zu  betrachten  sein.  Bs 
bezeichne: 

L  die  Länge  der  Geschützröhre  im  Innern, 

a   die  Ausdehnung  der  Ladung,  in  der  Richtung  der  Röhre, 

V  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Geschoss  die  Mündung  der 
Röhre  verlässt, 

V  die  Geschwindigkeit,  welche  das  Geschoss  in  der  Röhre  im  Ab- 
stände X  von  der  Ladung  besitzt, 

g,  g^  die  Beschleunigungen  im  ersten  Augenblick  der  Bewegung  und 
im  Abstände  x  von  der  Ladung,  so  wird  nach  dem  Mariotte'schen 
Gesetze  sein 

g' : g  ^  a : a  +  x;         g'  =  g— tti- 

a  -f-  X 
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Setzt  man  diesen   Wert  von  g'   in  die  Differentialformel  v  d  v  =  g  d  x 
an  die  Stelle  von  g,  so  erhält  man 

,  d  X 

vd  V  =  ag — ; — 

a  +  x 

and  durch  Integration 

(1)  -^  =  aglog(a  +  x)  +  C. 

Wenn  x  =  0,  so  ist  auch  v  =  0.     Hierfür  erhält  man  aus  (1) 

0  =  a  g  log  a  +  C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  folgt 

v^  ,      a  +  X 


=  aglog 


a 


Dehnt  man  hierin  x  bis  L  —  a  aus,  also  so  weit,  als  das  Gas  auf 
das  Geschoss  wirken  kann,  so  geht  v  in  V  über  und  man  erhält  ans 
der  letzten  Formel 


(2)  V\=2aglog:(-^). 


Ist  V  bekannt,  so  kann  hieraus  g,  also  auch  die  Intensität  des 
Pulvergases  berechnet  werden. 

Es  sei 

V  =  400  m,         a  =  0,1  m,        L  =  1,5  m, 

so  findet  man  durch  Substitution  dieser  Werte  in  Formel  (2) 

g  =  295415  m, 

d.  h.  würde  das  Palvergas  eine  Sekunde  lang  mit  derjenigen  Inten- 
sität, welche  es  im  ersten  Augenblick  seiner  Entstehung  besitzt,  kon- 
stant auf  das  Geschoss  einwirken,  so  würde  dasselbe  in  dieser  Zeit 
eine  Geschwindigkeit  =  295415  m  annehmen.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung würde  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  entstehen, 
welche  eine  Vergleichung  mit  dem  freien  Fall  der  Körper  zulässt. 

Das  Gewicht  des  Geschosses  sei  =  6  kg,  der  grösste  Druck  des 
Gases  auf  das  Geschoss  =  x  und  da  die  Beschleunigung  beim  freien 
Fall  =  9,81,  so  entsteht  die  Proportion 

9,81 :  295415  =  6  :  x ;     woraus     x  =  180682  kg. 

Der  Querschnitt  des  Geschosses  betrage  80  qcm,  so  ist  obiger 
Druck  per  1  qcm  =  2259  kg.  Dieser  Druck  entspricht  circa  2187  At- 
mosphären. 

165.  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  ans  einem  Clefass  !■  eii 
anderes  nberstront.  Damit  das  Gas  aus  einem  Gefasse  A  (Fig.  53) 
in  ein  Geföss  B  überströmen  kann,  muss  dessen  Spannung  in  A  grösser 
sein  als  in  B.  Beim  Uebergang  aus  A  in  B  wird  die  Spannkraft  stetig 
abnehmen.     Es  seien: 
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P,  P'  die  Spannungen  des  Gases  in  K  aui  B,  per  FlScheneinheit, 

p  die  Pressang  des  Gases  per  Flächeneinheit  an  einer  solchen  Stelle 
des  Abflnsstcanales,  wo  seine  Geschnindiglieit  =  v  ist, 

F  der  Querschnitt  des  Eanales  an  dieser  Stelle, 

V  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Gas  in  das  Geläss  B  ein 
tritt  and 

G  das  Gewicht  der  Enhilceinheit  Gas  vom  Drucke  s  einer  Atmo- 
sphäre und  der  Temperatur  0; 

so   wird    dieaea    Gewicht   für    den  Drnck  p  =  G  — ;   ateigt   aber   die 

Temperatur    von   0   anf   t,    so    wird    das    Volomen        pig_  53 
=  l+at,   wo  a  die  Zunahme   des  Volumens    per 
1  Grad   bezeichnet.     Daher    wird    das   Gewicht   der 
Kabikeinheit  fQr  t  Grade   und  der  Pressung  p  gleich 


(1) 


s(l+at)' 


An  der  Stelle,  wo  das  Gas  eine  Geschwindigkeit  v  bat,  lege  man 
einen  Schnitt  durch  den  Kanal,  normal  zur  Richtung  der  Bewegung, 
so  wird  dieaer  Querschnitt  im  Zeitelement  d  t  nm  das  Wegelement  d  x 
vorgeschoben  und  die  Geschwindigkeit  v  geht  über  in  v  -f-  d  v.  Der 
Querschnitt  F  kann  längs  des  Weges  d  x  als  konstant  angesehen  werden. 
Das  Volumen,  welches  er  beschreibt,  ist  —  Pdx;  somit  das  Gewicht 
des  Volum enelenentes  Gas  nach  (1) 

wahrend  v  in  v  +  d  v  übergeht,  wird  p  zn  p  —  d  p.  Der  Druck 
anf  das  Volamenelement  von  der  Seite  A  ist  =  P  p,  von  der  Seite 
B  =  F(p  — dp);  somit  der  Unterschied  dieser  Kräfte  =Fdp.  Diese 
Kraft  treibt  das  Gewicht  (2)  vorwärts  und  da  diese  Kraft  nährend  des 
Weges  dx  als  konstant  angesehen  werden  kann,  so  wird  die  Bewegung 
gleichförmig  beschleunigt. 

Bezeichnet  man  die  entsprechende  Beschleunigung  mit  g*,  die- 
jenige der  Schwere  mit  g,  so  hat  man 

weil  zwei  konstante  Kräfte,  welche  auf  eine  und  dieselbe  Masse  (3) 
wirken,  Beachlennigungen  hervorbringen,  die  den  Kräften  proportional 
sind. 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  g'  in  die  Differential- 
formel vdv  — gdx   an  die  Stelle  von  g  und   beräck sichtigt,  dess  dv 
nnd  d  p  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  erhält  man 
vdv  _        s (1  +  « t)     dp 
K      "  G  '~f 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt,  wenn  man  t  nährend  des  Vor- 
ganges als  konstant  voraussetzt 
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(3)  27 G ^""«P  +  ^• 

Fdr  den  Anfang  der  Bewegung  ist  v  =  0  and  p  =  P ;    setzt  man 
diese  Werte  in  (3),  so  kommt 

0=_-ill+^,ogP  +  C. 
Zieht  mtD  diese  Gleichung  von  (3)  ab,  so  folgt 

v2  8  (l  +  «  t)    ,  P 

—  log . 


2g  G  ^  p 

Geht  hierin  p  in  P'   über,   so  wird  v  za  V;   folglich  ist  die  gesachte 
Geschwindigkeit 


-V 


2g-^(i  +  «t)iogp7; 


Bei  namerischen  Rechnungen  ist  zu  setzen 

g  =  9,81  m  ;     s  =  10333  kg  per  1  qm;     a  =  0,00367; 

ferner  für  atmosphärische  Loft  G  =  1,293  kg.  Um  den  natürlichen 
Logarithmus  zu  erhalten,  wende  man  den  gemeinen  an  und  multipliziere 
ihn  mit  2,30258. 


X.    Aufgaben  Aber  mechanische  Arbeit. 

166.  Begriff  ?•»  Mechaiiischer  Arbeit.  Wenn  der  , Angriffspunkt 
einer  Kraft  in  der  Richtung  der  Kraft  fortschreitet,  so  ist  die  Wir- 
kung, welche  die  Kraft  hervorbringt,  sowohl  proportional  der  Inten- 
sität der  Kraft,  als  auch  dem  von  ihr  zurückgelegten  Wege,  also  pro- 
portional dem  Produkt  aus  der  Intensität  und  dem  Wege.  Dieses 
Produkt  wird  die  Arbeit  der  Kraft  genannt. 

Wenn  ein  Gewicht  von  5  kg  auf  eine  Höhe  von  4  m  gehoben 
wird,  so  ist  die  erforderliche  Arbeit  5  x  4  =  20  Kilogramm-Meter. 

Wird  ein  Widerstand  von  10  Pfunden  längs  eines  Weges  von  5  Fassen 
überwunden,  so  ist  die  auf  diesen  Widerstand  verwendete  Arbeit 
10  X  5  =  50  Fuss-Pfunde. 

167.  EinschlageB  eines  Nagels  In  eine  homogene  lasse.  Der  Wider- 
stand, welchen  der  Nagel  beim  Eindringen  findet,  bestehe  aus  zwei 
Teilen :  aus  dem  Widerstand,  welchen  die  Spitze  des  Nagels  verursacht, 
und  aus  einem  Teile,  welcher  von  der  Reibung  der  Oberfläche  des 
Nagels  an  der  Substanz  herrührt.  Nehmen  wir  den  erstem  Teil  kon- 
stant und  den  letztern  proportional  der  Tiefe  x  an,  bis  zu  welcher  der 
Nagel  schon  als  eingetrieben  angesehen  werden  kann,  so  ist  der  ge- 
samte Widerstand  =  a  -f-  b  x,  worin  a  und  b  konstante  Grössen  be- 
zeichnen. 
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Dringt  der  Nagel  um  den  Weg  d  x  ein,  so  kann  der  längs  defiF 
Weges  dx  wirkende  Widerstand  als  konstant  angesehen  werden.  Die* 
Arbeit  far  diesen  Wegteil  ist  deshalb 

(a  +  b  x)  d  X. 

Wenn  L  die  Länge  des  Nagels  bezeichnet,  so  ist  die  gesamte 
Arbeit  zam  Einschlagen  des  Nagels 


f 


(a  +  bx)dx  =  aLH -— 

0  ^ 


168.  Arbeit,  um  Wasser  in  einer  k^mauniiierendfD  Rohre  in  Ter- 
sekielieD.  Die  Röhre  habe  zwei  vertikale,  gleich  weite  cylindrische 
Schenkel ;  diese  seien  bis  auf  eine  gewisse  Höhe  mit  Wasser  gefallt, 
so  wird  das  Niveau  in  beiden  Schenkeln  gleich  hoch  stehen.  Mao 
bringe  nun  in  den  einen  Schenkel  einen  luftdicht  anschliessenden  Kolben, 
ähnlich  dem  einer  Pumpe  und  drücke  den  Kolben  abwärts,  so  wird 
das  Wasser  in  der  Röhre  verschoben.  Man  soll  die  darauf  verwendete 
Arbeit  ermittelu.     Es  sei 

7  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Wasser, 

q   der  Querschnitt  der  Wassersäule  und 

X  der  Weg,  um  welche  der  Kolben  abwärts  geschoben  worden, 

so  ist  der  Höhenunterschied  der  Wasserspiegel  in  beiden  Schenkeln 
=  2x;  daher  drückt  auf  den  Kolben  eine  Wassersäule  von  der  Höhe  2x, 
also  dem  Volumen  2xq  und  dem  Gewicht  2xq;^.  Das  ist  aber  auch 
der  Druck,  welchen  der  Kolben  gegen  das  Wasser  ausübt. 

Rückt  der  Kolben  vor  um  den  Weg  dx,  so  wird  dabei  eine  Ar- 
beit verrichtet  =2xqy'dx.  Somit  ist  die  Arbeit,  welche  der  Kolbem 
verrichtet,  indem  er  um  x  sinkt 

1     2xqY'dx  =  2yq\     xdx  =  yqx'X. 

Nun  ist  ^qx  das  Gewicht  Wasser,  welches  aus  dem  einen  Schenkel 
nach  dem  andern  verschoben  worden  und  x  die  Höhe,  um  welche  diese 
Wassermenge  im  andern  Schenkel  steigen  muss. 

Es  sei  der  erste  Schenkel  ein  Luftkasten,  wie  er  unter  Wasser 
bei  Gründungsarbeiten  angewendet  wird.  Man  denke  sich  den  Kolben 
ersetzt  durch  verdichtete  Luft,  welche  von  einem  Kompressor  her  in 
diesen  Kasten  getrieben  wird,  so  sinkt  das  Wasser  im  Kasten  und  ent- 
weicht in  das  den  Kasten  umgebende  Wasser.  Dieses  bildet  den 
zweiten  Schenkel  der  Röhre,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass  das  Wasser 
im  zweiten  Schenkel  nicht  steigen  muss.  Daher  ist  der  Druck  des 
Kolbens  (der  Luft)  in  der  Tiefe  x  nur  =  yqx;  also  das  Arbeitselement 
=  ^qxdx  und  die  gesuchte  Arbeit,  um  das  Wasser  aus  dem  Kasten 
za  treiben 


yq 


r  A      1 

xdx=-^yqxx. 
Jo  2 


Geht  der  Wasserspiegel  im  Kasten   über   aus  einer  Tiefe  ho  in  h,   wo 
h  >  ho,  so  ist  die  anf  den  Vorgang  verwendete  Arbeit 


^qj^  Kds  =  -2-»-q{h''  — ho' 


Hiernach  wird  das  WaseervoInmeD  q{h  —  ho)  oiederged  rückt  durch 
eine  Wassers&Dle  vom  Qaerscboitt  q  und  der  mittleren  Höhe  i  (h  +  ho). 

Uf.   Pcbertragiig   KecbnlMhcr  Arkeil    direk    die  Kirkel.     Der 

Dmck  des  Kolbens  einer  DatnpfmaHchine,  einer  Pampe  etc.  wirkt  in 
der  Richtung  AG  (Pig.  K4),  längs  welcher  sich  der  Kolben  hin-  nad 
herbewegt.  Der  Drnck ,  den  somit  die  Schubstange  C  B  gegen  den 
Zapfen  B  der  Kurbel  BA  ansnbt,  ist,  iu  der  Richtung  AC  genommen, 
gleich  dem  Kolbendruck.     Nau  sei: 

P  der  Eolbendrock,  längs  des  ganzen  Hubes  konstant  gedacht, 
r    der  Halbmesser  des  Knrbelkreises  BD,  und 
9>  der   Winkel  BAD,    welchen  die  Kurbel    mit  der  Richtung  AC 
bildet,  im  Bogenmass  ausgedruckt. 

Man  zerlege  die  Kraft  P,  wirkend  am  Kurbelzapfea  B,  in  zwei  Seiten- 
kräfte  Bn  =  Psin  V  und  Bm  =  Pcosy,  wovon  die  erstere  tangential  an 
den  Kurbel  kreis    und 
Fig.  54.  die  letztere  gegen  die 

KurbelweUe  A  wirkt. 
Die     letztere     Kraft 
wird  durch   den  Wi- 
derstand der  Kurbel- 
welle       aofgehobea, 
während   die   erstere 
die     Kurbel     dreht, 
also  arbeitet. 
Wenn  y  um  dff  zunimmt,  so  rückt  der  Kurbelzapfen   um  rdy 
vor.     Die  Kraft  Psin  y    kann   nährend   des   Wegelemeotes   rdy»   als 
konstant   angesehen  werden   und  da  ihre  Richtung  mit  der  des  Weges 
zusammenfällt,   so   ist  die  Arbeit  der  Kraft  längs  des  Weges  r  d  9  ;= 

Prsinydy.  Da  nun  Jsin ffdy  =  —  cosy  +  C,  so  ist  die  Arbeit 
der  tangentiellen  Seitenkraft  während  eines  Kolbenganges 


Pr  Psinydy  =  2Pr 


also  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Druck  auf  den  Kolben  in  den  Weg  2  r 
des  Kolbens.  Es  gebt  somit  durch  die  Knrbelbewegung  keine  Arbeit 
verloren,  abgesehen  von  den  vorkommenden  Reibungen. 

Der  mittlere  Druck  auf  den  Kurbelzapfen,  in  der  Richtung  der 
Tangente  an  den  Kurbelkreis,  sei  P',  so  ist  seine  Arbeit  während  eines 
Rolbenganges,  also  längs  einer  halbeu  Peripherie  des  KnrbelVreises 
=  P'r7r.     Da  diese  Arbeit  =2Pr  sein  mnss,  so  folgt 

P'  =  —  P  =  0,636  P. 

n 

171.  Arbeit,  welche  aif  die  Irehiig  einer  rechtwiikeligei  Flät^e 
In  eiuM  Medlui  verweHdet  werdea  ■»■.     Der  Erfahrung  zufolge  ist 
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der  Widerstand,  welchen  Wasser,  Laft  etc.    der   Bewegang   entgegen- 
setzt,  proportional   der  Fläche,   welche  normal  zor  Richtung  der  Be- 
.  wegnng    gegen    das   Mediom  stOsst    and  sehr  nahe    proportional  dem 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung.     Es  seien 

a  die  Kante,  um  welche  sich  das  Rechteck  dreht, 
b  die  darauf  senkrechte  Kante  des  Rechteckes, 
V  die  Geschwindigkeit  der  Fläche  im  Abstand  b  von  der  Achse, 
p  der  Widerstand,  welchen  das  Medium  einer  Fläche  =  1  entgegen- 
setzt, wenn  sich  diese  mit  einer  Geschwindigkeit  =  1  bewegt. 

Man  lege  in  der  Rechtecksfläche,  in  den  Abständen  x  und  x  -f  d  x 
zwei  Grade  parallel  zur  Achse,  so  schliessen  dieselben  ein  Flächen- 
element =  adx  ein.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  dieses 
Flächenelement  dreht,  sei  u,  so  ist 

u:  V  =  x:  b,         u  =  -r— x. 

b 

Würde  die  Fläche  a  d  x  sich  mit  der  Geschwindigkeit  =  1  bewegen, 
so  fände  sie  einen  Widerstand,  =  p  a  d  x ;  folglich  ist  der  Widerstand 
dieses  Flächenelementes  bei  der  Geschwindigkeit  u: 

D  a  V 

(1)  p  a  d  X  •  u^  =     h2~  •  ^*  ^  ^» 

und  der  Widerstand  der  ganzen  Rechtecksfläche 

(2)  -^J^xMx  =  ^pabv«. 

Dieser  Widerstand  ist  somit  nur  ^  von  jenem,  den  die  Fläche  bei 
fortschreitender  Bewegung  finden  würde. 

Der  Angriffspunkt  der  Kraft  (1)  ruckt  in  der  Zeiteinheit  um  den 
Weg  u,  in  der  Richtung  von  u,  vor;  folglich  ist  die  auf  das  Flächen- 
element a  d  X  verwendete  Arbeit 

D  a  V 
padx-u'  =       3     'X^dx 

und  die  Arbeit  für  die  ganze  Rechtsecksfläche 

3    /ib 


3 


Diese  Arbeit  ist  somit  der  dritten  Potenz  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit proportional  und  gleich  Vi  der  Arbeit  pabv^,  welche  die 
Fläche  bei  fortschreitender  Bewegung  findet. 

Der  Widerstand  (2),  als  Kraft  gedacht  mit  einem  Angriffspunkt, 
der  um  xo  von  der  Achse  abstehe,  bewege  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit uo,  so  ist  die  Arbeit,  welche  auf  diesen  Widerstand  verwendet  wird 

^pabv^  'Uo  =  ^pav^'Xo. 

Diese  Arbeit  muss  aber  gleich  sein  dem  Werte  (3);  daher  folgt 

Xo  =  f  b, 

d.  h.    der  Mittelpunkt  des  Widerstandes  hat  einen   Abstand   von   der 
Achse  gleich  %  von  der  Breite  des  Rechteckes. 
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171.  Arbeit  if  liKpf«!  bei  rlier  EipaiiUitMirbiM.     Bei  dieser 

Maachine    füllt   der   Dampr,     welcher   bei   jedem    Kolbeozage    m    deo 

Dampfcylinder  tritt,   denselben    nicht  gaoz  ao,   soDdern   es    nird    die 

KomniunikatioD  dea  Gylinders  and  der  Dampflei tangs- 

Fig.  55.  röhre  DoterbrocbeQ,    nachdem    der  Kolben   einen    Weg 

A  B  =  Vi  >  */«■■-  (Fig.  66)  des  ganzen  Hnbes  b  dnrcb- 

laofen  bat.     Der  Dampf  wirbt  also  nnr  wShrend  des 

Teiles  AB  =  a   der  Hnblfinge  mit  dem   anl^Dglicben 

konstanten  Drucke  P,    debnt   sich    nachher    aas    and 

wirkt    während    dieser   Periode    der  Ausdehnang    mit 

einem   Dracke    auf  den   Kolben,    der    mit    der   Ans- 

debnang    des   Dampfes    abnimmt.       Es    bezeichne    P' 

den    Dampfdruck    aaf    den    Kolben,    nachdem    dieser 

einen  Weg  BC  =  x  während  der  Periode  der  Espan- 

sion   darcblaufen  bat,  so  sollen   mit  Rücksicht  auf  die  Abnahme    des 

Druckes  zwei  FSlIe  nnterschieden  werden. 

a)   Druckabnahme     nach     dem   Mariotte'scben   Gesetz. 
Man  setze  voraus,  der  Dampf  dehne  sieb  aas  wie  ein  permaoeutes  Gas, 
ohne   dabei   seine  Temperatur  zu   ändere,   so   nimmt  die  Spannung    in 
gleichem  Verhältnis  ab,  wie  das  Volamen  zunimmt;  daher 
P'  _  Volamen  von  A  bis  B  _      a 
P        Volumen  von  A  bis  C       a  -f-  x' 

Der  Kolben  bewege  sich  von  C  aas  um  den  unendlich  kleinen 
Weg  ds,  Bo  kann  der  Dampfdrack  P'  während  dieses  Weges  als 
konstant  angesehen  werden.  Somit  ist  die  Arbeit  der  Kraft  P'  längs 
des  Weges  dx: 

und  die  Aibeit  während  der  ganzeD  Periode  der  Expansion 


(3)  apf    "-4^  =  aPlog-! 

i/o      a  -f-  X  i 


ap(l  +  l,g-J-). 
iriggiscbe  Logarithmen  ist  dieser  Ausdruck 

aPA  +  2,3026  logbr — \ 


b)   Druckabnahme  nach  dem  PoisaoD'scben  Gesetz.     In*- 
dem  der  Dampf  arbeitet,   verwandelt  sich  ein  Teil  der  Wärme,  wHehe 


Addiert  man  zu  dieser  Arbeit  noch  die  Arbeit  a  P,  welche  der 
Dampf  l&ngs  des  Weges  AB,  also  vor  dem  Eintritt  der  Dampfiihsper- 
rung  verrichtet,  so  erhält  man  als  gesamte  Arbeit  während  eines 
Kolbenzages 
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er  enthält,  in  Arbeit,  so  dass  seine  Temperatur  sinkt  nnd  ein  Teil 
Dampf  kondensiert  wird.  Der  noch  übrig  gebliebene  Dampf  hat  daher, 
nachdem  der  Kolben  einen  Weg  x  zurückgelegt  hat,  eine  kleinere 
Spannung  als  nach  dem  Gesetze  (1).  Diese  Spannung  P'  ergibt  sich 
ans  der  Gleichung 


r  -  (iTiJ- 


WO  nach  Zeuner  für  trockenen  Dampf  n  =  1,133  angenommen  werden 
kann.     Daher  wird  das  Arbeitselement  P'  d  x  unter  Benutzung  von  (4) 

P'  d  X  =  P  (— T")"  d  X  =  P  a°  (a  +  x)-»d  x. 
Das  Integral  hiervon  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  —  a  ist 

h  —  a  P  «  " 

P' d  X  =  -^-^  [h^-"  -  a^-»]. 


r 

^  0 


1  — n 
Nun  ist  a"  =  a'a"~^;  daher  der  umgeformte  Ausdruck 

«    j:--'=ä[-(t)-} 

Nach  beiden  Resultaten  (3)  und  (5)  ist  die  gesuchte  Expansiuns- 
arbeit  ein  Vielfaches  von  aP.  Bei  schwacher  Expansion  müssen  die 
Faktoren  von  a  P  sehr  nahe  übereinstimmen,  in  allen  Fällen  aber  wird 
der  Faktor  von  aP  in  (5)  kleiner  als  der  iu  (3). 

Für  eine  Ausdehnung  von  1  auf  4  wird  z.  B.  —  =  4  und  da  für 

a 

trockenen  Dampf  n  =  1,133,  so  erhält  man  als  Faktor  von  aP: 
nach  (3)    .     .     .  2,3026  log  br.  4  =  2,3026 -0,6021  =  1,386, 

nach  (5)  ^7^Ll-(^Xj        J  =  7,5188 -0,1684  =  1,284. 

132.  Arbeit  lun  Z«8aaaeBdrickcii  eiies  Gaset.  Ein  Geiles  ent- 
halte Gas  vom  Volumen  v  und  dem  Drucke  p.  Dieses  Gas  werde  zu- 
sammengedrückt, so  dass  es  in  einem  gegebenen  Augenblicke  ein  Volu- 
men v'  und  einen  Druck  p'  besitze.  Welche  Arbeit  ist  auf  die  Zu- 
sammendrückung zu  verwenden? 

Der  Einfachheit  wegen  denke  man  sich  das  Gas  eingeschlossen  in 
einem  Cylinder  vom  Querschnitt  q.  Dabei  entspreche  dem  Volumen  v 
die  Höhe  h  und,  durch  Vorschieben  des  Kolbens,  dem  Volumen  v'  eine 
Höhe  X,  so  wird  sein 

(1)  v'  =  qx. 

Die  Grössen  p  und  p'  denke  man  sich  als  Druck,  ausgeübt  auf 
die  Flächeneinheit,  so  wird  in  dem  Augenblick,  da  das  Volumen  des 
Gases  anf  v'  gesunken  ist,  der  Druck  des  Gases  auf  den  Kolben 
=  p'  q  sein. 

Nun  rücke  der  Kolben  um  d  x  vor,  d.h.  es  gehe  x  in  x  —  d  x 
über,  so  wird  v'  zu  v^  —  d  v' ;    denn   bei  diesem    Vorgang  nehmen  x 
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nnd  y*  zugleich  ab.  W&hrend  dieser  unendlich  kleinen  Verschiebung 
kann  man  den  Druck  p'q  als  konstant  betrachten;  daher  dessen  Ar- 
beit =  p'q(—  d  x),  oder  weil  nach  (1)  d  v'  ==  qd  x,  so  ist  das  Arbeits- 
element auch 

•     (2)  -p'dV. 

a)  Bei  der  Znsammendrückung  finde  keine  Aenderung  der  Gas- 
temperatur statt,  so  gilt  über  die  Drnckabnahme  das  Mariotte' sehe 
Gesetz,  wonach  man  hat 

(3)  -^  =  4-. 

p  V 

Führt  man  den  Wert  von  p'  aus  (3)  in  (2),  so  wird  das  Arbeitselement 

dv' 
_p'dv'=-pv-^. 

Folglich  die  Arbeit  zum  Zusammendrücken  zwischen  dem  Anfangs- 
volumen ▼  nnd  dem  Bndvolumen  v',  da  pv  konstant  ist 

;d  v'  v'  V 

-^  =  -  p  V log—  =  p V  log-^. 

b)  Die  Arbeit,  welche  auf  die  Zusammendruckung  verwendet  wird, 
verwandle  sich  in  Wärme  und  erhöhe  die  Temperatur  des  Gases, 
so  gilt  über  die  Druckzunahme  folgendes  Gesetz  von  Poisson 

WO  der  Exponent  n  grösser  als  1  und  z.  B.  für  atmosphärische  Luft 
nach  Regnault  =  1,3945  ist. 

Fuhrt  man  den  Wert  von  p'  aus  (5)  in  das  Arbeitselement  (2) 
ein,  so  wird  dasselbe 

—  p'dv'=  —  pv'^v'-^dv' 

und  die  gesuchte  Arbeit  zum  Zusammendrücken  des  Volumens  v  auf  v^ 
da  p  und  v  konstant  sind 


/. 


iH 


P_L_r„l-n_^^l-nl 


p'  d  v'  =  j^  [v^-^  -  v'^-»]. 
Nun  ist  aber  v°  =  v  •  v""*;  daher  geht  dieser  Ausdruck  rechts  über  in 

Die  Arbeit  nach  (6)  fällt  immer  grösser  aus  als  nach  (4);   es  ist 
also  immer 

n  — 1 


(')     Mii-y  -^]>'-^- 


So  wird  z.  B.  für  v  =  2  v'  und  n  =  1,3945  die  linke  Seite  von  (7) 
=  0,797,  die  rechte  aber  nur  =  0,693. 


161 


XI,    Aufgaben  ttber  lebendige  Arbeit. 

173.  Arlieitsgrösse,  welche  auf  eisen  Körper  ? e rwendet  werden  nussi 
M  ihn  aus  der  Ruhe  in  Bewegung  lu  fersetien.  Es  wirke  auf  den 
Körper  eine  stetige,  jedoch  beliebig  veränderliche  Kraft  beschleunigend 
ein.  Nachdem  der  Körper  den  Weg  x  zurückgelegt  hat,  sei  der  Wert 
dieser  Kraft  =  k,  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  =  v  and  seine  Be- 
schleanigung  =  g^  Ferner  sei  das  Gewicht  des  Körpers  =  P  und  die 
Beschleunigung  der  Schwere  =  g,  so  besteht  zwischen  den  KrSften  und 
den  entsprechenden  Beschleunigungen  folgende  Proportion 

(1)  g':g  =  k:P;       k  =  ^g'. 

Nun  lege  der  Körper  den  unendlich  kleinen  Weg  dx  zurück,  so 
kann  angenommen  werden,  die  Kraft  k  bleibe  während  dieses  Weges 
konstant;  also  ist  die  auf  die  Beschleunigung  der  Masse  des  Körpers 
verwendete  Arbeit  =kdx.  Setzt  man  obigen  Wert  von  k  hier  ein, 
so  folgt 

P 

k  d  X  =  —  g'  d  X. 
g 

Allein  nach   der  DifPerentialformel  (3)  der  Bewegung,  §  153,  ist  g'dx 
=  vdv.     Dies  gibt 

kd  X  =  — vdv. 
g 

Beginnt  die  Bewegung  von  der  Ruhe  aus,  so  erhält  man  die  Ar- 
beit der  Kraft  k  längs  des  Weges  x,  indem  man  integriert 

p     pv  p         ^2 

V  d  V  =  —  •  — ^. 


(2)         rkdx=-^r 

*/0  g    Ji 


g  *;o  g        '^ 

Pv2 

Diese  auf  die  Masse  des  Körpers  verwendete  Arbeit  — r —  nennt  man 

*-  2g 

lebendige  Arbeit,  auch  wohl  lebendige  Kraft  des  Körpers. 

Da  das  Verhältnis  P :  g  konstant  bleibt,  in  welcher  Entfernung  das 
Gewicht  P  vom  Mittelpunkt  der  Erde  gedacht  wird ,  so  wird  dasselbe 
als  Ausdruck  für  die  Masse  M  des  Körpers  angesehen.     Man  hat  daher 

(3)  M  =  --. 

g 

Fährt  man  diesen  Wert  von  M  in  (2),  so  folgt  als  Ausdruck  für 
die  lebendige  Arbeit 


(4) 

P 

• . 

g 

v2 
2 

=  iM 

V« 

Aus 

(3) 

ergibt 

sich 

auch 

(6) 

Auteohei  m  er 

,   Elemeiitarbuch. 

P 

=  Mg, 

11 
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d.  h.  das  Gewicht  eines  Körpers  ist  gleich  seiner  Masse,  mnltipliziert 
mit  der  Beschlennigang  des  freien  Falles. 

Führt  man  endlich  den  Wert  von  M  aas  (3)  in  (1),  so  ergibt  sich 
(6)  k  =  Mg', 

d.  h.  die  Kraft,  welche  in  einem  gegebenen  Augenblick  auf  einen  Kör- 
per einwirkt  nnd  dadurch  eine  Beschleunigung  g'  veranlasst,  ist  gleich 
dieser  Beschlennigung,  multipliziert  mit  der  Masse  des  Körpers. 

174.  Arheitsgrotse^  welche  eii  Körper  !■  sieh  aofBiBHit,  weis  er 
frei  herahfällt.  Es  sei  der  Halbmesser  der  Erde  =r,  die  Fallhöhe 
=  h ,  das  Gewicht  des  fallenden  Körpers  an  der  Erdoberfläche  =  q. 
Nachdem  der  Körper  durch  eine  Höhe  x  herabgefallen,  also  eine  Ent- 
fernung =  r -f  h  —  X  vom  Mittelpunkt  der  Erde  besitzt,  sei  sein  6e- 
'^icht  =q';  folglich  hat  man  nach  dem  Newto naschen  Gesetze  der 
Gravitation 


q-<i'  =  T2---7r-rT — 1^2-;      q'  =  q 


r« 


r^  •   (r  +  h-x)2   '       ^       ^   (r  +  h-x)2  * 

Es  nehme  x  um  dx  zu,  so  kann  angenommen  werden,  es  bleibe  q' 
während  dieses  unendlich  kleinen  Weges  konstant;  folglich  ist  die  Ar- 
beit der  Kraft  q'  längs  des  Weges  dx 

q  dx  =  qr^-7 — ^"^ rs-« 

^  ^       (r  +  h  —  x)* 

Wird  diese  Gleichung  integriert^  so  erhält  man  die  Arbeit  der  Schwere 
während  einer  endlichen  Fallhöhe  x.  Um  aber  integrieren  zu  können, 
setze  man  r-fh  —  x  =  y,  soistdx  =  — -dy  und  q'  d  x  =  —  q  r^  y~  ^d  y ; 
folglich 

Jq'dx  =  qr2y-^  +  C  =  qr^(y:p|— ^)  +  C 

und  die  gesuchte  Arbeit  für  den  Fallraum  h 

Wenn  der  Fallraum  klein  ist,  so  dass  h  gegen  r  vernachlässigt 
werden  kann,  so  geht  der  letzte  Aasdruck  in  das  Produkt  qh  aus 
Gewicht  in  Fallhöhe  über.  Ist  dagegen  r  gegen  h  klein,  wie  dies  z.  B. 
bei  Meteorsteinen,  welche  auf  die  Erde  fallen,  angenommen  werden 
kann,  so  wird  diese  Arbeit  =  qr.  Diese  Arbeit  gibt  er  beim  Auf- 
schlagen auf  die  Erdoberfläche  an  die  Masse  der  Erde  ab.  Eine  grössere 
Arbeit  als  qr  kann  kein  Körper  durch  die  blosse  Wirkung  der  Schwere 
aufnehmen,  selbst  wenn  er  aus  einer  unendlich  grossen  Entfernung 
gegen  die  Erde  fiele. 

Bemerkung.  Nehmen  wir  an,  die  Arbeit  qr,  welche  ein  Meteor- 
stein beim  Herabfallen  an  die  Erde  abgibt  (indem  von  jenem  Teil,  den 
die  Reibung  in  der  Atmosphäre  absorbiert,  abgesehen  wird),  verwandle 
sich  in  Wärme  und  es  produzieren  je  424  kgm  Arbeit  (mecha- 
nisches   Aequivalent    der    Wärme)    eine     Kalorie    Wärme,     so    ent- 


—     163     — 

wickeln  sich  ans  diesem  Falle  q  r :  424  Kalorien.  Es  sei  q  =  1  kg 
and  r  =  6365000  m,  so  ist  die  Wärmemenge,  welches  jedes  Kilogramm 
des  herabfallenden  Meteors  beim  Aufschlagen  prodaziert,  gleich 

6365000:424  =  15012  Kalorien, 

d.  h.  soviel  Wärme,  dass  15012 :  79  =  190  kg  Bis  damit  geschmolzen 
werden  könnten.  Würde  die  Masse  des  Meteors  diese  Wärme  allein 
aufnehmen  nnd  seine  spezifische  Wärme  0,2  betragen  (durchschnittlicher 
Wert  der  spezifischen  Wärme  der  Steinmassen) ,  so  würde  die  Tempe- 
ratur derselben  werden 

15012:0,2  =  75060^0. 

Setzt  man  voraus,  die  Erde  sei  durch  Verdichtung  vieler,  kleiner, 
im  Weltraum  zerstreuter  Massen  entstanden,  so  lässt  sich  auf  diesem 
Wege  die  hohe  Temperatur,  in  welcher  die  Erdmasse  sich  nach  dem 
Ballnngsakte  befunden  haben  muss,  erklären.  Die  betreffende  Aufgabe 
ist  in  §  360  behandelt. 

\K.  Lebendige  Arbeit  eines  heni«genen  Cjilndersi  der  sich  um  seine 
Acbte  dreht.  Es  sei  r  der  Halbmesser,  a  die  Länge,  v  die  Umfangs- 
geschwindigkeit und  m  die  Masse  der  Kubikeinheit  des  Cylinders.  Man 
lege  mit  den  Radien  x  und  x  -f  d  x  zwei  zur  Achse  konzentrische 
Cylinderflächen,  so  schliessen  diese  eine  Schicht  ein  von  der  Dicke  d  x, 
der  Länge  a  und  dem  Umfange  2x7r.  Das  Volumen  dieser  Schicht 
ist  daher  =27rxadx,  und  ihre  Masse  =27ramxdx.  Alle  Teile 
dieser  Schicht  haben  die  gleiche  Rotationsgeschwindigkeit,  die  wir 
mit  v'  bezeichnen  wollen.     Dadurch  wird 

v' :  V  =  X :  r ;       v'  = . 


Nun  erhält  man  aber  die  Arbeit,  welche  auf  einen  Körper  ver- 
wendet werden  muss,  um  ihm  eine  gewisse  Geschwindigkeit  beizu- 
bringen, wenn  man  die  halbe  Masse  des  Körpers  mit  dem  Quadrat 
seiner  Geschwindigkeit  multipliziert  (§  173,  Formel  4).  Somit  ist  die 
auf  obige  Schicht  verwendete  Arbeit 


TT  a  m  X  d  X  • 


v^ 
r^ 


Tram  V- 


Das  Integral  dieses  Ausdruckes  zwischen  den  Grenzen  x  =  Oundx  =  r 
gibt  als  Arbeit,  welche  auf  den  ganzen  Cylioder  zu  verwenden  ist 

amv^  P'  1  2   2        1  iLT    2 

—5 I    X*  d  X  =  -T-  TT  a  m  r^  v^  =  — -  M  v^ 

r-*       Jo  4  4 

worin  M  =  m  tt  r^  a  die  Masse  des  ganzen  Cylinders  bezeichnet.  Um 
diesem  Cylinder  eine  fortschreitende  Bewegung  mit  der  Geschwindig- 
keit ▼  zn  erteilen,  braucht  es  somit  zweimal  mehr  Arbeit  als  zur  Her- 
vorbringung  der  Rotation. 

176.  Arbeit,  welche  anf  die  irehung  einer  homogenen  Kngei  na 
einen  Ihrer  inrchnesser  als  Drehachse  in  ferwenden  ist.     Es  sei  r  der 

Halbmesser,  v  die  Geschwindigkeit  des   Aequators  und  m  die   Masse 

11» 
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der  Kabikeinheit  der  Kngel.  Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  durch  die 
Kugel  längs  der  Achse  und  nehme  die  Drehachse  zur  Abscissenachse 
an ,  so  wird  die  Gleichung  dieses  Schnittkreises  sein  y^  =  r^  —  x^. 
Mit  den  Radien  y  und  y  +  d  y  beschreibe  man  zwei  zur  Achse  kon- 
zentrische Cylinderflächen  im  Innern  der  Kugel,  so  schliessen  sie  ein 
Körperelement  ein  von  der  Dicke  dy  und  der  Länge  2x;  sein  Inhalt 
ist  daher  =27rydy*2x  und  seine  Masse  =47rmyxdy. 

Die  Geschwindigkeit  dieser  cylindrischen  Schicht  sei  v',  so  ist 

r 

Multipliziert  man  obige  Masse  mit  v'^  und  dividiert  mit  2  (§  173), 
so  erhält  man  die  auf  jene  Schicht  verwendete  Arbeit  gleich 

2  7rm  V*         ,  , 
^ xy»dy. 

Hierin  soll  nun  die  eine  Veränderliche  durch  die  andere  ersetzt  werden. 
Nun  ist  y^  =  r^  — x*,  also,  indem  man  differentiiert,  ydy  =  —  xdx; 
daher  xy^dy  =  —  (r^  —  x^)x^dx.  Mithin  das  vorstehende  Arbeits- 
element 

-^(r«x«-x*)dz 

und  die  Arbeit  für  unbestimmte  Grenzen  von  x: 

2  71  m  v^   P,  „    «         ,,  ,  2  7rm  v^  ^  -^''* 


r^ 


Cr  2    2         i\A               2  7rmv2/r2x'»         x^  \    ,   ^ 
-J(r^x^-x^)dx= ^2— (^-3 5-J  +  C. 


Dieses  Integral  verschwindet  für  x  =  r,  weil  der  Halbmesser  y 
der  cylindrischen  Schale  für  diesen  Wert  zu  Null  wird.  Folglich  mnss 
das  vorstehende  Integral  von  x  =  r  bis  x  =  0  genommen  werden,  um 
die  gesammte  lebendige  Arbeit  der  Kugel  zu  erhalten.     Dies  gibt 

•J'^Trr^m«  v^  =  ^M  v^, 

worin  M  =  -|^7rr^m  die  Masse  der  Kugel  ausdrückt.  Da  die  leben- 
dige Arbeit  der  Kugel  beim  Fortschreiten  mit  der  Geschwindigkeit 
V  =  -^M  v^,  so  ist  die  letztere  Arbeit  f  mal  grösser  als  die  der  Rotation 
entsprechende. 

Die  GeschwiDdigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde  ist 
circa  64  mal  grösser  als  die  der  Rotation  unter  dem  Aequator.  Wäre 
nun  die  Dichtigkeit  der  Brdmasse  überall  die  gleiche,  so  würde  der 
Fortschreitung  f  x  64^  ==  10240  mal  mehr  lebendige  Arbeit  entsprechen 
als  der  Rotation. 

177.  Lebeudige  Arbeit  einer  dannen  Kiigelschale,  die  sich  um  eiiei 
ihrer  Durchnesser  dreht.  Es  bezeichne  r  den  Radius,  e  die  sehr  kleine 
Dicke,  m  die  Masse  der  Kubikeinheit  und  v  die  Geschwindigkeit  des 
Aequators  der  Kugelschale.  Ein  Punkt  der  Kugelschale  liege  so,  dass 
der  Radius,  welcher  nach  ihm  führt,  den  Winkel  9  bilde  mit  der 
Drehachse,  so  wird  der  Abstand  des  Punktes  von  dieser  =rsin9' 
sein.     Man  lasse  <p  zunehmen   um  d  9^ ,  so  rückt  obiger  Punkt  in  der 
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RichtoDg  eines  Meridians  vor  um  einen  Bogen  =rd(p.  Dieser  Bogen 
drehe  sich  nm  die  Drehachse,  so  beschreibt  er  ein  Flächenelement  von 
der  Länge  2  r  tt  sin  9>,  also  vom  Inhalt  r  d  9>  •  2  r  tt  sin  9^.  Diesem  ent- 
spricht ein  Volnmenelement,  das  erhalten  wird,  wenn  man  das  Fiächen- 
element  mit  e  multipliziert.  Daher  ist  die  Masse  des  Volamenelemen- 
tes  =  rd  y  •  2r7rsin9«em. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Punkte  dieser  Masse 
bewegen,  ist  =v8in9>;  daher  die  in  der  Masse  enthaltene  lebendige 
Arbeit 

(1)  r^  TT  e  m  v^  sin^y  d  (f. 

Wird  dieser  Ausdruck  integriert  von  y  =  0  bis  y  =  tt,  so  erhält  man 
die  lebendige  Arbeit  der  ganzen  Eugelschale.  Nun  ist  nach  §  80, 
Formel  (12) 


(2)  JJsin»<pd<iP  =  y. 


Daher  die  lebendige  Arbeit  der  ganzen  Eugelschale  nach  (1)  und 
(2)  gleich 

(3)  -i-  (4  r2  TT  e  m)  v«. 

Allein  es  ist  der  Faktor  in  der  Klammer  die  Masse  M  der  ganzen 
Eugelschale  und  ^Mv^  die  lebendige  Arbeit  dieser  materiellen  Fläche, 
wenn  alle  Masse  in  ihrem  Aequator  vereinigt  wäre.  Daher  beträgt 
die  Arbeit  (3)  gerade  f  von  ^Mv^. 

178.  Lebendige  Arbeit  eiier  Kugel,  die  sich  um  einen  ihrer  0urcb- 
niesser  drebt  nnd  deren  Bichtigkeit  von  Schicht  lu  Schicht  sich  ändert. 

Das  Gesetz,  nach    welchem   die  Aenderung  der  Dichtigkeit  erfolge,  sei 

(1)  mi  =  mo  +  b  (r  —  x), 

worin  bezeichnen:  r  den  Halbmesser  der  Engel,  x  einen  Teil  von  r  vom 
Mittelpunkt  aus  gezählt,  mo  und  mi  die  Masse  der  Eubikeinheit  in 
den  Abständen  r  und  x  vom  Eugelmittelpunkt  und  b  die  Grösse,  um 
welche  die  Masse  per  Längeneinheit  von  aussen  nach  innen  sich  ändert. 
Die  GrGsse  b  ist  positiv,  wenn  die  Dichtigkeit  von  aussen  nach  innen 
zunimmt,  negativ  im  umgekehrten  Fall. 

Man  denke  sich  zwei  konzentrische  Eugelflächen  mit  den  Radien  x 
und  x-j-dx  gelegt,  so  schliessen  sie  eine  Eugelschale  ein,  auf  welche 
der  Ausdruck  (3)  des  vorigen  Paragraphen   angewendet  werden  kann, 

wenn  man  darin  setzt:   x  für  r,  dx*für  e,  mi  für  m  und  vf  —  jals 

Geschwindigkeit  am  Aequator  der  Eugelschale  vom  Halbmesser  x.  Da- 
her wird  die  lebendige  Arbeit  dieser  Eugelschale 

1  x^ 

—  (4  x^  TT  d  x)  [mo  +  b  (r  —  x)]  v^ 


2 


unendlich  viele  solcher  Eugelschalen  setzen   aber  die  ganze  Engel  zu- 
sammen; daher  wird  die  in  der  ganzen  Engel  enthaltene  Arbeit 
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(2)  ^^/[(«»o  +  »>r)x*  -  bx'ldi  =  -i^ r»  V» (mo  +  Y) 

Für  b  =  0  wird  die  Masse  der  Engel  homogen  und  es  geht  dieser 
Wert  aber  in  jenen,  welcher  in  §  176  gefanden  warde. 

Die  Eogelflftcben  mit  den  Radien  x  and  x-f-dx  schliessen  ein 
Volameoelement  ein,  dessen  Masse  ist 

4  x^  ;r  d  X  [mo  +  b  (r  — -  x)]. 

Daher  wird  die  Masse  der  ganzen  Kagel  sein 

(3)  4;r  J[(mo  +  br)x2  -  bx»]  dx  =  -^r»  (mo  +  Y} 

Diese  Masse  denke  man  sich  nnn  in  einem  solchen  Abstand  y  von 
der  Achse,  dass  ihre  lebendige  Arbeit  gleich  der  in  (2)  sei,   so  wird 

ihre  Geschwindigkeit  =  ^(        ]  ^^^  ^^^®  lebendige  Arbeit  gleich 

(4,  |.J^,.(»+lL),.-Jl. 

Setzt  man  die  Werte  von  (2)  and  (4)  einander  gleich,  so  folgt 

mo  + 1  br 

Für  b  =  0  wird  y^  =  fr*  oder  y  =  0,63r,  d.  h.  die  lebendige 
Arbeit  einer  homogenen  Engel  bleibt  dieselbe,  wenn  man  sich  ihre 
Masse  im  Abstände  0,63  r  vom  Mittelpnnkt  der  Engel  denkt. 

Für  X  =  0  gehe  die  Masse  mi  in  m  aber,  es  sei  also  m  die  Masse 
der  Eabikeinheit  im  Mittelpnnkt  der  Eagel,  so  geht  hierfär  (1)  aber 
in  m  =  mo  +  b  r,  woraas  folgt 

m  — •  mo 
b  = . 

r 

Setzt  man  diesen  Wert  von  b  in  (3),  (2)  and  (5),  so  wird 
Masse  der  Engel  ....  =  —  7rr*(m  +  3mo), 

o 

2 

lebendige    Arbeit    derselben  =  -r-  tt  r'  (m  +  5  mo)  v^, 

45 

x%T    L  ^       4:    m  +  bmo     ^ 

Wert  von Y   =  tt rT: r^. 

^         15  m  +  3  mo 

Denkt  man  sich  die  Masse  der  Engel  in  ihren  Aeqnator  verlegt,  also 
in  eine  Entfernnng  r  von  der  Achse  gebracht,  so  steigt  ihre  lebendige 
Arbeit  im  Verhältnis  von 

(6)  j.l5in  +  3mo 


4    m  -|~  5  mo 

Gesetzt  die  Dichtigkeit  der  Erde,  diese  als  Engel  gedacht,  befolge  das 
Gesetz  (1)  and  es  seien 

mo  =  2,65  s     and     m  =  14,29  s, 
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wo  8  das  Verhältnis  zwischen  der  Masse  nnd  dem  spezifischen  Gewicht 
bezeichnet.     Hierffir  wird 

Wert y  =  0,574  r, 

Verhältnis  (6)     .     .      =  1 : 3,02. 

179.  BiadriigeB  eiier  Kaieieikiigel  !■  tlmtm  Erdwall.  Beim  Ein- 
dringen hat  die  Kngel  die  Eohäsion  der  Erde  nnd  die  Reibnng  der 
Oberflächen  zn  aberwinden,  sowie  den  aasweichenden  Erdteilen  Ge- 
schwindigkeit za  erteilen.  Die  beiden  ersten  Widerstände  können  als  kon- 
stant angesehen  werden,  der  letztere  wächst  mit  dem  Qaadrat  der  Ge- 
schwindigkeit der  Kugel,  ähnlich  wie  der  Widerstand,  den  ein  Schiff 
im  Wasser  findet,  wenn  es  sich  bewegt.     Nan  seien: 

p,  q  das  Gewicht  and  der  grösste  Querschnitt  der  Kugel, 

vo  ihre  Anfangsgeschwindigkeit, 

V  ihre  Geschwindigkeit,   nachdem    sie  bereits  um  eine  Tiefe  x  vor- 
gedrangen  ist  and 

t  die  auf  den  Weg  x  verwendete  Zeit. 

Man  denke  sich  zuerst  den  Querschnitt  der  Kugel  =  1,  so  wird 
der  Widerstand,  den  sie  bei  der  Geschwindigkeit  v  findet,  durch  den 
Ausdruck  a  -|-  b  v^  dargestellt  werden  können ,  wo  a  und  b  konstante 
Grössen  bezeichnen.  Daher  der  Widerstand  für  eine  Kugel  mit  dem 
Querschnitt  q  gleich 

(1)  q(a  +  bv2). 

Nun  rucke  die  Kugel  um  den  Weg  dx  vor,  so  kann  angenommen 
werden,  es  bleibe  der  Widerstand  (1)  längs  dieses  Weges  konstant, 
daher  verbraucht  das  Erdreich  die  Arbeit  q(a -f- b  v^)dx. 

Einen  ebenso    grossen   Betrag   von  Arbeit  muss  aber  die  Kugel 

gleichzeitig  abgeben.     Da  ihre  lebendige  Arbeit  in  dem  Augenblick,  da 

p  v^ 
sie  die  Geschwindigkeit  v  besitzt,  nach  §  173  =  ^ —  ist,    so   nimmt 

^^ 
/p  V  N        p 

diese  Arbeit  ab  um  d  (  —; —  j  =  -^  vd  v.   Durch  Gleichsetzen  folgt  daher 

V2gy       g 

J-vdv=  — q(a  +  b  v*)dx. 
g 

Das  negative  Zeichen  rechts  wird  nötig,  weil  v  in  v— dv  über- 
geht, wenn  x  zu  x  -f  d  x  wird.     Die  vorstehende  Gleichung  gibt 

/^\  ••  p         vdv 

gq    a  +  bv^ 

Behufs  der  Integration  moltipliziere  man  Zähler  und  Nenner  des 
zweiten  Braches  mit  2b,  so  dass  im  Zähler  vd(2bv)  statt  vdv  vor- 
kommt, so  wird  der  Zähler  gerade  das  Differential  des  Nenners ;  daher 
ans  (2)  durch  Integration 


—     168     — 
Fnr  V  =  vo  wird  x  =  0.     Diese  Werte  verwandeln  (3)  in 

Folglich  durch  Subtraktion  von  (3) 

fÄ\  P     1     a  +  bvo* 

Die  grösste  Tiefe,  za  welcher  die  Kagel  vordringen  kann,   sei  X, 
so  geht  in  (4)  x  über  in  X  för  v  =  0.     Daher 


(^)  ^  =  2Y^^^«0+|-0- 


2bgq 

Die  Zeit  findet  sich  wie  folgt.  Man  denke  sich  die  Engel  im 
Ranm  frei  schwebend  der  Wirknng  der  Kräfte  p  nnd  q(a  +  bv^)  aus- 
gesetzt, so  veranlassen  beide  Kräfte  gleichförmig  veränderte  Bewegungen. 
Dem  Gewichte  p  entspricht  die  Beschlennigang  g  =  9,81  ra,  der  andern 
Kraft  entspreche  die  Beschleunigung  g',  so  findet  folgende  Proportion  statt 

(6)  p:q(a  +  bv2)  =  g:g'. 

dv 
Allein  es  ist  auch  nach  §  153  die  Grösse  g' =  — ^ — .  Setzt  man  diesen 

dt 

Wert  von  g'  in  (6),  so  folgt 

p  d  V 


dt=  - 


gq    a  +  bv 


2' 


Die  rechte  Seite  ist  hier  negativ  zu  nehmen,  weil  v  abnimmt, 
wenn  t  zunimmt.  Man  schreibe  noch,  um  Formel  (6),  §  78,  auf  die 
Integration  anwenden  zu  können. 


dt  = 


W\) 


gqKab      ^^ 


('^ 


2   » 


SO  erhält  man 


t  = |7=:r  Are  tang  v  \/  —  +  C. 


gqKäb 
Für  V  =  Vo  wird  t  =  0.     Diese  Werte  geben  daher 

V_  _ 
gqKab 

Folglich  erhält  man  durch  Subtraktion  der  letzten  zwei  Gleichungen 


0  = Itttt- Are  tang  vo  1/ h  C. 


(7)  t  = 


gq 


Y^ 


Are  tang  vo  1/ Are  tang  vi/  —  L 
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Dem  Wege  X  entspreche  die  Zeit  T.     Diese  wird  aus  (7)  erhalten, 
wenn  v  =  0  gesetzt  wird.     Daher 

(8)  T  = L.  Are  tang  vo  1 /-. 

gqKab  r     » 

Bei  sandiger   Ackererde  nnd    fär  mittlere  Verhältnisse  kann  man, 
wenn  in  Metern  nnd  Kilogrammen  gerechnet  wird,  annehmen: 

a  =  400000  kg;     b  =  40. 

Nan  sei  für  eine  gasseiserne  Rngel 

p  =  12kg;     q  =  0,017  qm;     vo  =  480  m, 

so  wird,  da  g  =  9,81  m  und  die  natürlichen  Logarithmen  erhalten  wer- 
den,  wenn  man  die  briggischen  mit  2,303  multipliziert: 

X  =  0,9  •  2,303  log  br.  (1  +  23,04)  =  2,87  m. 
T  =  0,018  Are  tang  4,8. 

Der   Bogen,  dessen   Tangente  =4,8  ist,  umfasst  78,279    Grade. 
Daher  ergibt  sich  seine  Länge  a  ans  der  Proportion: 

u  :  TT  =  78,279  :  180;     n  =  1,3662. 

Mithin  wird 

T  =  0,018  •  1,3662  =  -^  Sekunde. 

Diese  Kugel  dringt  also  2,87  m  tief  in  die  Erde  ein  and  braucht 
daza  V^o  Sekunde. 


XIL    Aufgaben  ttber  die  Quantität  der  Bewegung. 

180.  Begriff  fon  (aantltät  der  Bewegung.  Es  sei  m  die  Masse 
und  V  die  Geschwindigkeit  eines  in  Bewegung  befindlichen  Körpers,  so 
nennt  man  Quantität  der  Bewegung  dieses  Körpers  das  Produkt  mv 
ans  Masse  und  Geschwindigkeit. 

Statt  Quantität  der  Bewegung  sagt  man  häufig  Menge  der  Bewegung, 
Bewegungsmenge,  auch  Bewegungsmoment. 

Die  folgenden  Aufgaben  werden  die  Entstehung  und  Bedeutung 
dieses  Produktes  darlegen. 

181.  Berechning  der  tlaantitat  der  Bewegung.  Auf  einen  Körper 
vom  Gewichte  P,  der  im  Räume  frei  schwebt,  wirke  eine  beliebig  ver- 
änderliche Kraft,  so  wird  er  eine  beschleunigte  Bewegung  annehmen. 
Nach  der  Zeit  t  sei  k  der  Wert  der  Kraft,  v  die  Geschwindigkeit  und  g' 
die  Beschleunigung  der  Bewegung,  so  gilt  für  diesen  Vorgang  die  in 
§  173  angegebene  Proportion 

(1)  g':g  =  k:P;     k  =  yg'- 

Nun  nehme  t  um  dt  zu,  so  wird  auch  v  um  dv  wachsen;  daher  wird 
nach  Gleichung  (2)  auf  S.  134  sein 
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(2)  g'='^ 


dt  ' 

ElimiDiert  man  g'  aos  (1)  ond  (2)  ond  ersetzt  P  nach  Gleichung  (5)  auf 
S.  161  durch  mg,  so  folgt 

(3)  kdt=mdv 

and  durch  Integration,  da  m  als  konstant  anzusehen  ist 


(4)  I    kdt  =  mv  — mvo, 


worin  vo  die  Anfangsgeschwindigkeit,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  für 
t  =  0  bezeichnet. 

In  dieser  Gleichung  ist  m  v  die  Quantität  der  Bewegung  des  Körpers 
am  Ende  und  mvo  diejenige  am  Anfang  der  Zeit  t;  daher  das  Resaltat 
der  Integration  die  Zunahme  der  Quantit&t  der  Bewegung  während  der 
Zeit  t. 

Wenn  to  =  0,  so  reduziert  sich  das  Integral  auf  m  ▼. 

Ist  die  Kraft  k  konstant,  so  kann  auch  die  linke  Seite  in  (4) 
integriert  werden.     Man  erhält  für  yo  =  0: 

(5)  kt  =  mv, 

d.  h.  die  Kraft,  multipliziert  mit  der  Dauer  ihrer  Einwirkung,  ist  gleich 
der  Quantität  der  Bewegung  des  Körpers. 

I.  Wird  hiernach  z.  B.  eine  Lokomotive  auf  horizontaler  Bahn 
durch  eine  konstante  Kraft  angetrieben;  ist  das  Gewicht  der  Lokomotive 
30000  kg  und  die  Geschwindigkeit  10  m  nach  30  Sekunden,  so  wird 
nach  (5) 

k-30  =  -^^.10;     k  =  1019kg, 

d.  h.  es  muss  die  Kraft,  welche  der  Lokomotive  die  Bewegung  erteilt, 
1019  kg  betragen.  Dabei  ist  der  Teil  der  Kraft,  welcher  die  Wider- 
stände der  Lokomotive  überwindet,  nicht  inbegrifiFen. 

Sollte  die  Geschwindigkeit  von  10  m  in  kürzerer  Zeit,  z.  B.  in 
10  Sekunden,  erreicht  werden,  so  mnsste  auch  die  Kraft  k  das  drei- 
fache des  obigen  Wertes  haben. 

II.  Während  eine  Kanone  abgeschossen  wird,  macht  sich  der  Druck 
des  Pulvergases  in  jedem  Augenblick  vorwärts  auf  das  Geschoss  und 
rückwärts  auf  das  Geschütz  gleichstark  geltend.  Kann  das  Geschütz 
sich  frei  bewegen,  so  nehmen  beide  Körper  Bewegungen  an  und  zwar 
so,  dass  in  demselben  Moment  beide  Körper  gleich  grosse  Quantitäten 
der  Bewegung  haben.  Denn  es  ist  für  beide  das  Produkt  kt  in  (5) 
dasselbe,  also  ist  dies  auch  mit  mv  der  Fall. 

Es  gelte  MV  für  das  Geschütz,  mv  für  das  Geschoss  in  dem 
Augenblick,  da  dasselbe  abfliegt,  so  wird 

MV  =  mv. 

Nimmt  man  hier  v  =  600  m  und  das  Verhältnis  m:M=  1:200,  so 
wird  V  =  3  m,  d.  h.  das  Geschütz  beginnt  seinen  Rucklauf  mit  3  m 
Geschwindigkeit. 
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182.  ZisaBMenkaig  iwlscben  der  duaHtitat  der  Bewegvng  aid  der 
lebeadigen  Arbeit.  Rs  sei  L  die  lebendige  Arbeit,  welche  obige  Kraft  k 
dem  Körper  in  der  Zeit  t  erteilt  und  Q  die  gleichzeitig  erzeugte  Qaantit&t 
der  Bewegung,  so  ist 

L  =  ^m7^     und     Q  =  m7; 

folglich  durch  Elimination  von  m  die  Relation 

L  =  ivQ. 

Nun  ist  L  Arbeit,  also  ist  es  auch  vQ.  Allein  v  bezeichnet  einen 
Weg;  daher  wird  Q  eine  Kraft  sein. 

Die  Qaantit&t  der  Bewegung  muss  also  als  Kraft  anfgefasst  wer- 
den, ebenso  angesammelt  in  der  Masse  des  Körpers  wie  die  lebendige 
Arbeit. 

In  der  oben  erwähnten  Lokomotive  ist  angesammelt: 

30000 
Quantität  der  Bewegnng  m  v  =  — r-ri —  •  10  =  30570  kg. 

9,ol 

Lebendige  Arbeit .      -^-  m  v^  =  ir  •  ""^"Fi"  *  ^^^  ~  152850  mkg. 

2  2        9,ol 

183.  tloaititat  der  iewegiiig,  eothaltei  !■  einer  prisnatiselieB 
Staige,  die  sich  an  eine  Achse  dreht.  Die  Achse  A,  Fig.  56,  durch- 
schneide die  Längenrichtung  der  Stange  senkrecht.  Es  sei  A  D  =  a 
die  Länge  und  F  der  Querschnitt  der  Stange,  m  die  Masse  der  Kufoik- 
einheit  des  homogenen  Materials  und  v  die  Geschwindigkeit  am  freien 
Ende  der  Stange. 

Man  lege  in  den  Entfernungen  x  und  x  H~  d  x  von  der  Achse  Quer- 
schnitte durch  die  Stange,  so  schliessen  diese  ein  Volumen  Fdx  ein, 
dessen  Masse  =mFdx  ist.  Dieses  Teilchen  bewege  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit v',  so  wird 

X  Fig.  56. 

V  :  V  =  X :  a ;     v'  =  v  — . 

a 

Daher  die  Quantität  der  Bewegung  dieses  Teilchens  m  F  d  x  •  v' 
oder 

mFv 


a 


xdx 


und  die  Summe  der  Quantitäten  der  Bewegung  für  unbestimmte 
Grenzen 

mFvr»^         mFvx*,^ 


a 
und  für  die  Länge  AD 


mFvr    ^         mFv    a^ 
xdx  = 


X 


a     Jo  a        2 

Nun  ist  mFa  =  M  die  Masse  der  Stange;  daher  die  gesuchte  Quantität 
der  Bewegung 

iMv, 
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Biso  die  Hftifte  vod  Jener  QuantitGt  ä< 
bei  fortschreitender  Bewegong  erh&lt. 

DetiDt   sieb    die   Staofie   ddp   aber  den  Teil   BD  = 
Abstaod  AB^a',  so  wird  die  Quantit&t  der  Bewegnog 
mFv  /«-*-•'     .  1   idFv.  „        ,,         1 


Bewegung,   welche  die  Stange 
a  ans  und  ist 


mFv  r-*-*' 
a'  +  a  J  +.■ 
wo  wieder  M  = 


2  a  +  a'^ 
D  F  a  ist. 


IM.  tiiilllät  'er  levegiig  ciaer  keaegeie»  iigel,  die  ilch  ■■ 
tlmtm  ikrer  lircbMCSier  Ireht.  E»  sei  r  der  Halbmesser  der  Kugel, 
m  die  Hasse  ihrer  EubikeiDbeit  ond  v  die  Geschwindigkeit  ihres 
Aeqaators. 

Die  Gleichung  eines  grfissten  Kreises  (Fig.  57),  welcher  durch  die 
Drehachse  geht,  ist 


(1) 


Nan  soll  die  Quantität  der  Bewegang  eines  Volumea- 
teilchens  bestimmt  werden,  durch  deren  Integration 
die  gesuchte  Quantität  erhalten  wird.  Zu  diesem  Be- 
hnfe  lege  man  zwei  C; linderflächen  dnrch  die  Kugel, 
parallel  zur  Drehachse  und  zwar  mit  den  Radien  y 
und  f  +  d  y,  so  schliessen  diese  Flächen  eine  Schiebt 
ein  mit  dem  innern  Radius  y,  der  Wanddicke  dy 
und  der  lAnge  2s,  also  dem  Volamen  27rydy-2x; 
daher  die  Masse  dieses  nnendlich  kleinen  Teildiena 


Ihre  Geschwindigkeit  8 


27rydy2x-m. 
v',  so  wird  v'  iv  —  y.r 


Multipliziert  man  diesen  Wert  von  v'  mit  der  Masse  (2),  so  erhält  man 
als  Qaantität  der  Bewegang  eines  unendlich  kleinen  Teilchens 


Um  diesen  Ausdruck  integrieren  zn  können,  darf  nar  eine  der  Va- 
riabein I,  y  darin  vorkommen.  Man  erreicht  dies,  indem  man  ans 
(l)  und  (3)  eine  der  VaViabeln  eliminiert.     Die  Elimination  von  x  gibt 

nnd  diejenige  von  y 

Die  Integration  einer  dieser  zwei  Ausdrucke  besteht  nun  in  der 
Snmmierung  aller  Elemente,  welche  in  (3)  enthalten  sind.  Dabei 
mnss  (4)  genommen  werden  von  y  =  0  bis  y  =  r  und  (5)  von  z  =  t 
bis  X  =  0. 
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Beide  Differentiale  (4)  uM  (5)    kÖDoen    integriert    werden    nach 
§   82,  Formel  (6),     Man  erhält  für  n  =  3 : 

somit  unter  Benntzang  von  Formel  (4),  §  82 

+   4-  [-  V  K^^^^  +  ~~  Are  sin  -f-]  +  C 
and  für  die  oben  angegebenen  Grenzen 

Sly'V^'^'^y    4    2    2- 

Daher  die  Quantität  der  Bewegung  als  Integral  von  (4) 
(6)  ^nr^myn. 

Dieses  Produkt  lässt  sich  zerlegen  in  die  Faktoren 

4     .  ^      37rv 

-r-r^Trm     und        ,^    . 
3  16 


.2A..^J^lL.JL 


Der  erste  dieser  Faktoren   ist  die  Masse  M  der  Kugel;  daher  die  ge- 
sachte Quantität  der  Bewegung  nach  (6) 


16 


Mv. 


Folglich   beträgt  diese  von  jener   Quantität,    welche    die   Kugel 

16 

beim  Fortschreiten  besitzt. 

18S.  Ilrnck  ht\m  Anprall  eines  Körpers  gegen  eine  Wand.  Körper 
und  Wand  seien  elastisch.  Der  Körper  mit  der  Masse  m  treffe  die 
Wand  in  normaler  Richtung  mit  einer  Geschwindigkeit  v,  so  wird 
diese  durch  den  Widerstand  der  Wand  auf  Null  reduziert  und  hierauf 
bei  Wiederherstellung  der  Form  der  Wand  in  —  v  verwandelt. 

Der  Stoss  dauere  t  Sekunden.  In  einem  bestimmten  Augenblick 
sei  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Wand  =  k,  so  gilt  für  den  unend- 
lich kleinen  Zeitteil  dt  die  Gleichung  (3)  auf  S.   170. 

Bei  Integration  derselben  bezeichne  man  den  mittleren  Wert 
von  k  mit  k'  und  da  die  Geschwindigkeit  zwischen  den  Grenzen  —  v 
und  -[-  V  zu  nehmen  ist,  so  erhält  man 


-r: 


m  d  V  =  2  m  V. 


Der  mittlere  Druck,  multipliziert  mit  der  Daner  des  Stosses,  ist  hier- 
nach gleich  der  doppelten  Quantität  der  Bewegung  des  Körpers. 
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XIII.    BestimmuDg  von  Tr&gheitsmomenten. 

IM.  Aiidrick  f&r  das  TrlgheitSManeBt.  Es  drehe  sich  ein  Körper 
am  eine  feste  Achse.  Man  bezeichne  die  Massen  zweier  Teile  des 
Körpers  mit  m,  m',  ihre  Abstände  von  der  Achse  mit  r,  r'  and  ihre 
Geschwindigkeiten  mit  v,  v'.  Soll  aaf  beide  Massen  die  gleiche  Arbeit 
verwendet  werden,  so  mass  sein  (§  173,  Formel  4) 

m  V*  =  m'  v'^. 

Da  aber  v  :  v'  =  r :  r',  so  gibt  die  vorstehende  Gleichang  auch 

m  r^  =  m'  r'*. 

Diese  beiden  Massenteile,  welche  bei  gemeinschaftlicher  Rotation 
om  dieselbe  Achse  gleichen  Arbeitsaufwand  erfordern,  üben  aach  den 
gleichen  Einflass  aaf  die  Rotation  aas.  Die  Bedingung  eines  solchen 
gleichen  Einflusses  ist  in  der  letzten  Formel  unabhängig  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  Drehung  ausgedruckt. 

Das  Produkt  mr^  aus  einer  Masse  in  das  Quadrat  ihrer  Entfer- 
nung von  der  Drehachse  wird  das  Trägheitsmoment  dieser  Masse 
genannt.  Wenn  somit  zwei  Massen  gleiche  Trägheitsmomente  haben, 
so  ist  ihre  Wirkung  auf  die  Drehung  gleich  gross. 

Teilt  man  eine  Masse  in  die  Massenelemente  m,  m^  m'^ . . ,  deren 
Entfernungen  von  der  Drehachse  beziehungsweise  r,  r',  r'^  . .  sein  mögen, 
so  ist  das  Trägheitsmoment  der  gesammten  Masse 

(1)  mr^  -f  m'r'2  +  m"r"2  +  . .  =  2mr^ 

Der  Ausdruck  (1)  fflr  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ver- 
einfacht sich,  wenn  dessen  Dichtigkeit  gleichförmig  ist.  Für  diesen 
Fall  seien  n  die  Masse  der  Volumeneinheit  und  u,  u',  u^', . .  die  sehr 
kleinen  Raumteile  desselben ,  so  sind  n  u,  n  u', . .  die  Massen  dieser 
Teile.  Setzt  man  diese  für  m,  m', . .  in  (1)  und  dividiert  mit  dem 
konstanten  Faktor  n,  so  erhält  man 

(2)  u  r^  +  u'  r'2  +  u"  r"«  +  . .  =  2  u  r«. 

Hierin  können  die  Grössen  u,  u', . .  auch  als  Teile  einer  Fläche 
oder  Linie  angesehen  werden,  ähnlich  wie  in  §  134  bei  Bestimmung 
von  Schwerpunkten. 

Auch  im  Aasdrucke  (2)  nennt  man  die  Produkte  u  r*,  u'  r'^  . . .  die 
Trägheitsmomente  der  Teile  v,  v', ..  und  ihre  Summe  das  Trägheits- 
moment des  Ganzen. 

Das  Summenzeichen  S   geht  in  das  Integralzeichen   I    über,  wenn 

mr^  das  DifiPerential  des  Trägheitsmomentes  der  Masse  oder  ur^  das- 
jenige des  Volumens,  der  Fläche  oder  der  Linie  ist. 

Man  kann  sich  die  ganze  Masse  eines  Körpers  in  einem  Punkte 
konzentriert  denken,  in  einer  solchen  Entfernung  z  von  der  Drehachse, 
dass  das  Trägheitsmoment  der  Masse  dadurch  unverändert  bleibt. 
Dieser  Punkt  in  der  Entfernung  z  von  der  Achse  heisst  Mittelpunkt 
der  Trägheit. 
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187.  TrigheltiMSB»!  elier-  ■iterlellci  gtnit»  Liiie.  Erster 
Fall.  Eioe  Gerade  B  D  (Fig.  56  S.  171)  drehe  sich  um  eise  Achse  A, 
welche  die  Gerade  senkrecht  schneidet.  Die  Hasse  der  Geraden  per 
LftDgeneinheit  sei  =  m.  Zwischen  den  Abstanden  x  nnd  x  4-  d  x  anf 
der  Geraden,  von  der  Achse  ans  gemessen,  liegt  das  Linie nelement  d  i, 
dessen  iHasae  =fmdx  ist;  folglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieses 
Elementes  =  m  s'  d  x. 

Hat  die  Gerade,  von  der  Achse  an  beginnend,  eine  I^nge  A  D  =  a, 
so  ist  mithin  ihr  Trägheitsmoment 


•^0 


x'dx  = 


Der  Mittelpnnkt  der  Trägheit  der   Masse  m  a   der  ganzen  Linie   habe 
den  Abstand  z  tod  der  Achse,    so  ist   das  Trägheitsmoment  der  Liitio 
mas'.     Folglich  ergibt  sich  darch  Gleichsetznng  beider  Momente 
a 

'-TT- 

Reicht  die  Gerade  BD  nicht  bis   zur  Achse  A,    nad   setzt  man 
A  D  =  a  nnd  A  B  =  a',  so  ist  das  Tr&gheitsmomeot  von  B  D 


"£' 


'  d  X  =  -—  m  (a*  —  a''). 


Da  das  Trägheitsmoment   der  ganzen  Linie   auch  =  m  (a  —  a')  z', 
ao  erhält  man  dnrch  Gleicbeetznng  beider  Momente 
z^^iCa'  +  aa'  +  a""). 

Zweiter  Fall.  Die  Gerade  BD  (Fig.  58)  drehe  sich  nm  die 
Achse  E,  welche  senkrecht  aaf  der  Geraden  steht.  Der  Abstand  AE 
der  Geraden  von  der  Achse  sei  =  b,  der  Abstand  A  G  anf  der  Ge- 
raden =  X.  Da  das  Massenelement  der  Geraden  =  m  d  x  nnd  sein 
Abstand  G  E  von  der  Achse  =  V  h^  +  x^,  so  ist  das  Trägheitsmoment 
des  Teilchens  =  m  (b'  +  x*)  d  x.  Folglich  das  Trägheits- 
moment der  Geraden  fnr  eine  unbestimmte  Länge  ^.     ^ 

mjd  X  (b»  +  x^)  =  m  (b^  ^  +  -J-)'^^- 

Wenn  A  B  =  a',  A  D  =  a,  so  ist  das  Trägheitsmoment 
von  BD 

ra  r  d  X  (b»  +  x'')  =  m  h"  (a  -  a')  +  -f-  («*  -  »")■ 

Das  Trägheitsmoment  von  B  D  ist  aber  ancb  m  (a  —  a')  z^;  folglich 

z^  =  b'  +  i(a"  +  aa'  +  a"'). 

188.  TrägheltiMtBeat  eiiei  Keehtechi,  das  sich  um  eiie  lelaer 
Sdtei  drcbt.  Die  Dimension  des  Rechtecks  längs  der  Achse  sei  b, 
die  darauf  senkrechte  a.  Uan  lege  durch  die  Fläche,  parallel  znr 
Achse,   zwei  Gerade  in  den  Abständen  x  und  x-|-dx,   so   schliessen 
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sie  ein  Flächenelement  ein  =  b  d  x,  das  ao  die  Stelle  der  Masse  tritt, 
dessen  Tr&gheitsmomeDt  mithin  =  b  x^  d  x  ist.  Daher  wird  das  Träg- 
heitsmoment des  ganzen  Rechteckes  sein 


X 


bx^dx  =  ab*  — 
0  3 


Man  kann  sich  auch  denken,  in  dieser  Aufgabe  sei  die  Masse  der 
Flächeneinheit  =  1  angenommen,  wie  auch  in  der  folgenden. 

189.  TräKheitsM^Ment  eiaes  Ireises,  4er  sich  ■■  eiaeii  seiner 
iiirchMesser  drebf.  Die  Gleichang  des  Kreises  för  rechtwinkelige 
Achsen,  welche  darch  den  Mittelpunkt  desselben  gehen  (Fig.  57 
S.  172),  ist 

(1)  y2  +  x2  =  r^. 

Man  lege  in  den  Abständen  y  und  y  -{-  d  y  zwei  Gerade  durch  den 
Kreis,  parallel  zur  Achse,  so  schliessen  sie  mit  dem  Kreise  ein  Flächen- 
element ein  von  der  Länge  2  x  und  der  Breite  d  y,  also  vom  Inhalt  2  x  d  y. 
Das  Trägheitsmoment  desselben  ist  daher  =  2  x  d  y  •  y^. 

Um  diesen  Ausdruck  integrieren  zu  können,  mnss  darin  eine  der 
Variabein  x,  y  durch  die  andere  ausgedrückt  werden.  Man  erhält  mit 
Hilfe  von  (1) 

(2)  2  X  d  y  •  y2  =  2  y2  Vr^-y^  •  d  y. 

Hier  ist  also  dasselbe  Differential  y^V^r^  — y^dy  wie  auf  S.  172, 
Ausdruck  (4),  zu  integrieren,  und  zwar,  um  das  Trägheitsmoment  fär 
die  eine  Hälfte  der  Kreisfläche  zu  erhalten,  zwischen  y  =  0  bis  y  =  r. 
Dies  gibt  wie  dort 


2-x    -         «  .  r*     TT 


yVr^  — y^dy  = 


8      2 


Dieser  Ausdruck  muss  wegen  des  Faktors  2  in  (2)  verdoppelt 
werden,  um  das  Trägheitsmoment  für  die  eine  Hälfte  der  Kreisfläche 
zu  erhalten;  für  die  andere  ist  das  Moment  aber  ebenso  gross.  Daher 
das  gesuchte  Trägheitsmoment  für  die  ganze  Fläche 

r*        TT  TT 

8      2  64      ' 

wenn  d  den  Durchmesser  des  Kreises  bezeichnet. 

Man  hätte  auch  das  unbestimmte  Integral  nehmen  können  zwischen 
y= — r  bis  y=  +  r,  um  sofort  das  Trägheitsmoment  der  ganzen 
Fläche  zu  erhalten. 

19f.  Trägheit8M«Ment  eiaes  rechtwinkeligen  Parallelepipeds,  das 
sich  um  eine  seiner  Kanten  dreht.  Die  drei  Kanten  des  Körpers  seien 
a,  b,  c,  die  Masse  der  Kubikeinheit  =  m.  Die  Drehung  erfolge  um  die 
Längenkante  a.  Man  lege  in  der  Grundfläche  des  Prismas,  von  dem 
Bndpunkte  A  (Fig.  59)  der  Drehachse  aus,  zwei  rechtwinkelige  Achsen 
Ax,  Ay;  ziehe   in  den  Abständen  x  und  x -f  d  x  Parallelen  mn,  m'n' 
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zu  A  y  and  in  den  Abstfinden  y  Dod  y  -|-  d  y  Pa- 
rallelen pq,  p'q'  ZD  Ax,  bo  schliesseo  diese  vier  F'B-  ^^-__ 
Linien  ein  Pl&chenelement  —  dsdy  ein,  das  als 
Grandfläche  eines  Prismas  angesehen  werden  kann  mit 
der  Hohe  a.  Das  Volamen  dieses  Prismas  ist  adxdy, 
sein  Abstand  von  der  Drehachse  —  KT*  +  yS  also 
sein  Trägheitsmoment  =madsdy(x^  +  y'). 

Lässt  man  in  diesem  Ansdrncice  vorerst  y  kon- 
stant and  integriert  in  Hinsicht  x  von  x  —  0  bis  x  =  b, 
so  erh&lt  man  das  Trägheitsmoment  der  KOrperschicbt 
pp'q'q  gleich 

madyj    di(x'  +  y*)  =  madyf— +  by»J. 

Lässt  man  sodann  in  diesem  Ansdracke  rechts  die  Gr&sse  y  von 
y  =  0  bis  y  =  c  sich  ändern,  so  beschreibt  das  Körperetement  pp'q'q 
das  ganze  Volumen  des  Prismas.  Integriert  man  daher  jenes  Diffe- 
rential zwischen  y  =  0  und  y  =  c,  so  erhält  man  das  gesachte  Träg- 
heitsmoment des  ganzen  KSrpers  gleich 

■""/o' ■* '  ("^  "^  ** '0  "  T" " ** " ^'*"  "^  "'^^ 
Das  Trägheitsmoment  des  EOrpers  ist  aber  aach  =mabcz';  folglich 

■"--|^(b'  +  c'). 

Ifl.  Tri|hetti«*Mmt  el>eB  gendei  Irelicyllidcn ,  der  sieh  ■■ 
mIh  gMaetrliche  ichu  dreht.  Es  sei  r  der  Halbmesser,  h  die  Länge 
nod  m  die  Masse  der  Kabikeinfaeit  des  Cylinders.  Man  lege  zwei 
cylindrische  Flächen  mit  den  Radien  x  and  x  -|-  d  x,  konzentrisch  tnr 
Achse,  BO  Bchliesaen  diese  Flächen  ein  Volamen  =  2nrxdih  nnd  eine 
Hasse  =  2n^h  mxdx  ein.  Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieser 
Hasse  mit  RQcksicht  anf  die  Drehachse  =2n'hmx'di  ond  das  Träg- 
heitsmoment des  ganzen  Cylinders 

Snrhml    x*dx  =  —  ä h m r *. 

Das  Trägheitsmoment  des  Cylinders  ist  aber  ancb  =  mnrr'hz';  folg- 
lich wird  sein 

B  =  -Tf^  =  0,707  r. 

Für  einen  hohlen  Cylinder,  dessen  Radien  r  nnd  r'  sind,  ist  das 
Trägheits  moment 

S/ihml    x*dx  =  — ?rhm(r*  —  r'*) 
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IM.  Traghektn«ae«t  elies  geradei  Kreiskegels,  4er  sicli  um  gelie 
{«•■etrisehe  Ackse  dreht.  Der  Radias  der  Grandfläche  sei  r,  die  Höhe 
des  Kegels  h  and  die  Masse  der  Kabikeinheit  m.  lo  deo  Abständen  x 
and  X  -j-  d  X  von  der  Kegelspitze  lege  man  zwei  Schnitte  durch  den 
Körper  normal  zar  Achse.  Der  Halbmesser  des  erstem  Schnittes  sei  y, 
80  kann  der  zwischen  beiden  liegende  Körper  als  Cylinder  angesehen 
werden  von  der  Grandfläche  y^n  and  der  Länge  dx;  sein  Trägheits- 
moment ist  deshalb,  zafolge  der  letzten  Aufgabe,  gleich 

^7rmy*dx. 

Nan  geben  aber  ähnliche  Dreiecke  die  Relation 

,  r 

y:r  =  x:h,       y  =  —  x. 

Hierdurch  wird  das  vorstehende  Differential 

1  r* 

— —  TT  m  -i-r  X*  d  X. 

2  h* 

Folglich  das  Trägheitsmoment  für  den  ganzen  Kegel 

-T-7tm  -z-r  I     X*  d  X  =  -— r-  m  h  r*. 
2  h*Jo  10 

*  

Für  einen  abgekürzten  Kegel,  dessen  Grandflächen  am  h  und  h' 
von  der  Spitze  abstehen,  wird  das  Trägheitsmoment  gleich 

TT         -  h»  -  h'^ 
mr* 


10  h* 

193.  TrägkeitsM^Ment  einer  heM^genen  Kagel  in  Beug  auf  eliei 
Dnrckmesser  als  Drehachse«  Die  Mittelpanktsgleichang  eines  grössten 
Kreises  der  Kugel  ist  y^  =  r^  —  x^.  Hierbei  nehme  man  die  Ab- 
scissen  x  auf  der  Drehachse.  In  den  Abständen  x  and  x  -f  d  x  vom 
Mittelpunkt  lege  man  zwei  Schnitte  durch  die  Kugel,  senkrecht 
zur  Drehachse,  so  schliessen  sie  einen  Cylinder  ein,  dessen  Masse 
=  my^7rdx  und  dessen  Trägheitsmoment  nach  §  191  gleich  ist 

J^7rmy*dx. 

Nun  ist  aber  hier  y  durch  x  auszudrücken.     Man  erhält 

y4  =  (r2  _  x2)2  =  r*  -  2  r^x^  +  x*. 

Folglich  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel 

-—  TT  m       (r*  —  2  r^  x^  +  X*)  d  X  =  — —  TT  m  r*. 
2  %J  (\  10 


Da  die  Masse  der  ganzen  Kugel  =-f^7rr^m,  so  erhält  man  zur 
Bestimmung  des  Abstandes  z  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  von  der 
Achse  die  Gleichung 

z2  =  I  rK 


Dm   TrSgheitsmomeDt   einer    hobleo   Kugel,   deren  Halbmesser  i 
and  T*  sind,  wird  nach  voratebeDdem  Ansdrnck  sein 

A'nn(r*  — O. 

Nqd  ist  die  Huee  dieser  hohlen  Kagel 

M  =  i;im(r»-r"). 

Hierdurch  wird  das  Trägheitsmoment  der  hohlen  Kogel  gleich 


Man  sei  r  ~  r'  =  b  eine  sehr  kleine  GrOsae,  so  erb&lt  man,  wenn 
r'  =  r  ~  b  aaf  die  dritte  and  fQnfle  Potenz  erhoben  werden 

r"  =  r»  -  3r*b,       r"  =  r»  -5r*b. 
Hierdurch  wird  das  Trägheitsmoment  einer  dünnen  Kugelschale 
*Mr^ 

Wenn  die  Kagelschale  zar  Kageloberfläche,  nnd  m  als  Masse  der 
Flächeneinheit  angenommen  wird ,  so  ist  M  =  4  r^  fr  m ;  folglich  das 
Trägheitsmoment  der  Rngelfl&che 

J  «  m  r*. 

Bemerkung.  Dieser  letzte  Aasdrnck  kann  wie  folgt  direkt  ge- 
funden werden.  Das  Bogen eleroent,  welches  dem  Punkte  x,  y  des 
grOssten  Schnittkreises  entspricht,  sei  &  s,  so  ist  das  Flacheoelement, 
das  von  da  bei  der  Rotation  beschrieben  wird  =2iryds,  seine 
Masse  ==2ffydsm  und  sein  Trägheitsmoment  ~  2?rmy*ds.  Drückt 
man  ds  nnd  y  darch  s  ans  nnd  integriert,  so  erbftlt  man  den  vor- 
stehenden Wert  als  Trägheitsmoment  der  Kagelfläcbe. 

194.  AllgeHelncs  ThearcH  über  die  TrägheIt«H«««te.     Kennt  man 

das  Trägheitsmomeot  eiues  EOrpers  in  Bezug  auf  eine  Achse,  welche 
dnrch  seinen  Schwerpunkt  geht,  so  kann  man  daraas  wie  folgt  das 
Trägheitsmoment  des  KOrpers  für  jede  andere  Achse  finden,  welche 
der  erstem  parallel  ist. 

Es   sei  |0  z  (Fig.  60)  die  Achse  durch  den  pj,,  go, 

Schwerpn^t  des  ROrpers  und  O'z'  die  Achse, 
für  welche  das  Trägheitsmoment  zu  suchen  ist. 
In  C  befinde  sich  das  unendlich  kleine  Massen- 
element m.  Man  lege  durch  C  eine  Ebene,  senk- 
recht 2a  Oz  and  nehme  darin  die  Punkte  0,  0', 
sowie  die  rechtwinkeligen  Achsen  Os,  Oy  an. 
Die  Koordinaten  von  0'  seien  OA  =  «,  O'A  =  ^, 
die  von  G  dagegen  0  B  =  x,  C  B  =  y.  Setzt  man 
O0'  =  a,  00  =  r  nnd  0'C  =  r',  so  erhält  man 
a»  =  ««  +  ß',  r*  =  x>  -f  y', 
r'»  =  (x-«)»  +  (y-ß)«. 
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Löst  man  die  Klammern  in  der  letzten  Gleichung  auf  and  benatzt  die 
ersteren  Gleichungen,  so  folgt 

r'2  =  r«  -f.  a«  -  2  a  X  -  2  |J  y. 

Man  mnltipliziere  mit  dem  Massenelement  m  und  integriere,  so  findet  man 

|r'*m=  jr^m  +  a*  Im  —  2alxm  —  2ßjym. 

Nun  sind  aber  xm  und  ym  statische  Momente  des  Teilchens  m  mit 
Rficksicht  auf  die  Achse  Oz,    welche  durch   den   Schwerpunkt  geht, 

also    I  X  m,  I  y  m  die  Summe  der  statischen  Momente   aller  Teile    des 

Körpers.  In  jeder  dieser  Summen  heben  mithin  die  negativen  nnd 
positiven  Momente  sich  auf;  diese  Summen  müssen  also  =  0  sein  nnd 
verschwinden  mithin  aus  der  Gleichung. 

Ferner  ist  i  m  =  M  die  Masse  des  Körpers.    Hiernach  erhält  man 

fr'2  m  =  fr^  m  +  a»  M. 

Die  Grösse    I  r^m  ist  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  für  die 

Achse  Oz  durch  den  Schwerpunkt.  Also  hat  man  zu  diesem  Moment 
noch  zu  addieren  das  Produkt  aus  der  Masse  M  des  Körpers  in  das 
Quadrat  des  Abstandes  a  des  Schwerpunktes  von  der  neuen  Rotations- 
achse. Bezeichnet  man  1  r^m  mit  k^M,  so  wird  das  gesuchte  Träg- 
heitsmoment 

fr'2  m  =  M  (a*  +  k«). 

* 

Es  sei  z.  B.  das  Trägheitsmoment  eines  Kreiscylinders  anzugeben, 
der  sich  um  eine  seiner  Kanten  dreht. 

Dieses  Moment  setzt  sich   aus  zwei  Teilen  zusammen.     Der  eine 

I  r^  m    ist  das  Trägheitsmoment   des    Cylinders,   der    sieh    um    seine 

geometrische  Achse  dreht  und  das  nach  §  191  beträgt 

^Trm'hr*, 

wenn  m'  die  Masse  der  Volumeneinheit  bezeichnet;  der  andere  Teil 
ist  das  Produkt  aus  der  Masse  M  =  r^  tt  h  m^  des  Cylinders  nnd  der 
Grösse  r^,  weil  die  beiden  Achsen  um  r  von  einander  abstehen.  Dieser 
Teil  ist  daher 

r^TThm'.r^ 

und  somit  das  gesuchte  Trägheitsmoment 

^TT  m' h  r*  +  r^  ;r  h  m' •  r*  =  f  m' TT  h  r*. 
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Xir.   Ai^ftben  lb«r  die  R«lbug. 

ItS.  Y«i  in  Beihiig  Im  tllgCHciiei.  Wenn  zwei  Efirper  sich 
berühren  nnd  gegen  einander  gepresst  werden,  so  greifen  die  ErhOhaogen 
der  einen  berührenden  Fi&che  in  die  Vertiefangen  der  andern  ein.  Soll 
der  eine  EOrper  nber  den  andern  verschoben  werden,  so  mQsseo  diese 
Hervorrsgnngen  nmgebogen  oder  abgerissen  werden.  Der  Widerstand, 
welchen  diese  Verschiebnng  in  der  Richtung  der  Bewegung  erfordert, 
heiast  Reibang.  Es  sei  N  der  Druck,  welchen  beide  Efirper,  senk- 
recht ZOT  Berährangsfläche,  gegen  einander  ausüben  und  f  der  Reibnngs- 
boeffizient,  d.  h.  die  Reibung,  welche  der  Normaldmck  =  1  hervor- 
bringt,  so  ist  die  Reibung  =fN. 

IM.  lelhiig  eliei  hariieilalliegeidei   cfllidrlsckei  Wellupfeii. 
Der  Halbmesser  des  Zapfens   sei  =  r,   die  Länge   seiner  cylindrischea 
Aaflagfl&che   =  L,    der    vertikale  Drack   des   Zapfens  aaf  das  genau 
anschliessende  I<ager  für  jede  Einheit  der  hori- 
lontalen   Projektion   der  Berührungsfläche   =  p.  Fig.  61- 

Eis  sei  M  die  Achse  nnd  </>  der  Winkel 
(Fig.  81),  welchen  der  vertikale  Halbmesser  MB 
mit  dem  beliebigen  Halbmesser  M  D  bildet.  Man 
lege  in  den  Abständen  r  cos  9  nnd  r  cos  (9'  +  d  9') 
von  H  ans  abw&rts  zwei  horizontale  Quer- 
schnitte, so  ist  der  unterschied  ihrer  Flächen 
=  2rLcos7d9=  und  der  Druck  a  darauf  in 
vertikaler    Richtung    ^grLpcosQPdy.      Man 

zerlege  diesen  Druck  in  zwei  Seitenkräfte  b  nnd  c,  wovon  b  senkrecht 
zur  Cylinderfläche  nnd  c  horizontal  wirkt.  Die  Kräfte  c  in  jedem 
Horizontal  schnitt  beben  sich  auf,  während  die  Kraft  b  bei  der  Drehung 
eine  Reibung  =bf  hervorbringt.  Nun  ist  aber  b  =  a:cos9>;  folglich 
das  Element  der  Reibung  gleich 

arLpfd?'. 

Schliesst  sich  die  Hälfte  des  cylindrischeu  Zapfens  an  die  Unter- 
lage Em,  so  ist  dieses  Differential  von  <p  =  0  bis  J  tt  zu  integrieren. 
In  diesem  Falle  erhält  man  als  gesuchte  Reibung 


if  r  dy 

•Ja 


2rLpf      dy  =  — •2rLp-f. 
Ja  i 

Nun  ist  2rLp  der  Druck  des  Zapfens  nnd  2rLp-f  die  Reibung 
des  Zapfens,  wenn  die  Bewegung  längs  der  Achse  stattfindet.  Folglich 
verhält  sich  die  Reibang  in  drehender  Richtung  zn  der  in  fort- 
schreitender wie  TT :  2. 

117.    leibiig  eUei  vertlliaUteheMlci   c;liiidrlickH   Vellitpreii. 

Es    ei  A  B  (Fig.  62)  die  kreisfSrmige,   horizontal  liegende  Fläche  des 
Zapfens,  welche  auf  ihrer  Unterlage,  dem  Zapfenlager,  Reibung  hervor- 
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bringt.     Der  Radios  des  Z&pfeDS  sei  =  r,  der  ReibnngBkoeffiiieDt  =  f, 
der  Druck  dea  Zapfea«  auf  das  Lager  per  PlftdieneiDheit  =  p. 

Mao  beschreibe  mit  den  Radien  i  and  x  +  d  x 
Fig.  62.  vom  Mittelpankt  der  Reibfltche  ans  zwei  Ereise, 

so  scbliessen  sie  ein  Fi&chenelement  =  2  t  x  d  x 
ein.  Der  Druck  auf  dasselbe  ist  =  2  v  p  x  d  x 
and  die  Reibung,  welcbe  dieser  Drnck  bei  der 
Drebang  veranlasst  =  2irpfxds,  also  die  Rei- 
bung auf  der  ganzen  Kreisfläche 

2 IT p ff  X d s  =  r^ T p •  f, 

d.  h.  ebenso  gross  nie  fSr  die  fortschreitende  Be- 

wegnng  bei  gleichem  Drncke. 
Haltipliziert  man  das  Differential  2irpfxdx  der  Reibung  mit 
dem  Wege  2  ir  x,  welchen  diese  Reibung  bei  einer  Drehung  beschreibt, 
so  erhält  man  als  Element  der  Arbeit,  die  von  der  Reibung  absorbiert 
wird,  per  Umdretiung  — 47r^pfx^dx;  somit  als  absorbierte  Arbeit 
auf  der  ganzen  Kreisfläche 

4  ff"  p  f  r  X»  d  X  =  4"  •  2  r  if  ■  P  r'  IT  f 

und  die  Arbeit  der  Reibung  anf  einer  konzentrischen  Ringfläche,  deren 
Radien  r  und  r'  sind,  per  Umdrehung 


■J  x''dx  =  |-.'pf(r*- 


118.   ielbaag  einet   Tertikilsteheidea  kvilukca   WellupfeM.     Es 

sei  r  (Fig.  63)   der  Halbmesser,  s  die  Kante  and  b   der   Drnck   des 
Zapfens    anf  das   Lager   fQr  jede   Einheit   der 
Fiir.  63.  horizontalen  Projektion  des  Zapfens. 

Man  lege  mit  den  Radien  x  und  x  -|-  d  x 
zwei  horizontale  Schnitte  dnrch  den  Zapfen,  so 
ist  der  Dnterscbied  dieser  Schnitte  eine  ring- 
förmige Fliehe  =  2  T  s  d  X  und  der  Druck  darauf 
in  vertikaler  Richtong  a  =  2R'pxdx.  Man  zer- 
lege diesen  Drnck  in  zwei  Seitenkr&fte  b  nnd  c, 
wovon  b  normal  zur  Kegelfläche  nnd  c  hori- 
zontal wirkt.  Die  horizontalen  Seitenkräfte  in 
jedem  horizontalen  Schnitt  heben  sich  anf,  wäh- 
rend die  Normalkräfte  bei  der  Drehnng  R«ibaiig 

hervorbringen.     Aus  der   Aehnlichkeit  zweier   Dreiecke,  wie  sie  sich 

nnmittelbar  ans  der  Figar  ergeben,  erhält  man  die  Proportion 
b :  a  =  s :  r, 

folglich 


Die  ReiboDg  saf  dem  FlacheDelement  des  Lagers  ist  =  b  f,  wenn  f 
der  Reibangskoeffizieot;  folglich  die  Reibnog  auf  der  gaoESD  Kegelfl&che 

^ —  I     xdx=— T^B-pf. 

Mithin  verhält  sich  bei  gleichem  Drucke  r^vp  die  Reibnog  in  drehen- 
der Richtang  zur  Reibtmg  in  fortschreitender  nie  s:r.  Je  kleiner  so- 
mit der  Winkel,  den  die  Kante  des  Kegels  mit  der  Achse  bildet,  am 
so  grosser  ist  die  Reibang.  Die  Ursache  liegt  io  der  keilförmigen 
Wirkung  des  Zapfens  im  Lager. 

Die  Arbeit,  welche  das  BlemeDt  b  f  der  Reibung  bei  der  Drehung 
absorbiert,  ist  =bf-2vx;  folglich  die  Arbeit,  welche  durch  die  Rei- 
bang des  ganzen  Zapfens  absorbiert  wird  bei  einer  Rotation 

Geht  s  in  r  über,  so  entsteht  ans  der  Kegelfläche  eine  Kreisfl&che  und 
man  erhält  die  Resultate  der  vorigen  Aufgabe. 

in.   Relbiag  elics  kifcHerwIgea  Zapfens.     Der  Mittelpunkt   der 
Kngel    sei   ß   (Fig.   64),   der   Radius   derselben  =  r,    der   Drnck    des 
Zapfens   auf  das  Lager,   in  der  Richtung  der  Achse  AB,  perj Einheit 
der   horizontalen    Projektion  des  Zapfens  =  p 
und  der  Reibnngskoeflizient   =  f.  F'K-  ^^■ 

Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  längs  der  Achse 
uod  bezeichne  in  demselben  den  Winkel  AB  D, 
den  die  Achse  A  B  mit  irgend  einem  andern 
Halbmesser  BD  bildet,  mit  7;  lasse  den  Bo- 
gen AD  =  rV  übergehen  in  T{»p  +  d»f>),  so 
wächst  dieser  Bogen  am  das  Element  rdV, 
das  bei  einer  vollen  Drehung  eine  konische 
Fläche  =2rirsiny-rd9>  beschreibt.  Die 
horizontale  Projektion  dieser  Fläche  ist  =  2  r'  ir  ■ 

sinficosfd  9^,  der  Druck  darauf  a  =  Sr'w  p-8inycos9'd  y.  Man 
zerlege  diesen  Drnck  in  zwei  Seiteokräfte  b  und  c,  wovon  b  normal 
zur  Eogelfläche  und  c  horizontal  wirkt.  Die  horizontalen  Seitenkräfte, 
in  einem  und  demselbeo  Horizontalschnitt  liegend,  heben  sich  auf, 
während  der  Drnck  b  die  Reibung  b  f  hervorbringt.  Da  b  =  a :  cos  f, 
so  ist  diese  Reibung  auf  dem  Flächenelemeot  —  2r'irpf  sin  f'd  V*  tiud 
die  Reibang  auf  einem  ganzen  Kugelsegment 

2  r'  T  p  f  (^  sin  V  d  y  =  2  r"  «■  p  f  (1  —  cos  V). 

Geht  der  Zapfen  in  eine  Halbkugel  über,  so  beträgt  seine  Reibung 

2r'irpfr   sin9'd¥=  2T'irp-f. 

Folglich  verhält  sich  bei  gleichem  Druck  r^irp  die  Reibung  der 
drehenden  Bewegung  znr  Reibung  r^v  pf  der  fortschreitenden  wie2:l. 


Unltipliiiert  man  die  Reibong  bf,  welche  das  Fl&clieiieteDient  des 
Zspfens  veraraacht,  mit  dem  Wege  2  r  ir  sio  f,  so  erh&lt  meD  die  Ar- 
beit, welche  diese  Reibang  bei  eioer  Drehang  absorbiert  gleich 


J  ■in*yd5l'  =  —  (V  — sioVM«V)  +  C, 

Bo  erh&lt  man  die  Arbeit,  welche  die  Reibang  eines  Zapfens  too  der 
Form  einer  Halbkugel  hei  einer  Rotation  vernraacht,  gleich 

P*  IT 

4 w' r" p f  I    ein'y  d9>  =  — 'SrirT^irpf. 

Hithin  verh&lt  sich  diese  Arbeit  zn  der  eines  cylindrischen  Zapfens, 
bei  gleichen  Werten  von  r  und  p,  wie  Jir:l. 

SM.  Relbiig  eliei  gespaiitea  Seile«,  du  ■■  cIbm  festei  Cjlladet 

gewickelt  lil.  Ea  sei  AB  (Fig.  65)  die  Achse  des  gebogenen  Seiles, 
liegend  in  einer  Ebene,  welche  normal  zur  Achse  des  Cylinders  steht. 
Am  einen  Ende  des  Seiles  hBnge  die  Last  Q,  am  andern  wirke  die 
Kraft  P,  welche  die  Last  am  Hernnterf allen  verhindert.  Das  Seil  drSckt 
an  jeder  Berührnn gaste  11  e  an  den  Cylinder  nnd  bringt  somit  eine  Snmme 
von  Reibungen  hervor.  Die  Kraft  F,  anterstötEt  durch  diese  Reibungen, 
steht  mit  der  Last  Q  im  Gleichgewicht 

Es  sei  r  der  Halbmesser  des  Cylinders  samt  der  halben  Dicke 
des  Seiles,  <f  der  Winkel,   welchen  der  Radins  A  M   von  der  Beruh- 
rnngastelle  A   aas  mit  irgend   einem   andern  Radins  a  M  bildet   und  f 
der  Reibungskoeffizient.    Man  lasse  den  Bogen 
Fi«.  65.  A  a  =  r  y  übergehen  in  A  b  =  r  (SP  +  d  V)  und 

in  A  c  =  r  (y  -f  2  d  y) ,  so  dasa  die  Bogen- 
elemente  ab  =  bc=rdy  werden.  Würde 
nnn  das  Seil  keine  Reibang  hervorbringen,  so 
w&re  die  Spannung  des  SeilstSckes  ah,  die 
wir  mit  p  bezeichnen  wollen,  gleich  der  Span- 
nung des  Seilstückes  b  c.  Allein  vermöge  dieser 
Reibung  nimmt  die  Spannung  p,  beim  Ueber- 
gang  vom  Element  ab  in  b c,  ab  um  d p,  so 
dass  sie  in  b  c  noch  p  —  d  p  ist.  Beide  Span- 
nungen p  nnd  p  —  d  p  schliessen  den  Winkel 
d  <p  ein,  bringen  also  eine  Mittelkraft  hervor. 
Da  p  —  dp  mit  p  verwechselt  werden  kann, 
so  ist  diese  Mittelkraft  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  mit  zwei 
Seiten  =  p,'  nnd  einem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  =  d  9». 
Die  Diagonale  oder  Mittelkraft  ist  daher  =2psin-^.    Da  aberdqii 

unendlich  klein  ist,  so  kann  der  Sinus  mit  dem  Bogen  verwechselt 
werden.     Die  Mittelkraft  wird  daher  =  p  d  V  und  die  von  ihr  hervor- 
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gebrachte  Reibaag  =fpd9'  »!■>■    Dies  ist  die  GrßBBe,  um  velcbe  die 

SpaonoDg  p  I&Qgs  eines  Bogenteiles  rif  abnimmt.    Folglich  wird  sein 

dp=— fpdy. 

Hierin  haben  d  p  und  d  «jp  das  entgegeDgesetzte  Zeichen,  weil  p  ab- 
nimmt, wenn  tf  wächst     Durch  Division  von  p  kommt 

Ji--fdT. 

P 

Die  linke  Seite  mnss  integriert  werden  von  Q  bis  P,  die  rechte 
von  9'  ^  0  bis  V  =  f,  wenn  r  a  den  vom  Seile  nmschlangenen  Bogen 
A  B  bezeichnet.     Dies  gibt 

logP-logQ fa;        log-^  =  fa. 

Geht  man  von  den  Logarithmen  zn  den  Zahlen  über,  so  folgt 

Diese  Formel  zeigt,  dass  die  Kraft  P  beim  Zanehmen  des  Win- 
kels a  ansserordentlicb  rasch  abnimmt. 

Wenn  f  =  */« ;  wenn  ferner 
die  Dmwickelang  =     V«       Vs        1  ^  4    vom  Umfang, 

80  wird  Q  =   1,69   2,65   8,12   65,94    4348  von  P. 

MI.  Bi«  legarithaische  Spirale  als  löschMgillnle  elier  Saadatsse. 
Es    sei   AB   (Pig.  66)    die  kngelfOrmige    Oberfl&cbe   der  Erde,    M    ihr 
Hittelponkt,  nnd  ABE  ein  vertikaler  Schnitt  durch  einen  SandkOrper, 
welcher  anf  der  Oberfläche  der  F/fde  liegt.    Die- 
ser SandkOrper  bestehe  ans  gleichartigen  Teilen,  *^'8-  ™' 
welche   darcb  gleiche  Kräfte  der  Adhäsion  zu- 
sammenhangen,  so  wird  die  Böschnngslinie  BA 
des    SandkOrpers    anter  -  der    Einwirkang    der 
Schwere  sich  so  gestalten,  dass  die  Tangente  B  C 
an  dieselbe   mit  dem  Erdhalbmesser  BH  einen 
konstanten  Winkel  bildet,   wo  anch  der  BerSh' 
mngspnnkt  B  in  derselben  angenommen  wird. 

Man  ziehe  die  Horizontale  D  B  n  nnd  be- 
zeichne mit  a  den  Winkel  DBG,  so  wird  nach 
einem  einfachen  Satze  aas  der  Lehre  von  der 
schiefen  Ebene  tanga  =  dem  Koeffizienten  f  der 

Reibang  sein,  welche  ein  weiteres  Heruntergleiten  der  Sandteile  über 
die  geneigte  Oberfläche  verhindert.  Ferner  sei  AM  =  r  der  Halbmesser 
der  Erde,  B  M  =  f  der  Abstand  des  Punktes  B  vom  Mittelpunkt  der 
Erde  and  A  H  B  =  T^.  Man  lasse  9  znoehmen  am  d  f,  dadurch  rücke 
BM  nsch  mM,  so  wird  in  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke  Bmn  sein: 

Bn  =  edy,       mn  =  de,      »»"B  «  = -|^  =  y^- 


Aas  der  letsten  Gleicbang  folgt,  iodem  maa  f  =  Ung  oc  setzt 


_lf_ 


:fdy. 


Das  Integral  dieser  Gleichong  ist 

loge  =  fV  +  Konst. 
Für  </>  =  0  wird  p  =  r.     Diese  Werte  geben 
log  r  =  Koast. 
Durch  Subtraktion  beider  Gleichaogen  komiut  als  gesuchte  Relatioo 

log(-f)  =  f'P- 
Geht  mao  oocb  von  den  Logarithmeo  za  den  Zahlen  über,  so  ist 

e  =  ref* 

Pur  FiassigkeilGD  ist  f^O,  also  0^*=!,   folglich   p  =  r,    d.  h. 
die  Oberfläche  von  Plüssigkeiteo  ist  kagetförmig. 

in.    Arbelt  hm  liaaBfiirbeu  eines   Körpers   nber  elie   geneigte 
näche  alt  Rnckilrbl  aif  die  Reibung.     Der  ROrper  bewege  sich  längs 
des  in  einer  vertikalen  Ebene   befiadlichen,   stetig  gekrSmmten  Weges 
AB  (Fig.  67).     In  dieser  Ebene    ziehe  man  die  Achse  Ax  horizontal, 
die  Achse  Ay  vertikal.     Es  seien:  x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  B, 
in  welchem  der  Druck  des  KDrpers    gegen  die  Rarve   konzentriert   ge- 
dacht werden  kann;   a  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  an  die  Kurve 
durch  diesen  Pnnkt  mit  As  bildet;  P  das  konstante  Gewicht  des  Kör- 
pers, im  Schwerpunkt  desselben  wirksam  nnd  f  der  Reib angsko effizient. 
Das    Gewicht   des  KOrpers    wirkt    vertikal   abwärts.     Man|  zerlege 
dasselbe    in   die   Seitenkräfte   P  sin  a    nnd    P  cos  a ,    so    wird    P  sin  a 
parallel   zor  Tangente  wirken   nnd    den  KOr- 
*  '*■  °''  per  über  die  schiefe  FlBcbe  hinab  za  treiben 

streben,  wahrend  P  cos  a  normal  zur  Knrve 
wirkt  und  eine  Reibung  ^Pfcosa  hervor- 
bringt. Die  Kraft  k,  jwelcbe  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  wirken  mnss,  um  die 
Bewegung  aufwärts  zu  veranlassen,  wird 
also  sein 

k  =  P  sin  «-(-Pf  cos«. 

Die  Bewegung    erfolge    längs    eines  Bogeuelementes  d  s,    so   ändert 

sich  a,   also  auch   die  Zugkraft  k    nur   um   unendlich    wenig,   d.  b.  es 

kann  die   Kraft  k  längs   des  Wegteiles  ds   als   konstant  angenommen 

werden.     Somit  ist  das  Arbeitselement  (Produkt  ans  Kraft  nnd  Weg) 

k  d  s  =  P  (sin  a  +  f  cos  a)  d  s. 
Hau  ist  aber 

dy  dx 

sin  «  ■=     .      ;       cosa  =  — ; — . 
ds  dB 
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Folglich 

kd8  =  P(dy  +  fdx). 

In  dem  Ansdracke  rechts  sind  P  und  f  konstant  and  y  eine  Funktion 
von  X.  Wird  integriert  zwischen  x  =  0  and  x  =  x,  so  erhält  man  als 
Arbeit  zar  Fortschaffang  des  Körpers  längs  des  Weges  AB 


/ 


kd8=:Py  +  Pfx. 


Diese  Arbeit  besteht  somit  aas  zwei  Teilen;  aas  der  Arbeit  Py, 
welche  den  Körper  längs  der  Vertikalprojektion  y  und  ans  der  Ar- 
beit Pfx,  welche  den  Körper  längs  der  Horizontalprojektion  x  des 
Weges  AB  fortzaschaffen  vermag. 


XV.    Aufgaben  aber  die  Festigkeit  der  Materialien. 

MS.  Y«i  der  Festigkeit  der  Körper  in  allgeneiiei.  Die  Form- 
ändernng  (Verlängernng ,  Verkürzang,  etc.)  eines  festen  Körpers  durch 
eine  äussere  Kraft  ist  bis  zu  einer  gewissen  Grenze,  welche  man  die 
Grenze  der  Elastizität  nennt,  dieser  Kraft  proportional.  Inner- 
halb dieser  Grenze  stellt  der  Körper  seine  Form  wieder  her,  wenn  die 
äussere  Kraft  zu  wirken  aufhört,  üeberschreitet  die  Formänderung  diese 
Grenze,  so  ändern  sich  die  Verschiebungen  der  Teile  anders,  als  die 
sie  bewirkenden  Kräfte.  Deberschreiten  diese  Kräfte  ein  gewisses  Mass, 
so  erfolgt  die  Trennung  der  Teile,  der  Bruch.  Der  Widerstand  des 
Körpers  gegen  die  Einwirkung  äusserer  Kräfte  heisst  seine  Festigkeit. 

Die  absolute  Festigkeit  ist  der  Widerstand  gegen  das  Verstrecken, 
die  rückwirkende  gegen  das  Zerdrücken,  die  relative  gegen  die  Biegung 
and  die  Torsionsfestigkeit  gegen  die  Verdrehung  oder  Verwindung. 

294.  Enpirisehes   Geseti    der  Aosdehming  und   Yerkoriong.      Ein 

prismatischer  Stab  vom  Querschnitt  F  werde  am  einen  Ende  festge- 
halten und  am  andern  Ende  durch  eine  Kraft  P  ausgedehnt  oder  ver- 
kürzt, so  leistet  er  einen  Widerstand,  der  pro  Einheit  des  Querschnitts 
=3  8  sei ;  dann  wird  der  Widerstand  des  Stabes  für  den  ganzen  Qoer- 
schnitt  sein 

(1)  P  =  Fs. 

Man  nennt  die  Grösse  s  Modul  der  Festigkeit,  auch  spezifische 
Spannung.  Steigt  diese,  so  dass  der  Stab  bricht,  so  wird  s  zum 
Bmchmodul. 

Das  Gesetz  (1)  gilt  beim  Zusammendrücken  für  verschiedene 
Längen  des  Stabes  nur,  wenn  der  Stab  geradlinig  erhalten  wird. 

Der  Stab  habe  eine  Länge  L  und  erreiche  durch  die  Kraft  P  eine 
Ausdehnung  a,  so  ist  innerhalb  der  Grenze  der  Elastizität  die  Kraft  P 
direkt  proportional  dem  Querschnitt  F,  der  Längenänderung  a  und  ver- 
kehrt proportional  der  Länge  L  des  Stabes.  Bezeichnet  E  einen  von 
der  Natur  des  Materials  abhängigen  Koeffizienten,  so  ist 
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(2)  P  =  EP 


L  • 


a 
Setzt  maD   hierin  P  *=  1  und  -r=—  =  1,  so  wird  P  =  E.    Der  Fak- 

LJ 

tor  E  ist  also  eine  Kraft  and  zwar  jene,  welche  einen  prismatischen 
Stab  vom  Querschnitt  1  soweit  verstrecken  kann,  dass  die  Zunahme 
an  Länge  gleich  der  ursprünglichen  Länge  wird.  Man  nennt  ihn  Modul 
der  Elastizität. 

2tS.  Arbeit,  welche  die  Laigeiäidemg  eiies  prisnatiscliei  Stabes 
bewlrlit.  Geht  der  Stab,  wie  er  im  letzten  Paragraphen  voraasgesetzt 
wnrde,  aas  der  Längenänderang  x  in  die  Längenänderang  x  +  d  x  über, 
so  wird  die  Kraft  P  nach  Gleichung  (2)  von  §  204  zu 

Da  dieser  Wert  sich  jedoch  nur  um  anendlich  wenig  von  P  unter- 
scheidet, so  kann  die  Kraft  P  während  der  Längenänderung  dx  kon- 
stant =  P  angenommen  werden.  Maltipliziert  man  diese  Kraft  mit  dem 
Weg  dx,  welchen  ihr  Angriffspunkt  zurücklegt,  so  erhält  man  das 
Arbeitselement,  indem  das  Glied  mit  dx^  vernachlässigt  wird 

Pdx  =  EF-^dx, 

Li 

und  die  Arbeit  fär  unendlich  viele  aufeinander  folgende  Wegelemente 


/' 


x2 


Pdx  =  EP^-f  C. 

Geht  man  mit  der  Längenänderung  von  0  bis  a,  so  erhält  man 
als  Arbeit  zur  Erreichung  dieser  Längenänderang,  jedoch  innerhalb,  der 
Grenze  der  Elastizität 


x 


_^pa.--l-EFJl. 


Nach  dem  Gesetze  (2)  ist  aber 

PL 


a  = 


EF  • 


Fährt  man  diesen  Wert  von  a  ip  die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man, 

p 

wenn  noch  nach  (1)  der  Bruch  -=r  durch  s  ersetzt  wird,  als  gesuchte 

r 

Arbeit 


i 


*  1    »2 


Nun  ist  FL  das  Volumen  des  Stabes.  Die  Arbeit  ist  somit  dem 
Quadrat  der  spezifischen  Spannung  und  dem  Volumen  des  Stabes 
proportional. 
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2M.  Aisiebiiig  eiui  rerdktl  airgehäB|tti  priaMstfickci  Stthei 
itrtk  seil  eigMei  Cewichl.  Der  Stab  AB  (Fig.  6g)  sei  am  obera  Eode 
befestigt,  so  wird  er  sich  durch  seio  eigenes  Gewicht  Terl&ngern. 

Es  sei  P  der  Querschnitt  des  Stabes,  L  seine  Länge  ^j  gg 
ia  horizontaler  Lage,  p  das  Gewicht  des  Stabes  per  Längen- 
einheit and  s  =  Am  ein  Teil  der  Länge  des  Stabes  in 
anaasgedehntem  Znstande.  Mao  lege  in  den  AbstSoden 
X  =  Am  nnd  s-f  dx  =  An  horizontale  Querschnitte  darcb 
den  Stab.  Da  das  noterhalb  von  m  liegende  Stock  mB 
eine  Lftnge  =L  — x  vor  der  Ansdehnang  hat  und  dem* 
selben  ein  Gewicht  (L  —  x)  p  znkommt,  so  wird  nach  (2)  der 
Teil  mn  durch  dieses  unter  ihm  befiodliche  Gewicht  aas- 
gedehut  und  zwar  proportional  der  Kraft  (L  —  s)  p  und 
der  primitiven  lAnge  ds,  sowie  verkehrt  proportional  dem  Querschnitt  F 
und  dem  Modul  B  der  Elastizität.     Diese  Ansdehnang   wird   also  sein 

EF 

Die  Ansdehnang  für  alle  Elemente  zwischen  den  Punkten  A  nnd  B 
ist  deshalb,  da  x  von  0  bis  L  genommen  werden  mnss 


M^c-- 


Die  gesammte  Länge   des  Stabes   wird  mithin   unter  der  Wirkung  des 
Gewichtes  sein 


Würde  noch  eine  Last  P  am  untern  Ende  angehängt,  so  wäre  die 
Zunahme  an  Lfinge  vermOge  dieser  Last  nach  §  204,  Formel  (2) 

PL 
EF 
nnd  die  gesammte  lAoge  des  Stabes  somit 


L[l  + 


EF 


1  PLN 

2  EF/ 


Da  pL  das  Gewicht  des  Stabes  bezeichnet,  so  wird  die  dnrch  das 
eigene  Gewicht  bewirkte  Ausdehnung  halb  so  gross,  als  wenn  dieses 
Gewicht  am  antern  Ende  aufgehängt  wäre. 

2t7.  Vertikal  aafgebäitgter  iid  belasteter  Körper  m  glelthei-  ab- 
Hlaler  Festigkeit.  Ein  Stab  AD  (Fig.  69)  sei  am  obern  Ende  A  auf- 
gehängt und  am  antern  Ende  D  durch  ein  Gewicht  P  belastet.  Man 
soll  bestimmen,  in  welcher  Weise  der  Qoerschnitt  des  Körpers  von 
oben  nach  unten  abznnehmen  bat,  damit  die  Gefahr  des  Bmches  in 
jedem  Querschnitt  des  KOrpers  dieselbe  sei. 
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Es  bezeichne:  L  die  Utoge  des  Stabes,  p  du  Ge- 
wicht der  Kabikeiabeit  des  bomogenen  Stoffes,  s  den  Mo- 
dal der  EtbBolaten  Festigkeit,  x  =  DB  einen  variabel n  Teil 
der  Unge  des  Stabes ,  and  y,  yo  den  Qaerechnitt  d«8 
KOrpers  in  ß  nnd  D. 

Die  LäDgenfasern ,  welche  darch  den  Qaerschnitt  y 
gehen,  haben  dem  Gewichte  P,  sowie  dem  Gewichte 
des  EOrperteiles  DB  za  widerstehen.  Man  lasse  s  am 
B  C  ^  d  I  Ennehmen ,  so  ist  das  Volamen  zwischen  den 
Qnerschnitten  in  B  and  G  =  ydx  nad  das  Gewicht  der- 
selbeo    =pydx;    somit    das    Gewicht    des    Körperteiles 

DB  — p  lydx.     Da  dod  nach  (1)   die   absolute  Festigkeit  der  Fasern 

im  Qaerschnitt  y  >=  sy  ist,  so  mnsg  sein 


sy: 


=  P  +  pJ*ydi. 


DifFereotiiert  man  diese  Gleichung  aaf  beiden  Seiten ,  indem  inaD 
berücksichtigt,  dass  s,  P,  p  konstant  sind,  so  ergibt  sich  sdy  =  pydx 
oder  indem  man  mit  y  nnd  s  dividiert 

y       s 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 


Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  wird  y  =  yo  und  die  letzte  GleichuDg 
geht  ober  in  logyo  =  Ronst.     Mitbin  wird  sein 


Gebt  man  iu  dieser  Gleichnng  von  den  Logarithm 
über,  so  erh&lt  man  als  gesuchte  Relation 


Da  der  unterste  Querschnitt  yo  gerade  so  stark  sein  muss,  daas 
die  absolute  Festigkeit  syo  iu  diesem  Querschnitt  gleich  dem  Ge- 
wicht P  wird,  so  hat  mau  P  =  s  ya.     Hierdurch  wird  die  letzte  Formel 


Jede  dieser  beiden  Gleichungen  bestimmt  die  Form  des  Stabes. 

Anmerkung.     Das  Volumen eleroent  ydx   des   Stabes   wird   mit 
Hilfe  der  letzten  Gleichung  zu 


yd  j  = 


Dm  iotegriereD  zo  kODoen,  setze  man  —  =  u,  so  ist  dx  =  —  dn 
8  p 

und 

P 
ydx  =  —  e°  du. 
P 
Mithin  das  Volamen  des  Körpers  für  no bestimmte  Grenzeo  (§  76) 

fydx  =  — e''  +  C. 
J  P 

Ersetzt  man  hierin  a  wieder  dorcb  x  und  nimmt  das  Integral 
ivischen  den  Grenzen  x=0  and  x  =  L,  so  erhält  man  als  Volumen 
des  gaoEen  Stabes 


/."""fO'-O- 


zw.  RelatlTC  Peitigkelt  eiici  r«htwikkeligH  Stabes.  Dieser  SUb 
sei  an  einem  Ende  eingespannt,  am  andern  drücke  eine  Kraft  aof  iho, 
senkrecht  zn  seiner  Länge n richtn ng ,  so  ivird  sich  der  Stab  biegen. 
Dadnrch  dehnen  sich  die  Fasern  auf  der  konvexen  Seite  aus,  aaf  der 
konkaven  ziehen  sie  sich  zu»ammen.  Wenn  der  Widerstand  des  Mate- 
rials gegen  die  Ausdehnung  und  die  Zusammen pressnng  gleich  gross 
ist,  nas  wir  hier  voraussetzen  vFollen,  so  bleibt  die  mittlere  Faser- 
scbicht  ACDB  (Fig.  70)  des  Stabes  ohne  Längeoänderung.  Deshalb 
ffird  diese  Schicht  die  neutrale  Schicht  genannt. 

Es  seien  CM  und  DN  zwei  Qaerscbnitte  dnrch  den  KOrper,  welche 
im  nnbelasteten  Zustand  des  Stabes  normal  sind  zd  den  Längen  kanten. 
Wlbrcnd  der  Biegung  gehen  diese  Schnitte  anf  der  einen  Seite  ans 
einander  und  nShern  sich  anf  der  -pia.  70. 

andern,  bleiben  jedoch  senkrecht 
zar  Neutralschicht ,  werden  sich 
also  in  einer  Stelle  P  schneiden. 
Zieht  man  den  Schnitt  DN'  pa- 
rallel zu  CM,  so  kann  angenom- 
men werden,  es  habe  sich  dieser 
Qaerschnitt  beim  Eintreten  der 
Biegnng  um  eine  Achse  D  in  die 
Lage  DN  gedreht.  Somit  hat  sich 
die  Paser  ta  n'  aasgedehnt  um  n'n, 
die  Faser  MN'  am  N'N,  etc. 
Nun  seien : 

b,  h,  L  Breite,  HOhe  und  Länge  des  Stabes, 

X  =  Dn  der  veränderliche  Abstand  einer  Faser  mn  von  der  Nentral- 
schicbt, 

s,  s'  die  Kräfte,    womit   prismatische  Stäbe  vom   Querschnitt   1    in 
der  Lage  N  und  n  verstreckt  werden, 

P  die  Kraft,   welche   am   freien  Ende   auf  den  Stab,   senkrecht  zar 
Längenrichtung,  einwirkt  und 

z  der  Abstand  der  Drehachse  D  von  der  Richtung  der  Kraft  P. 
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Bs  sollen  nan  das  Festigkeitsmoment  and  das  Blastizitätsmoment 
abgeleitet  werden. 

A.  Festigkeitsmoment.  Die  Kräfte  s  and  s'  sind  den  Aus- 
dehnungen NN'  nnd  nn',  welche  sie  veranlassen,  proportional  und  diese 
verhalten  sich  wie  die  Abstände  DN  und  Dn;  daher  wird  sein 

2  n 

Man  lege  in  den  Abständen  x  und  x  -|-dx  von  der  Neutralschicht  und 
parallel  zu  ihr  zwei  Flächen  durch  den  Körper,  so  schliessen  sie  eine 
Schicht  ein  vom  Querschnitt  bdx.  Geht  man  nun  vom  Querschnitt  1 
zum  Querschnitt  bdx  über,  so  geht  die  verstreckende  Kraft  s'  über  in 

suA         2sb     , 
s  b  d  X  =  — ;; —  X  d  X. 
h 

Diese  Kraft  wirkt  in  n  am  Hebelarm  Dn  =  x;  ihr  statisches  Moment 
für  die  Drehachse  in  D  ist  daher 

(1)  ^x^dx, 

somit  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  auf  der 
konvexen  Seite  Ausdehnung  und  auf  der  konkaven  Verkürzung  her- 
beiführen 

h 
-f. — 

— r —  I        x^  d  X  =  -r  b  h^ 
h    J__h  6 

2 

Da  z  den  ^Abstand  ^  der  Drehachse  D  von  der  Richtung  der  Kraft  P 
bezeichnet,  so  ist  das  äussere  Moment  Pz,  welches  den  Stab  biegt, 
gleich  dem  Moment  der  Widerstand  leistenden  Molekularkräfte.  Daher 
das  gesuchte  Festigkeitsmoment 

(2)  Pz  =  ybh^ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  für  eine  und  dieselbe  Spannung  s  des 
Materials  in  den  änssersten  Schichten  P  und  z  verkehrt  proportional 
sind.     Für  z  =  L  werde  P  zu  P'.     Daher 


Man  nennt  diesen  Wert  von  P'  das  Trag  vermögen  des  Stabes. 
Dasselbe  ist  somit  proportional  der  Breite,  dem  Quadrat  der  Höhe  und 
verkehrt  proportional  der  Länge  des  Stabes. 

Fig.  71.  Hat  der  Querschnitt  des  Stabes  die  Form  von 

Fig.  71,  so  muss  das  Differential  (1)  von  ^h'  bis 
^h  integriert  werden,  um  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  ausdehnenden  Kräfte  zu  erhalten.  So- 
mit ist  die  Summe  der  statischen  Momente  sowohl 
der  ausdehnenden  als  der  zusammendrückenden  Kräfte 
für  diesen  Querschnitt,  d.  h.   das  Festigkeitsmoment 
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B.  BlastizitätsmomeDt.     Es  seien 

B  der  Modul  der  Elastizität  des  Materials, 

I  =  CD  der  sehr  kleine  Abstand  der  Qaerschnitte  GM  and  DN  auf 
der  Nentralschicht, 

Al  =  nn'    die  Verstrecknng    der   Schiebt   mn'  im  Abstand  x   von 
der  Neotralsehicht  nnd 

p  =  DF  der  Krümmangshalbmesser  des  Eurvenstäckes  CD. 

Die  Eraft,   welche  einen   prismatischen   Stab   vom  Querschnitt  F 
Qod  der  Länge  (  and  A(  aasdehnt,  ist  nach  Formel  (2)  des  §  204 

(4)  E-^F. 

Aas  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Dnn'  and  DGF  folgt 

nn'         Dn  ,  AI         x 

oder 


CD         DF  I  p 

Setzt  man  diesen  Wert  von  — r—  in  (4)   and    vertauscht  F   mit  bdx, 

80  erhält  man  als  Eraft,  welche  eine  unendlich  däane  Schicht  im  Ab- 
stand X  von  der  Neutralachse  verstreckt 

E  — bdx 

P 

und  als  statisches  Moment  dieser  Eraft  für  die  Drehung  um  die  Achse  D 

E  — x^dx. 

9 

Daher  die  Summe  der  Momente  für  alle  Schichten  des  Querschnittes 

(6)         ^^  =  -^"7^    »"<*    rP»  =  -^bh» 

and  ebenso  für  den  Querschnitt  der  Fig.  71 

(6)  P.  =  A.t>(h'-h-')     „„,     p.Pz  =  A.b(h.-h'»). 

Die  letzten  Gleichungen  (5)  und  {6)  zeigen,  dass  p  dem  Abstände  z 
▼erkehrt  proportional  ist.  Wenn  z  =  0,  wird  p  =  oo,  d.  h.  der  Stab 
am  Angriffspunkt  der  Eraft  P  hat  keine  Erümmung.  Wenn  z  =  L,  wird  p 
am  kleinsten.  Folglich  ist  die  Biegung  am  befestigten  Ende  am  stärksten. 
Man  ersieht,  dass  die  Produkte  p  •  Pz,  weil  nur  abhängig  von  E  und  den 
Dimensionen  des  Querschnittes,  konstant  sind;  sie  heissen  Elastizitäts- 
momente. 

Die  Werte  von  Pz  in  (2)  und  (5),  ebenso  in  (3)  und  (6)  sind 
einander  gleich.     Durch  Gleichsetzen  folgt 

(7)  -?-  =  A. 
^''  B        2?' 

A.at«nlielm6r,  Bleia«iitorbaoh.  18 
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eioe  Relation,  die  sich  anmittelbar  auch  ans  deo  ftholicheD  Drei- 
eckeo  DNM'  and  DCP  ergibt.  Mao  kaon  daher  mittels  (7)  das 
FestigkeitsroomeDt  ans  dem  ElasUzitätsmomeot  ableiten  nnd  umgekehrt. 
Wird  die  SpaooiiDg  s  aDgenommen,  so  kaoQ  mittels  (7)  der  Kräm- 
maagshalbmesaer  9  berechnet  werden. 

2H.  KelatlTc  Peitigkeit  tlmn  tjl\*MuAn  Subei.  Die  Vorans- 
setzangen  nnd  Bezeichnungen  seien  nie  in  der  letzten  Aufgabe,  nur 
dasa  der  rechtwinkelige  Qaerschoitt  mit  eioem  kreisförmigen  vom  Halb- 
messer  R  vertanscht  wird.  Die  neutrale  Schiebt  ACDB  (Fig.  70), 
gebt  durch  die  Mitle  sBmmtlicher  Querschnitte,  schneidet  diese  also 
längs  Dnrcbmessern.  Man  nennt  einen  solchen  Schnitt  Hl  (Fig.  72) 
gewöhnlich  Neutralachse  des  Querschnittes. 

Man  beschreibe  vom   Mittelpankt  M  aus   mit  den   Halbmessern  r 

ond  r  -|-  d  r  zwei  Kreise ,  so   schliessen   sie  einen  ringförmigen  Qaer- 

schnitt  von  der   Breite  dr  ein.     Sodann  lege  man  zwei   Radien   MS 

und   MS'   anter    den    Winkeln   SMI  =  9>    nnd    S'MI  =  9'  +  d9>,    so 

schneiden  diese   Radien  ein   PItichenelement  ans  dem  Ringe   aus   von 

der    UiDge  rd^'i  also   vom  Inhalt  rd^^-dr,    da  dieses  Element   als 

Rechteck  angesehen  werden  kann.  Dieses  Fl&chen- 

FjR.  72.  element  hat  den    Abstand  pq  =  rsiay  von  der 

Nentralachse.   Die  Ansdehnnng,  welche  die  Fasern 

von  der  Länge  (  an  der  Stelle  dieses  Flficbenelemen- 

tes  hei  der  Biegong  erhalten,  sei  AI  ^  n  n'  {Fig.  70). 

Folglich  die  Kraft^  welche  einem  prismatischen  Stab 

vom  Querschnitt  F  nnd  der  Länge  I  eine  Ausdeh- 

nnog  AI  beibringt,  nach  Formel  (2)  von  §  204 

(1)  E^F. 

Setzt   man  hierin  statt  F  das  Fl&chenelement  rd^i-dr  nnd   nach   der 
vorigen  Aufgabe 

^^  X   ^  rsiny 

I        e  e     ' 

so  erhält  man   als  Wert  der  Kraft,   welche  das  Stäbchen  vom  unend- 
lich kleinen  Querschnitt  aasdebat 

E 
—  r'  d  r  ■  sin  y  d  y. 

e 

Der  Hebelsarm  dieser  Kraft,  bei  einer  Drehnng  nm  die  Nentralachse, 
ist  =  r  sin  V,  also  das  statische  Moment  der  Kraft 


Man  betrachte  hierin  r  zunächst  als  konstant  and  integriere  von 
<jp  =  0  bis  <f  =  2  7t,  so  erhält  man  die  Summe  der  statischen  Momente 
der  Kräfte,  welche  die  Fasern  der  ringförmigen  Schicht  ausdehnen  und 
zasammend rücken.     Nun  ist 


/ 
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«TT 

sin*y  d  9>  =  TT. 

0 


Folglich  das  statische  Moment  für  jene  Schicht  gleich 

n  —  r'  d  r. 

e 

Integriert  man  dieses  Differential  von  r  =  R,  his  r  =  R,  so  erhSlt  man 
die  Samme  der  statischen  Momente  der  Kräfte,  welche  die  Fasern 
innerhalb  eines  Ringes  von  der  Breite  R  —  R,  aasdehnen  und  zusammen- 
drücken, gleich 

Da  dieses  Moment  nach  der   vorigen  Aufgabe  auch  =  Pz  ist,  so  wird 

(2)  Pi  =  ^-|-(R*-R/). 

Die  Grösse  —. —  (R*  —  R/) ,  also   auch  p  •  P  z ,  hängt  nur  vom  Quer- 

4 

schnitt  des   Stabes  und   von   seiner   materiellen  Beschaffenheit  ab  und 

wird  Moment  der  Elastizität  des  Stabes  genannt. 

Für  z  =  0  wird  p  =  oo ,  also  ist  der  Stab  am  freien  Ende  nicht 
gebogen.  Je  grösser  z,  um  so  kleiner  wird  p.  Folglich  tritt  die 
grösste  Biegung  an  der  befestigten  Stelle  ein.     Für  diese  ist  mithin 

TT    E    R*  — R/ 

^  ^    ^  L       • 

Die  Relation  (7)  des  vorigen  Paragraphen  verwandelt  sich  hier  in 

E  ■"   p  ' 

Mit  Hilfe  derselben  erhält  man  aus  dem  Elastizitätsmoment  das  Festig- 
keitsmoment 

roN  r»  ^  R*  —  R,* 

(3)  p,  =  _s_^. 
Für  z  =  L  wird  das  Tragvermögen  des  Stabes 

^"'   4  ®        RL      • 

Wenn  R'  =  0,  so  erhält  man  für  den  massiven  Gylinder 
«       ttL     R*  ^       TIS     R^ 


4       Lp'  4L' 

Mithin  ist  das  Tragvermögen  P  eines  Cylinders  der  dritten  Potenz 
des  Halbmessers  direkt  und  der  Länge  verkehrt  proportional. 

219.  TmsUb  eioes  cylindrisehea  Stabes.    Es  werde  ein  senkrechter 
Kreiseylinder   am  einen   Ende  festgehalten  und  am   andern  durch  ein 

18* 
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statisehes  Moment,  dessen  Kraft  in  einer  zar  Achse  normalen   Ebene 
wirkt,  verdreht. 

Dadnrch  nimmt  jede  Paser,  welche  vor  der  Torsion  parallel  zur 
Achse  liegt,  die  Form  einer  Schraabenlinie  an.  Der  Debergang  von 
der  geraden  Linie  zn  dieser  Schraubenlinie  bringt  eine  Längenändemog 
der  Faser  hervor,  welche  zunächst  bestimmt  werden  soll.     Es  sei 

L  die  LSnge  des  Gylinders  vor  der  Torsion, 
R  sein  Halbmesser, 

a  der  Drehwinkel  am  freien  Ende,  abgetragen  als  Bogen  eines  Krei- 
ses, dessen  Radios  die  Einheit  ist  und 
X  die  Entfernung  irgend  einer  Längenfaser  von  der  Achse. 

Erste  Voraussetzung.  Wir  nehmen  an,  die  beiden  Grund- 
flächen bleiben  ebene  Kreise,  deren  Abstand  sich  nicht  ändere,  so  wer- 
den alle  Längenfasern  verstreckt  bis  auf  jene,  welche  mit  der  Achse 
zusammenfallt.  Die  Verstreckung  wächst  proportional  dem  Abstand 
von  der  Achse.  Wickelt  man  die  Cylinderfläche  mit  dem  Radios  x  in 
eine  Ebene  ab,  so  entsteht  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Kathe- 
ten L  und  a  x  und  dessen  Hypotenuse  mit  L  -|~  y  bezeichnet  werde. 
Daher  wird 

(L  +  y)«  =  L«  +  a«x« 

oder  indem    mau   die  Klammer  entfernt  und   y^  gegen  2Ly    vernach- 
lässigt 

y=2L^- 

Die  Verstreckung  y  ist  daher  proportional  dem  Quadrat  des  Ab- 
standes  x  von  der  Achse. 

Zweite  Voraussetzung.  Man  nehme  an,  die  Fasern  verstrecken 
sich  während  der  Torsion  nicht.  Um  zu  prüfen,  was  unter  dieser  An- 
nahme im  Innern  des  Gylinders  vorgeht,  so  lege  man  durch  denselben 
und  zwar  bevor  die  Torsion  beginnt,  Schnitte  senkrecht  zur  Achse,  so 
gehen  diese  ebenen  Schnitte  bei  der  Verdrehung  in  Rotationsflächen 
über,  deren  Meridiane  in  Ebenen  liegen,  welche  die  Achse  enthalten. 
Die  Rotationsfläche  durch  die  Mitte  der  Achse  bleibt  eben;  solche 
Flächen,  die  sich  gleich  weit  von  dieser  befinden,  erhalten  gleiche 
Krümmung.  Am  stärksten  ist  die  Krümmung  an  den  Endflächen  des 
Gylinders.     Die  Gleichung  des  Meridians  der  Grundflächen  ist  folgende. 

Wickelt  man  die  Gylinderfläche,  deren  Radius  x  ist,  in  eine  Ebene 
ab,  so  entsteht,  vom  mittleren  ebenen  Querschnitt  an  gerechnet,  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ^L,  dessen  eine  Kathete 
^  a  X  ist  und  dessen  andere  durch  ^  L  —  z  ausgedrückt  werde.  Das 
Dreieck  gibt 

(i--)"-^+(l-0* 

woraus  folgt,  wenn  z^  gegen  Lz  vernachlässigt  wird 
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Die  Earve,  deren  rechtwinkelige  Koordinaten  x  and  z  sind,  ist 
mithin  eine  Parabel,  darch  deren  Drehung  um  die  Cylinderachse  die 
Grandfläche  des  Cylinders  entsteht. 

Dritte  Voranssetzung.  Die  beiden  ersten  Voraussetzungen 
entsprechen  der  Wirklichkeit  nicht.  Denn  sie  verlangen,  dass  ausser 
der  Kraft,  welche  die  Drehung  bewirkt,  auch  noch  äussere  Kräfte  vor- 
handen seien,  welche  Längenverschiebungen  herbeifähren.  Allein  solche 
Kräfte  fehlen.  Daher  wird  man  annehmen  müssen ,  dass  die  äussern 
cylindrischen  Schichten  sich  verstrecken,  die  Innern  sich  verkurzen  und 
dass  die  Summe  der  verstreckenden  Kräfte  gleich  sei  der  Summe  der 
verkürzenden  Kräfte,  dass  sie  sich  mithin  aufheben.  Wo  die  Aus- 
dehnung in  die  Verkürzung  übergeht,  liegt  eine  Schicht,  welche  keine 
Längenänderung  erleidet  und  die  neutrale  Schicht  genannt  wird. 
Diese  Schicht  kann  cylindrisch  angenommen  werden.  Sodann  werde 
noch  vorausgesetzt,  dass  jene  ebenen  Schnitte,  welche  vor  der  Torsion 
senkrecht  zur  Achse  standen,  auch  während  der  Torsion  eben  bleiben 
und  Dar  ihre  Abstände  unter  einander  ändern.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung soll  nun  bestimmt  werden :  der  Halbmesser  der  neutralen  Schicht 
und  das  statische  Moment  der  Kraft,  welche  eine  beabsichtigte  Ver- 
drehung herbeiführen  kann. 

L    Halbmesser  der  neutralen  Schicht. 

Es  sei  a  dieser  Halbmesser  und  E  der  Modul  der  Elastizität  (§  208) 
des  Materials  für  die  Längenändernng.  Da  irgend  eine  Faser  in  der 
neutralen  Schicht  ihre  Länge  beibehält,  so  bildet  sie  abgewickelt  die 
Hypotenuse  eines   rechtwinkeligen  Dreiecks,   dessen    eine  Kathete   der 

Bogen  aa  und  dessen  andere  Kathete  somit  V  L*  —  a^  a^  ist.  Eine 
Faser  im  Abstand  x  von  der  Achse  ist  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks,  dessen  beide  Katheten  ax  und  V^L^  —  a^x^  sind. 

Folglich  ist  die  Länge  einer  solchen  =  V^L^  —  «^  a*  +  a^  x^  und  ihre 
Ausdehnung 

Vl^  -  «2  a^  -f  «2  x2  _  L 

Diese  Ausdehnung  wird  =0  für  x  =  a  und  negativ  für  x<a,  sie 
wird  also  im  letztern  Fall  zu  einer  Verkürzung. 

Die  Kraft,  welche  in  der  Richtung  der  Faser  diese  Längenänderung 
per  Qnerschnittseinheit  herbeiführt,  wird  nach  §  204,  Formel  (2),  sein 

L 

Man  zerlege  diese  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte,  senkrecht  und  parallel 
zur  Achse,  so  ist  die  letztere  Seitenkraft 

,^,      „   VL^  -  «^  a^  +  a^  x^  -  L  Vl«  -  a^  a^ 

{J)        IL = 


L  Yi^  -  «2  a«  +  «2  x2  • 

Diese  Kraft  ist  proportional  dem  Querschnitt  der  Faser,  auf  welche 
sie  wirkt.  Multipliziert  man  sie  daher  «mit  2  7rxdx,  so  erhält  m*an 
die  Kraft,  welche  eine  Schicht  ausdehnt,   die  zwischen  zwei  Cylinder- 
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flächen  liegt»  beecbriebeD  mit  den  Radien  x  und  x  +  dx.  Integriert 
man  aodann  noch  zwischen  den  Grenzen  x^O  and  x  =  R,  so  erhält 
man  die  Samme  der  ausdehnenden  und  zusammendrückenden  Kräfte, 
welche  in  der  Richtung  der  Achse  liegen.     Diese  Summe  ist 

Da  aber  die  Kräfte  in  der  Richtung  der  Achse  in  jedem  Quer- 
schnitt sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  muss  dieses  Integral  =0 
sein.     Folglich  erhält  man  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung 

^  --^(VL«~a»a«  +  a«R«  -  Vl^  -  «^  a«)  =  0, 

^  Ott 

woraus  sich  ergibt 

Für  einen  kleinen  Torsionswinkel  a  ist  daher  annähernd 

a  =  ^r^  =  0,707  R, 
K  2 

d.  h.  für  schwache  Verdrehungen  beträgt  der  Halbmesser  der  Neutral- 
schicht 0,707  vom  Halbmesser  des  Cylinders. 

II.   Statisches  Moment  der  verdrehenden  Kraft. 

Dieses  Moment  setzt  sich  aus  zwei  Teilen  zusammen:  dem  Teil, 
welcher  aus  der  Längenverschiebung  und  demjenigen,  welcher  aas  der 
Querverschiebung  entspringt. 

A.  Erstes  Moment.  Die  Kraft  (1),  welche  eine  Faser  vom 
Querschnitt  1  in  der  Richtung  der  Schraubenlinie  ausdehnt,  gibt  folgende 
Seitenkraft  senkrecht  zur  Achse,  also  in  der  Richtung  der  Drehung 

VL^-a^a^  +  a^x^-L  «x 


E 


VL^-a^a^  +  a^x» 


Diese  Kraft  verschwindet  für  x  ="  a,  weil  in  der  neutralen  Schicht 
keine  Resultante  vorhanden  ist;  sie  wird  für  Werte  zwischen  x  =  a 
bis  X  =  R  positiv  und  für  Werte  zwischen  x  =  a  und  x  =  0  negativ. 
Multipliziert  man  sie  mit  dem  Flächenelement  27rxdx  und  dem  Hebel- 
arm X  und  integriert  innerhalb  der  Grenzen  x  =  0  bis  x  =  R,  so  er- 
gibt sich 

aM  statisches  Moment  der  Torsion,   welches  aus  der  Längenänderung 
hervorgeht.    Nun  ist 


/■ 
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xMx  x^KL«  -  «2  a»  +  «2  ,2 


V  L«  -  a«  a«  +  a«  x^ 


«2 


3 


2(L2-a2a2  +  a2x2)2 


3  a* 
Folglich  der  Wert  des  bestimmten  Integrals  (4) 

27raErR*      LR^Vh^  —  a^a,^  +  a^R^  .  2L(L2  -  a^^«  +  a*R2) 


[^- 


a«  "^  3«* 

2L(L2-a2a2)2 


3a 


o^aVl 


Entwickelt  man  in  Reihen  und  setzt  den  Wert  von  a  aas  (3)  ein,  so 
erhält  man,  wenn  die  Glieder  von  der  fünften  Potenz  von  a  an  ver- 
nachlässigt werden,  als  gesuchtes  Moment 

,^.  71 L      R«a3 

B.  Zweites  Moment.  Ein  prismatischer  Stab  von  der  Länge  L, 
im  Innern  des  Cylinders  parallel  zar  Achse  gedacht,  werde  am  einen 
Ende  in  der  Qaerrichtung  um  AL  verschoben,  so  ist  die  verschiebende 
Kraft  P,  nach  §  204,  proportional  der  Verschiebung  AL,  dem  Quer- 
schnitt F  und  verkehrt  proportional  der  Länge  L.  Bezeichnet  T  eine 
Konstante,  welche  von  der  Natur  des  Materials  abhängt,  so  ist  diese 
Kraft 

(6)  P  =  T-^^F. 

Wird   F  =  1   und  —r—  =1,  so  ist  P  =  T.    Daher  bedeutet  T  die 

Kraft,  welche  einen  prismatischen  Stab  vom  Querschnitt  1  soweit  in 
der  Qaerrichtung  verschieben  kann,  dass  die  Verschiebung  gleich  wird 
der  arspränglichen  Länge.  Man  nennt  daher  T  Modul  der  Elasti- 
zität für  Torsion. 

Man  lege .  mit  den  Radien  x  und  x  -f  d  x  zwei  Cylinderflächen^  so 
schliessen  sie  eine  Schicht  ein  vom  Querschnitt  2  7rxdx.  Setzt  man 
diesen  Wert  für  F  in  (6)  und  ersetzt  A  L  durch  die  Verschiebung  a  x, 
80  erhält  man  als  Kraft,  welche  diese  Schicht  verdreht 

T4^.27rxdx. 

Das  statische  Moment,  womit  diese  Kraft  der  Drehung  widersteht, 
wird  erhalten,  wenn  man  die  Kraft  multipliziert  mit  dem  Hebelarm  x. 
Dehnt  man  dieses  Moment  auf  alle  Schichten  aus,  welche  den  Cylinder 
zusammensetzen,  so  erhidt  man  das  gesuchte  Moment 

/«N  27rTa    P»    «^  ttT     R*a 
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Hieniach    wird    das    geflammte  Moment  M,    womit   der   Gylinder  der 
Drehung  Widerstand  leistet,  als  Samme  ans  (7)  nnd  (5) 


2  L       '     24         L»     ' 

Zwischen  den  Kräften  T  nnd  E  besteht  folgender  Znsammenhang. 
Wenn  T  eine  Qnerverschiebnng  herbeiführt,  die  so  gross  ist  als  die 
ursprüngliche  Länge  L  des  Stabes,  so  wird  die  Länge  des  Stabes  znr 
Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  L  und  L, 

erhält  also  den   Wert  Ly^2.     Die    Zunahme    an    Länge    wird    also 

LV^2  — L,    während    die   Kraft  E  eine  Zunahme  =L  hervorbringt. 

Diese  Zunahmen  verhalten  sich  wie  1^2  —  1:1.     Gerade  ebenso   ver- 
halten sich  auch  die  Kräfte,  welche  sie  veranlassen.     Daher  ist 

T:E  =  y'2  — 1:1, 

woraus  folgt  T  =  0,414  E.     Nach  Na  vier  nimmt  man  hierfür  gewöhn- 
lich T  =  0,4  E. 

Führt  man  diesen  Wert  von  T  in  (8),  so  wird 


(9)  M  =  -^ _[^H._(^__jJ. 


Man  ersieht  ans  Gleichung  (8),  dass  der  Teil  des  gesammten  Mo- 
mentes, den  die  Längenänderungen  liefern,  sehr  klein  ist  gegenüber  dem 
andern  Teil;  weshalb  gewöhnlich  nur  der  von  der  Querverschiebong 
herrührende  in  Rechnung  kommt.    In  diesem  Fall  erhält  man  aus   (9) 

/^^N  XM       ^E     R*a 

(10)  M  =  -^.-j-. 

Diese  Formel  findet  bei  der  Goulom' sehen  Dreh  wage,  bei  den 
cylindrischen  Wellen  zur  Uebertragung  der  Kraft  etc.  ihre  Anwendung. 

Für  einen  hohlen  Gylinder  erhält  man  aus  (7),  indem  man  das 
Integral  von  x  =  r  bis  x  =  R  nimmt 

(11)  M  =  ^  a  (R*  -  r*). 

Es  sei  s  die  Kraft,  welche  an  der  Oberfläche  des  Gylinders  ein 
Stäbchen  vom  Querschnitt  1  eine  Querverschiebung  =  R  a  zu  geben 
vermag.  Da  der  Kraft  T  eine  Verschiebung  L  entspricht,  so  besteht 
die  Relation 

8  ^  Rg 

T  ■"     L    ' 

welche  der  Gleichung  (7)  des  §  208  entspricht.  Führt  man  hieraas 
den  Wert  von  T  in  (10)  und  (11),  so  erhält  man  für  den  massiven 
und  hohlen  Gylinder 

(12)  M  =  ysR»    und     M  =  y^(R*-r*). 

Die  Momente  (9),  (10)  und  (11),  welche  den  Drehwinkel  enthal- 
ten, heissen  Elastizitätsmomente,  jene  unter  (12),  welche  die   Span- 
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DDDg  s  enthalten,   PeatigkeitsmomeDte.     Han   erkeoDt,   dasa  das   Ver- 

hSItnis  H :  a  Tär  einen  and  denselben  Cylinder  konstant  ist. 

211.   TaritcD   tlmt»   abgekiritci   Srelslfgeli.     Der   Kreiskegel   sei 

an  der  grOasern  Gmüdfläcbe  BD  (Pig.  73)  featgehalten  nnd  werde  am 

andern  Ende  A  C  darcb  eio  statiaches  Moment  M,  welches  in  der  Ebene 

der  kleinem  Grandfläche  wirkt,  gedreht.     Sa  seien: 

B,  r  die  Halbmeaser  der  grCssern  nnd  kleinem  Gmodflgcbe, 

L  =  AB  die  AcbaenlSDge  des  Kegels, 

i  =  Aa  ein  veranderlicbes  Stück  anf  der  Kegelachse, 

y  =  ab  der   Halbmesser  eines  znr  Achse  normalen  Schnittes  dnrch 

den  Pankt  a  nnd 
a,  9>  die  Toraionawinkel  des  Kegels  für  die  Längen  x  nnd  L. 
Der  Winkel  a  ist  eine  Fnnktion  von  x,  so 

dass  et  am  da  zanimmt,  wenn  x  am  dx  w&cbst. 

Wenn  also   aa'  =  dx  nnd   man   legt   durch  a' 

önea  Schnitt  senkrecht  znr  Achse,  so  ist  da 

der  Torsions  Winkel  fär  einen  Cylinder  von  der 

Hohe  dz,   liegend   Ewiachen  den  Qaerschnitten 

durch   a  nnd   a'.     Wird   die  Formel  (10)   der 

vorigen  Anfgahe  auf  diesen  Cylinder  angewendet, 

also  nnr  aal  die  Qnerverschiebnagen  Rttcksicht 

genommen,  so  erhält  man 

,  5M    dx 

Zieht  man  die  Gerade  Gpq  parallel  zar  Achse,  8< 
Dreiecke  Cpb  und  CqD  die  Proportion  y  — r 
ans  folgt 


FiK.  73. 


)  geben  die  llholichen 
;  R  —  r  =  X :  I. ,    wor- 


dx  =  L-= 


Setut  man  diesen  Wert  von  ds 


I  von  da,  so  kommt 


Dm   hieraus  den   Torsionswinkel   ffir   die  ganze  Länge  dea 
erbalten,  hat  man  wie  folgt  zu  integrieren 


Kegela  : 


j:-h 


daher  als  Wert  des  Drehvinkels  am  befestigten  Bade 


gefestigte 


5ML    R'  +  Rr  +  r' 


Wird    hierin  r  =  R ,  so  geht  diese  Formel   ober  in  die  für  den 
Gylinder,  wie  es  sein  soll. 


S03 


XVL    Aufgaben  ftber  die  AnEiehang  naeh  dem  Gesetze  der 

Grayltation. 

SU.  Heseti  itt  Aiiiehng.  Zufolge  des  New  ton' sehen  Gesetzes 
der  Gravitation  ist  die  Kraft,  mit  welcher  zwei  materielle  Teilchen 
sich  anziehen,  direkt  proportional  den  Massen  dieser  Teilchen  und  ver- 
kehrt proportional  dem  Quadrat  ihres  Abstandes. 

Sind  m,  m'  die  Massen  der  Teile,  r  ihr  Abstand  nnd  e  eine  Kon- 
stante, so  ist  die  Anziehung  beider  Massen  gleich 

m  m' 
e- 


r«    • 

Setzt  man  io  dem  vorstehenden  Ausdrucke  m  =  m'  =  1  und  r  =  1, 
so  wird  die  Konstante  e  diejenige  Kraft  bezeichnen,  welche  zwei  Massen- 
einheiten in  der  Entfernung  =  1  aufeinander  ausüben. 

213.  AaiiekiiBg  eines  Pinktes  mni  einer  geraden  Linie,  derem 
Riektnng  dvrrh  den  Punkt  gekt.  Es  seien  m  die  Masse  des  anziehenden 
Punktes  A  (Fig.  74),  m'  die  Masse  der  Längeneinheit  der  6e- 
^j^lH'  rÄ^Jeo»  a  nn^  b  die  Entfernungen  der  Endpunkte  B  und  D  der 
Geraden  vom  anziehenden  Punkt.  Man  bezeichne  mit  x  den 
Abstand  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  von  A.  Lässt 
man  x  in  r  -|-  d  x  übergehen,  so  entsteht  auf  der  Geraden  ein 
Teilchen  von  der  Länge  dx  und  der  Masse  m^dx.  Die  An- 
ziehung dieses  Teilchens  und  der  Masse  m  ist  daher  nach  §  212 

mm'dx 

e  n  • 

X* 


Folglich  die  Anziehung  der  ganzen  Linie  und  der  Masse  m 

ib 

emm''  * 


,'j\-^dx  =  emm'(|-|). 


Reicht  die  Gerade  bis  zum  Punkte  A,  so  ist  a  =  0,  also  erscheint 
die  Anziehung  =  oo.  Allein  die  Aufgabe  muss  als  eine  physikalische 
aufgefasst  werden,  wonach  die  materiellen  Teilchen  in  A  und  B  Aas- 
dehnung haben,  also  nicht  zusammen  fallen  können,  wie  mathematische 
Punkte.  Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  das  Teilchen  in  B  eine  ver- 
schwindend kleine  Masse  hat  und  selbst  bei  einem  sehr  kleinen  Ab- 
stand von  A  nur  eine  kleine  Anziehung  auf  A  ausüben  kann. 

Um  dieses  zu  zeigen,  sei  der  Abstand  der  Schwerpunkte  von  A 
und  B  =  CK,  die  Länge  des  Teilchens  in  B  =  a ,  der  Querschnitt  der 
Geraden  =  a^  also  das  Volumen  des  Teilchens  =  a^.  In  der  Kubik- 
einheit  der  Geraden  sei  eine  Masse  m''  enthalten,  so'  ist  die  Masse  des 
Teilchens  in  B  =  m"  a^  und  daher  die  Anziehung  zwischen  A  nnd  B 

mm'a          mm^a*  « 

e zr-=  e « —  =  em^m"  a. 

Dieser  Schlnsswert  ist  wegen  des  Faktors  a  eine  sehr  kleine  Grösse. 
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Wird  b  =  oo  angenommen ,    so  erhält  man  als  Anziehung  eines 
Punktes  nnd  einer  unendlich  langen  Linie 

mm'  m  •  m'  a  m  M 


e =  e 5 —  =  e 


a  a»  "     a*    ' 

wo  M  =  m'  a  die  Masse  der  Linie  A  B  bezeichnet.  Diese  Anziehung 
ist  also  ebenso  gross,  wie  die  einer  Linie  von  der  Länge  a,  im  Ab- 
stände a  von  der  Masse  m  konzentriert  gedacht. 

S14.  Aaziehiag  eiaer  Oerades  uid  eines  Punktes,  der  ausserhalb 
der  Sichtung  der  ISeraden  liegt.  Es  seien  m  die  Masse  des  anziehen- 
den Punktes  A  (Fig.  75),  m'  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Gera- 
den CD  und  a  =  AB  die  Länge  des  Lotes  vom  anziehenden  Pankt  nach 
der  Geraden.  Ferner  sei  x  =  B  c  ein  beliebiges  Stück  der  Geraden,  von  B 
aus  gezählt.  Es  gehe  x  in  x  +  dx  aber,  so  ent- 
steht auf  der  Geraden  ein  Teilchen  von  der  Länge  dx  Fig.  75. 
und  der  Masse  m'dx.  Der  Abstand  dieses  Teil- 
chens von  der  Masse  m  ist  Ac  =  Y^b?  +  x*;  folg- 
lich die  Anziehung  der  Massen  mMx  und  m 

,^.  mm'dx 

Teilt  man  die  Gerade  in  unendlich  viele  solcher  Massenteile  m'  d  x  und 
bestimmt  ihre  Anziehungen  auf  die  Masse  m,  so  erhalten  diese  Kräfte 
verschiedene  Richtungen,  weil  sie  alle  nach  A  hin  konvergieren. 

Man  zerlege  deshalb  diese  Anziehungen  in  zwei  Seitenanziehungen, 
wovon  die  einen  normal  sind  zur  Geraden,  die  andern  aber  mit  der 
Richtung  der  Geraden  zusammenfallen.  Alsdann  können  die  Kräfte 
nach  derselben  Richtung  addiert  werden. 

L   Die  Seitenkraft  von  (1)  in   der  Richtung  der  Geraden  CD  ist 

mm'dx         ^    _  .        xdx 

cos  AcB  =  emm 


a   "i~  X  — 

(a^  +  x^)^ 

Um   dieses  Differential   zu   integrieren ,   setze  man  a^  -|-  x^  =  z^ ,   also 
xdx  =  zdz,  so  erhält  man  statt  des  letzten  Differentials 

.  dz 
emm 


z2 


Hiervon  ist  das  Integral  für  unbestimmte  Grenzen 

emm'  j  z~^dz  =  — emm' |-C. 

um  die  Anziehung  des  Stückes  Bc  auf  die  Masse  m  zu  erbalten,  mass 
das  vorstehende    Integral   von  x  =  0  bis  x  =  x ,   also  auch  von  z  =  a 

bis  z  =  Va^  +Ä^  genommen  werden.     Dies  gibt 

emmM    z~^dz  =  emm'( =-7=====-). 

Ja  \ a         j/^a^  +  X*  / 
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Setzt  man  bierio  x=  oo,  so  erhält  man  als  Anziehung 

m  m^  m  •  m'  a  m  M 


e =  e s —  ==  e 


a  a'  a* 

also  dasselbe,  was  in  der  letzten  Formel  der  vorigen  Aufgabe. 

Wenn  der  Teil  DB  der  Geraden  gleich  ist  Bc,  so  entspricht  bei- 
den Teilen  eine  gleiche  Anziehnng,  jedoch  mit  entgegengesetzten  Zeichen. 
Diese  Anziehungen  heben  sich  somit  auf.  Wenn  aber  D  B  =  x'  <  x, 
so  entsteht  eine  Kraft  in  der  Richtung  von  G  nach  D  gleich  der 
Differenz. 


emm 


l\a  Ka«  +  xV      Va'        Ka«  +  x"jJ 


=  em  m 


VKi?  +  x'2         Ka«  +  X«  /* 


II.  Die  Seitenkraft  von  (1)  normal  zur  Geraden  GD  ist 

ram'dx..„  .         dx 

e  ■— 5— ; — 5-  sin  A  c  B  =  e  a  m  m  =— . 

a'  +  X*  L 

Behufs  der  Integration   setze   man  a^-f  x^  =  x^z^,    wo  z   eine   neae 
Variable  bezeichnet,  so  ist 

x^  =  -2"-  ^  ;      a^  +  x^  =  ^2^.^  ;     <J  X  = j- ;  folglich 

(z^  -  1)^ 
dx  _       ^   dz 

(a«  +  x«)2 
Das  Integral  hiervon  ist 


e  a  m  m  ?-  =  —  e  m  m  — s-. 

'  az^ 


'■/■ 


e  a  m  m'  | «-  =  e h  Konst. 

—  az 

(a«+x»)» 


Da  aber  z  =  j^a^  -\-  x^ :  x,  so  erhält  man  als  Anziehung  der  Masse  m 
und  des  Stückes  Bc  der  Geraden 

d  X  mm'  X 


e  a  m  m'  I     jp-  =  e 


a         1/"  2  _L    2 

(a^  +  xV  P^a   i-x 

Wenn  das  Stück  B  D   der  Geraden  =  x'  gesetzt  wird,   so   erhält  man 
als  Anziehung  der  Masse  m  und  der  Geraden  D  c  eine  Summe    gleich 


mm 
e 


a 


\  Ka»  +  X«         Va«  +  x'>  /■ 


Werden  x  ood   x'  onendlich  gross,    so    kann    man   die    Grössen 
K  a*  +  X*  mit  X  nnd  K  a*  +  x'*  mit  x'  verwechseln  und  man  erhält 


als  AnziehDDg  der  Haase  m  und  einer  uach  beiden  Seiten  ios  Dnend' 
liehe  verlängerten  Geraden 

;  ^  """' . 
a 
Bemerkung.  In  A  befinde  sich  der  Pol  eines  Magneten  nnd 
es  werde  die  Gerade  DC  von  einem  galvanischen  Strom*  darch- 
strichen,  so  gibt  der  leUte  Aosdrock  auch  die  Amiehong  zwischen 
diesem  Magneten  nod  dem  galvanischen  Strome  an.  Dabei  bezeich- 
net m  die  freie  Flfissigkeit  im  magnetischen  Pole  nnd  m'  die  Strom- 
iDteDsitU. 

2IS.   inilehing  der  Spllie  iid  «rndläehe  eiiei  «enden  Krels- 

kegels.  Es  sei  A  B  =  a  (Fig.  76)  die  Achse  nod  B  C  =  R  der  Halb- 
messer der  Groodflflcbe  des  Kegels;  ferner  sei  m  die  Masse  des  an- 
Eiehendeo  Punktes  in  der  Kegelspitze  and  m'  die  p-jg   7g 

Hasse  der  Flicheueioheit  der  GrundflSche. 

Man  ziehe  den  RadiasBD  so,  dass  der 
Winkel  CBU^9  eine  unendlich  kleine  GrOsae 
wird;  beschreibe  sodann  mit  den  Radien  Bi  =  x 
nnd  X  +  d  X  von  B  aas  zwei  Ereise,  so  liegt 
zwischen  diesen  Kreisen  and  jenen  beiden  Radien 
eine  anendlich  kleine  Flftcbe,  die  als  Rechteck 
betrachtet  werden  kann.  Der  Inhalt  dieses 
Flftchenelementes   ist   =Vxdx,    dessen    Masse  ____ 

=  m'  91 X  d  X  and  dessen  Abstand  A  x  von  der  Eegelspitze  =  V^a'  +  x" ; 
die  Anziehung  dieses  Massenelementes  nnd  der  Spitze  ist  daher 
,  yxdx 

Hau  zerlege  diese  Eraft  in  zwei  Seitenkrfifte,  wovon  die  eine  iKrigs 
des  Halbmessers  xB  and  die  andere  parallel  znr  Achse  wirkt.  Die 
erstere  Seitenkraft  wird  dnrch  eine  zar  Achse  A  B  symmetrisch  ge- 
legene Seitenkraft  aufgehoben.     Die  letztere  Seitenkraft  ist 

.„    ^d^      ■    .     n  ,«        xdx 

e  m  m  9^  ■  ^-^  ■  ^  sin  A  x  B  =  e  a  m  m  9 j-. 

(a'  +  xT 
Dehnt  man  hierin   den  Bogen  91  za  2ir  aus,   so   erhält  mao   die  Aa- 
ziehang  zwischen  der  Masse  m  nod  der  jener  Ringfläche,  deren  Radien 
X  und  X  -|-  d  X  sind,  gleich 

,       xdx 
/.\  2n-aemm j-. 

(«■  +  sV 
Das  Integral  dieses  Ansdruckea  von  x  —  0  bis  x  =  R  gibt  die  gesuchte 
Anziehung  der  Spitze  und  Grundfläche  des  Kegels.     Dm  die  Integration 
zn  vereinfachen,   setze  man  a*  +  i'  =  zS   so  wird  xdx  =  idz;  folg- 
lich das  vorstehende  Differential  (1) 

2ff  aenim'i~^dz 
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and  da 

2^aemm^  j  z""*dz  =  —  2^ae h  C, 

80  erhält  man  als  gesnchte  ÄDziehnog,  wenn  z  darch  x  ersetzt  wird 

(2)  2.aemm'J^-p^  =  2.ema.'(l-.p=^) 

Dieser  Aasdrack  gilt  far  jeden  Wert  von  a,  der  von  der  Null 
verschieden  ist. 

2U.  AiiiehiiBg  eiier  !■  der  Spitte  eiies  Kegelt  beiadlichei  lasse 
«id  der  lasse  dieses  k^MtgeieB  Kegels.  Es  sei  h  die  Höhe  nnd  s 
die  Kante  des  Kegels;  ferner  m  die  in  der  Spitze  des  Kegels  befind- 
liche Masse  und  m'  die  Masse  der  Kabikeinheit  des  Kegels. 

In  den  Abständen  x  and  x  +  d  x  von  der  Spitze  lege  man  zwei 
Querschnitte  darch  den  Kegel,  senkrecht  auf  die  Achse,  so  schliessen 
sie  eine  cylindrische  Scheibe  von  der  Dicke  d  x  and  einem  Halbmesser 
ein,  den  wir  mit  v  bezeichnen  wollen. 

Die  Anziehung  der  Masse  M  and  dieser  Scheibe  kann  ausgedrückt 
werden  durch  Formel  (2)  der  vorigen  Aufgabe,  wenn  daselbst  m'  mit 
mMx,  a  mit  x  nnd  R  mit  y  vertauscht  wird.     Man  erhält 


29remm'dx|l ^, — 1. 

V         Kx'«  +  y  V 


Allein  das  Verhältnis  x :  V^x^  -f  y^  ist  gleich  dem  Verhältnis  h  :  s,  des- 
halb wird  der  vorstehende  Ausdruck 

27remm'dxfl \ 

Mithin  die  Anziehung  der  Masse  m  auf  den  ganzen  Kegel 

2'7remm'ri jf   dx  =  27remm'h  Tl \ 

217.  AnitehiBg  einer  htaegeBen  Halbkugel  lad  eiier  In  lUtel- 
pinkt  der  Kugel  kelndlickeB  lasse.  Diese  im  Mittelpunkt  liegende 
Masse  sei  =  m,  die  Masse  der  Kubikeinheit  der  Kagel  =  m'  und  der 
Halbmesser  der  Kugel  =  r. 

Man  lege  in  den  Abständen  x  nnd  x  +  d  x  von  der  begrenzenden 
Halbkreisfläche  zwei  Schnitte  durch  die  Kugel,  so  schliessen  sie  eine 
cylindrische  Scheibe  ein  von  der  Dicke  dx;  ihr  jHalbmesser  sei  y. 
Die  Anziehung  der  Masse  m  und  dieser  Scheibe  wird  daher  nach  For- 
mel (2),  §  215,  sein,  indem  man  m'  mit  m^dx  vertauscht. 

27remm'dx|l ,  ..       .-  V 

Allein  es  ist  x^  -\-  y^  =  r^;  folglich  die  vorstehende  Anziehung 

29remmMxfl \ 


HithiD  die  geaachte  AnziehoDg  der  Hasse  m  and  der  Halbkugel 

2n-emm'l     dxfl—  —  j  =  TemiD'r. 

Die  Hasse  der  Halbkugel  ist  =|irr*m'.  Deoken  wir  uds  diese 
Hasse  in  einem  solchen  Abstände  z  vom  MittelpnDkt  konzentriert,  dass 
die  Anziehung  zwischen  ihr  nnd  m  dieselbe  bleibt,  wie  wenn  die  Hasse 
gleichförmig  im  Volumen  der  Halbkugel  verteilt  w&ra,  so  wird  sein 


woraus  folgt 

i^rKf  =0,816  r. 
Dieser   Punkt  im    Abstände  z    vom   Hittelpnnkt    der   Kugel    wird 
der  Mittelpunkt  der  Anziehung  der  Hasse  genannt. 

218.  AKiiehnig  einer  hentgeiea  Htgel  ind  eines   Pnnkles  nir  4«r 
tkcrläehe  der  iigel.     Die  Masse  des  anziehenden  Punktes  A  (Pig.  77) 
anf  der  Rogel   sei   =m,    die   der  Eubikeinheit   der            „.      -- 
Kugel   =  m'  nnd  der  Halbmesser  der  Kogel   =  r.  '- 

Hau  nehme  A  zum  Anfangspankt  zweier  recht- 
winkeliger Achsen  A  x,  A  y,  wovon  die  erstere  durch 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht  and  die  letztere  die 
Oberfläche  derselben  berührt,  ao  ist  die  Gleichung 
des  grOsaten  Schnittkreises  der  Engel,  der  diese 
Achsen  enthllt,  y^  =  2  r  x  —  x^  Hau  lege  in  den 
Abständen  i  und  x  -{-  d  x  zwei  Schnitte  durch  den 
Kfirper,  senkrecht  anf  Ax,  so  scbliesaen  sie  eine  cyliadrische  Scheibe 
von  der  Dicke  di  and  einem  Halbmesser  y  ein.  Die  Anziehung  der 
Hasse  m  uad  dieser  Scheibe  ist  nach  Formel  (2),  §  216  für  m'  d  x  statt  m' 

2iremm'dx|  1 | 

Allein  es  ist  x*  +  y'  =  2  r  x ;  folglich  das  vorstehende  Differential 

2wemm'dx|  1  — r^ri-- V 

v    K2r  y 

Uithin  die  Anziehung  der  Hasse  m  und  der  anli^enden  Halbkugel 
ktes  A   vom  Hi 


Bezeichnet  z  den  Abstand   des  Punktes  A   vom  Mittelpunkt  der 
Anziehung  dieser  Halbkugel,  so  wird  sein 


Ks-l^ä 


2  ff  e  m  m'  r  1 

0,794  r. 


Die  Aniielmog  des  Punktes  A  auf  die  gsaie  Kogel  ist 


^'•°°'r('-T^>^=T' 


e  m  m  r 


Der  Abstand  des  Pnnktes  A    vom  Hittelpankt  der  ADziehang  der 
Kugel  sei   =  z,  eo  maes  sein 


d-  b.  jede  homogene  Kagel   zieht  eioen  Paokt  auf  ihrer  Oberfl&che    bo 
an,  wie  wenn  die  Masse  der  Engel  in  ihrer  Uitte  vereinigt  w&re. 

SU.  AiiiebiRg  iwiickea  elier  basagHea  Rigel  lad  eiaea  Faikte 

anicrkalk  der  Hagel.     Die  Hasse  des  anziehenden  Punktes  A  (Pig.  78) 

aasserhalb  der  Kegel  sei  —  m,   die  Masse  der  Knbikeinheit  der  Kogel 

—  m';  ferner  der  Abstand  von  A  bis  zam  Mittel- 

pjg  7g  punkt   B   der    Kagel  =  b ,    der    Halbmesser    der 

Kngel  =  r. 

In  einem  gvOssteo  Scbnittkreise ,  gehend 
durch  A,  nehme  man  zwei  rechtwinkelige  Koordi- 
natenachsen BA  nnd  B;  an.  Die  Koordinaten 
eines  Punktes  C  in  diesem  grfissten  Kreise  seien 
B  D  =  X,  DC  =  y;  also  wird  sein  y*  =  r' —  i*. 
Man  lege  in  den  Abst&nden  z  nnd  x  -}~  d  x  von  B 
ans  zwei  Schnitte  darch  die  Kogel,  senkrecht  aaf 
die  Absei ssenachse,  so  scbliessen  sie  eine  cylindrische  Scheibe  ein  von 
der  Dicke  d  x  and  dem  Halbmesser  y.  Der  Abstand  derselben  von  A 
ans  ist  A  D  =  b  —  x.  Folglich  ist  die  Anziehnng  zwischen  dieser 
Scheibe  nnd  der  Hi^se_m,  nach  Formel  (2),  §  216 

!lr^ \ 

V(b-j)>  +  ,-/ 

Allein  es  ist 

(b-x)»  +  y»  =  b'+r»-2bx. 
Mithin  das  vorstehende  Differential 

2iremm'dK(l  —  .,■        ■  ■  V 

\        V  b"  +  r"  -  2  b  x/ 

Behufs  der  Integration  setze  man  b' +  r^  —  2  bs  ==  u,  so  ist 

"  2b         '  2b' 

Folglich  das  obige  Differential 

ff e m m'  z',        b' —  r'    -^        «'  ^J 


i'dx(  1- 
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Das  nnbestimmte  Integral  dieser  Formel  ist 

V  e  m  m'  /         b^  —  r^    -s-        1      ir'' 


'  /         b^  —  r^    —         1      — \ 


b 

oder  indem  man  den  Wert  von  a  einfahrt 
^  emm 


-rb^  +  r^-2bx-  ^^      ^^  Kb^  +  r^-2bx 


!..„.„       ..    A\ 


3j^(b2  +  r2-2bx)^J  +  C. 

Um  die  Anziehung  zwischen  der  ganzen  Kugel  and  dem  Pankte  A 
zo  erhalten,  muss  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  =  —  r  bis 
X  =  r  genommen  werden.     Der  Wert  dieses  Integrals  ist 

für  die  obere  Grenze 
für  die  antere  Grenze 

Zieht   man   den   letztern   Wert  vom    erstem   ab,    so   erhält   man   nach 
einer  einfachen  Redaktion  die  gesachte  Anziehang  gleich 

4  ,  r» 

_^emm-p-. 

Nan  ist  aber  ^icm'r^  =  ^  die  Masse  der  Engel;  folglich  ihre 
Anziehang  auf  die  Masse  m  ausserhalb  derselben  gleich 

mM 

Die  Kugel  zieht  also  den  Punkt  A  gerade  so  an,  wie  wenn  ihre 
Masse  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 


XYIL   Aufgaben  ftber  das  Potential. 

229.   Aisdriick  fftr  das  Potential.     Diese   Grösse  tritt   auf  in   der 
Lehre  von  der  Elektrizität  und  dem  Magnetismus. 

Nach    dem    Coulomb' sehen  Gesetze    ziehen    sich    ungleichartige 

Teile  von  Elektrizität  und  Magnetismus  an,  gleichartige  stossen  sich  ab 

I    und  zwar  nach  dem  gleichen  Gesetze  (§  212),  das  News  ton  über  die 

/Anziehung   ponderabler  Massen  nachgewiesen    hat«     Es  ist  daher  die 

anziehende,   ebenso  die   abstossende  Kraft  zwischen  zwei  elektrischen 

wie  zwei  magnetischen  Massenelementen  proportional  dem  Produkt  ihrer 

Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  ihres  Abstandes. 

!  Bezeichnen  m,  m'   die  Massen  der  Teile  und  r  ihren  Abstand,   so 

'    ist  daher  der  Ausdruck  fär  die  Kraft  zwischen  beiden  Teilen 

I         Aatenheimer,  Blementarbnch.  14 
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worin  e  jene  Kraft  darstellt,  welche  zwei  Masseaeinheiteo  ia  der  Eot- 
fernoDg  1  aafeiDaoder  aasübeD. 

Bei  den  wägbaren  Stoffen  wird  die  Masse  aosgedröckt  darch  das 
Gewicht,  dividiert  durch  die  Beschleonigang  beim  freien  Fall  (§  173). 
Da  nun  Elektrizität  und  Magnetismas  nicht  wägbar  sind,  so  hat  aoch 
der  Ansdrack  „Masse^  nicht  denselben  Sinn  wie  bei  ponderablen  Stoffen. 
Masse  bezeichnet  dann  soviel  wie  Menge. 

Ziehen  sich  die  Massen  an,  so  betrachtet  man  die  Grösse  (1)  als 
positiv  I  stossen  sie  sich  ab,  als  negativ. 

Nnn  nehme  man  die  Masse  m  als  Binheit  an  und  denke  sich  die- 
selbe in  einem  bestimmten  Punkte  P  konzentriert ;  nehme  ebenso  e  =  1 ; 
so  geht  (1)  aber  in 

(2)  ^-. 

Diese  Grösse  ist  also  die  Kraft,   welche  ein  Massenelement  m'  im  Ab- 
stände r  anf  eine  in  P  befindliche  Masseneinheit  ausübt. 

Nun  nennt  man  den  Quotienten  m' :  r  ans  Masse  ;*|und  Abstand  r 
das  Potential  der  Masse  m'  in  Bezug  auf  die  Masseneinheit  in  P. 
Bezeichnet  man  das  Potential  mit  V,  so  ist 


(3)  V  = 


m' 


Zwischen  dem  Potential  (3)  und  der  ihm  entsprechenden  Kraft  (2) 
besteht  nun  eine  einfache  Relation.  Man  erhält  nämlich  durch  Diffe- 
rentiation von  (3),  indem  man  m'  als  konstant   betrachtet 

Dieser  Differentialquotient  des  Potentials  ist  aber  die  Kraft  (2), 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen.  Kennt  man  daher  die  eine 
der  -beiden  Grössen,  so  kann  die  andere  aus  ihr  abgeleitet  werden. 

221.  Physikalische  Bedevtang  des  P^teatials  Das  Massenteilchen  m' 
befinde  sich  im  Abstand  r  von  der  Masseneinheit  in  P.  Man  lasse  r 
übergehen  in  r  +  d  r,  so  durchläuft  die  Kraft  (2)  den  Weg  d  r  und 
verrichtet  eine  Arbeit  gleich 

(1)  ^dr, 

da  hier  die  Kraftrichtung  und  VVegrichtung  zusammenfallen.     Das  Inte- 
gral dieser  Differentialformel  ist  für  unbestimmte  Grenzen   von  r: 

^  /*  d  r  m'        ^ 

und  für  die  Grenzen  r  und  s,  wobei  s  >  r  vorausgesetzt  werde 


m'         m' 


s 


i 


17 
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Nach  dem  Gesetze  (2)  nimmt  die  AnziehuDg  mit  der  Zunahme  der 
Entfernung  rasch  ab.  Bezeichnet  daher  s  die  Entfernung  des  Punktes  P 
bis  an  die  Grenze  des  Kraftfeldes,  so  wird  das  zweite  Glied  rechts  in 
Gleicbung  (2)  zu  Null  und  man  erhält  als  Arbeit,  welche  verrichtet 
wird,  indem  die  Masse  m'  den  Weg  s  —  r,  in  der  Riohtang^von  r, 
durchläuft,  den  Ausdruck 

m' 


Diese  Grösse  ist  also  nichts  anderes  als  das  Potential  der  Anziehung. 
Das  Potential  bedeutet  daher  Arbeit  (potentielle  Energie). 

Bilden  die  Grössen  m',  m'^  m'^', . .  ein  System  yoq  Massenteilchen, 
welche  im  Punkte  P  auf  die  Masseneinheit  einwirken,  so  wird  das 
Potential  eines  jeden  Teilchens  in  der  gleichen  Weise,  wie  soeben  ge- 
zeigt, abgeleitet;  daher  das  Potential  des  ganzen  Systems  für  die  Massen- 
einheit in  P,  wenn  das  Potential  mit  V  bezeichnet  wird 

V  = -??- +  ü- + -5— + . ,  =  s -5- 

Wenn  in  dieser  Summe  die  Massenteilchen  in  irgend  einer  geo- 
metrisch bestimmten  Weise  zusammenhängen  und  es  bezeichnet  die 
Grösse  m'  hinter  dem  Summenzeichen  S  das  Differential  der  gesammten 
einwirkenden  Elektrizität»menge,  so  geht  dieses  Summenzeichen  in  das 


Integralzeichen  I   über. 


222.  Potential  einer  Bateriellen  geraden  Linie  mit  Racksichtjanf 
einen  Punkt  P  in  der  Geraden.  Ueber  diese  Gerade  sei  Elektrizität 
gleichförmig  verteilt  und  zwar  eine  Menge  m'  per  Längeneinheit;  im 
Punkte  P  befinde  sich  die  Masseneinheit.  Ein  Punkt  der  Geraden  habe 
von  P  aus  den  Abstand  x.  Man  lasse  x  zunehmen  um  d  x,  so  enthält- 
dieses  Element  dx  die  Elektrizitätsraenge  mMx.  Dividiert  man  diese 
mit  ihrem  Abstand  x  von  der  Masseneinheit,  so  erhält  man  folgendes 
Differential  des  Potentials 

(1)  dV  =  m'— . 

X 

Folglich  wird,  indem  man  mit  dx  dividiert,  die  Grösse 

dV   _  _  m' 
dx  x 

nach  Gleichung  (4)  von  §  220  die  Anziehung  der  Elektrizität  der  Ge- 
raden auf  die  Masseneioheit  sein,  was  auch  durch  §  213  bestätigt  wird. 
Das  Integral  von  (1)  gibt  das  Potential 

V  =  m'logx  +  C, 
das  fär  die  Grenzen  a  und  b,  wobei  b  >  a  sein  soll,  übergeht  in 


V  =  n.'log(A). 


u* 


22S.    PctcKtial  in  ÜnrnUkAt   eliei  Mikreehtea  KreiikcgeU   ii 

leiig  Mf  Ue  8flW  4m  He|c)>.      1d   der  Grundfi&che   des   Kegels   sai 

die  Blektriiitftt  gl«ichfOrmig    verteilt;  jede  PI&cheneiDheit  enthalte   die 

p-j     ^g  MeDge  m'.     Die  augezogene   Masseneiobeit    liege 

io  der  Spitze  des  Kegele. 

Ea   sei   (Fig.    79)    A  B  ^  a    die    Achse    and 
B  G  =  r    der    Halbmesser    der    Grondfläche     des 
Kegels.     Han  ziehe  den  Radins  BD  so,  daas  der 
Winkel    CBD^9>    unendlich    klein    wird;     be- 
schreibe   sodann    mit    den    Radien   Bs  ^=  x    and 
X  +  d  I    von   B    ans    in    der    GruDdfl&che    zwei 
Kreise,  so  liegt  zwischen  diesen  Kreisen  nnd  den 
beiden    Radien     eine     anendlich     kleine    Fläche 
=  9>  X  d  s,  enthaltend    die  El ektrizitSts menge  m'  9  x  d  x.     Der  Abstand 
dieses  Masaenelementes  von  der  Kegelspitze    ist  =  V  a*  +  s' ;   folglich 
das  Potential  dieses  Elemeotes 


(1) 


1d  diesem  Ansdrock  ist  zunächst  9*  auf  2n-  anszudebneo  nod  man 
erhalt  als  Potential  eines  nneodlich  schmalen  Ereisringes 

K  a*  +  x^ 
Cm  aacb  in  Hinsicht  x  zo  integrieren,  setze  man  a^  -|-  x^  =  z^,  so  wird 
xdx^zdz;  dadurch  gebt  (2)  über  in 

d  V  =  m'  ■  2  ff  d  z, 
daher  das  Integral  för  beliebige  Grenzen 

V  =  m' ■  2  IT  z  =  ro' -  2  w  Kft^T^  +  C 
nnd  fnr  die  ganze  Grandfläcbe 

(3)  V-m'-2ir(|^a^-|-r^-a). 

Dm  nnn  die  Anziehung  der  Spitze  nnd  Grandflücbe  zn  erhalten, 
ist  zn  beachten,  dass  die  anziehenden  Krfifte  nicht  parallel  sind,  nlso 
nicht  direkt  addiert  werden  können.  Man  wird  aber  nach  Gleichang  (4) 
von  §  220  ans  dem  Potential  nach  bestimmter  Richtung  die  Kraft  er- 
halten, wenn  man  das  Potential  nach  dieser  Richtnng  differentiiert.  Da 
sich  nnn  die  längs  As  gerichtete  Kraft  zerlegt  in  eine  komponente, 
parallel  znr  Grundfläche  nnd  in  eine  solche,  parallel  znr  Achse  a,  so 
wird  man  Gleichang  (3)  differentiiereD,  das  eine  Mal  in  Hinsicht  einer 
Variabeln,  parallel  zar  Grandfläche,  das  andere  Mal  in  Hinsicht  des  Ab- 
standes  a.  Allein  der  Richtungen,  parallel  znr  Graodfläche,  gibt  es 
unendliche  viele;  eine  bezügliche  Variable  kommt  in  (3)  gar  nicht  vor. 
Also  mass  der  Ausdruck  rechts  in  (3)  mit  Rücksicht  auf  diese  Diffe- 
rentiation als  konstant  angesehen  werden,  es  wird  daher  d  V  =  0,  d.  h. 
die  Kräfte,  welche  parallel  znr  Grundfläche  gerichtet  sind,  heben 
sich  aaf.     S.  §  227. 
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Die  DiffereDÜatioD  von  (3)  in  Hinsicht  a  gibt 
dV 


da 


-'■■H-W+?-'} 


weicher  Wert  des  Differeotialquotieaten  mit  umgekehrtem  Zeichen  za 
nehmen  ist,  am  nach  Formel  (4),  §  220,  die  Anziehung  längs  der 
Achse  zu  erhalten. 

Wird  a  =  0,  so  verlegt  sich  die  Spitze  des  Kegels  in  die  Mitte 
der  Grandfläche.     Dann  wird  mit  Hilfe  von  (3)  das  Potential 

V  =  m'  •  2  ^  r  =  2  — , 

r 

wenn  die  im  Kreise  enthaltene  Elektrizitätsmenge  m'*r^^  mit  M  be- 
zeichnet wird. 

S24.  P«teittal  eiaer  Cyliaderlache  !■  Beiog  a«f  elaea  Pnnkt  !■ 
der  Achte  des  Cyliaders.  Ueber  die  Cylinderfläche  mit  dem  Radius  r 
sei  Elektrizität  gleichförmig  verteilt;  es  sei  m'  die  Menge  derselben 
pro  Flächeneinheit.  Im  Punkte  P  der  Achse  befinde  sich  die  ange- 
zogene Masseneinheit.  Man  lege,  in  den  Abständen  x  und  x  -h  d  x 
von  P  aus,  Querschnitte  durch  den  Cy linder,  senkrecht  zur  Achse,  so 
schneiden  diese  ein  Flächenelement  aus  von  der  Breite  d  x  und  dem 
Umfange  2  r  v,  also  dem  Inhalte  2  rir  d  x.  Dieses  enthält  die  Elektri- 
zitätsmenge m^ •  2 rir d X.  Alle  Teile  dieses  Elementes  haben  einen  Ab- 
stand y  r^  +  x^  von  P  aus,  also  ist  ihr  Potential 

(1)  dV=   '»'•^'•»dx 


Vt^  + 


X 


2 


und  das  Potential  einer  Cylinderfläche,   die  sich  um  eine  Länge  x  von 
P  aas  aasdehnt,  indem  man  (1)  integriert 

V  =  m'.2r^log^iJ-^SZ. 

r 

Dividiert  man  Gleichung  (1)  mit  d  x,  so  erhält  man  als  Anziehung 
längs  der  Achse 

dV    _    m^'2r?r    ^  M 

dx    ""  Vr«  +  x2        X Vr^  +  x^' 

worin  M  die  Elektrizitätsmenge  m^  •  2  r  'tt  •  x  bezeichnet. 

In  jedem  Querschnitt,  senkrecht  zur  Achse,  wirken  Kräfte  radial 
und  heben  sich  auf. 

22S.  Petential  der  Oberfläche  einer  Halbkigel  nit  Eicksicht  aif 
derea  liUelpBakt.  Auf  dieser  Oberfläche  mit  dem  Radius  r  befinde 
sich  per  Flächeneinheit  die  Elektrizitätsmenge  m^  welche  anziehend 
wirke  auf  die  elektrische  Masseneinheit  im  Mittelpunkte  P  der  Kugel. 
Man  lege  parallel  zum  grössten  Schnittkreis  (Grundfläche),  welcher  die 
Halbkugel  begrenzt,  zwei  ebene  Schnitte  in  den  Abständen  x  and  x  -|-  d  x, 
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80  schneiden  sie  eine  Flächenzone  aas  von  der  Höhe  dx,  also  dem 
Inhalte  2  'rr  r  d  x  und  der  Elektrizitätsmenge  m'  •  2  tt  r  d  x.  Alle  Teile 
dieser  Masse  haben  den  gleichen  Abstand  r  von  P  aus;  daher  das 
Potential  dieses  Elementes 

(1)  d  V  =  m' .  2  ^  d  X 

und  das  Potential  der  halben  Oberfläche  der  Kngel,  indem  man  (1) 
integriert 

V  =  m'  •  2  ir  r  =  — , 

r 

wo  M  =  m^  •  2  ir  r^  die  auf  der  Halbkugel  befindliche  Elektrizitätsmenge 
darstellt. 

Die  anziehenden  Kräfte,  welche  von  der  Oberfläche  nach  P  ge- 
richtet sind,  zerlegen  sich  in  solche,  die  parallel  und  senkrecht  zur 
Grundfläche  gerichtet  sind.  Die  erstem  heben  sich  gegenseitig  auf; 
die  letztern,  parallel  zu  x  gelegen,  werden  erhalten,  wenn  man  (1) 
dividiert  durch  d  x.     Daher  diese  Kräfte 

dV  ,    .  M 

— —  =  m'  •  2  ir  ==  -^  . 

dx  r^ 

226.  Potential  der  •berfläche  eiuer  Kugel  Ib  Beiug  anf  einen 
beliebig  gelegenen  fnnkt.  Die  Menge  der  Elektrizität,  welche  auf  der 
Oberfläche  der  Kugel  gleichförmig  verteilt  ist,  sei  per  Flächeneinheit  m'; 
die  angezogene  elektrische  Masseneinheit  befinde  sich  in  P,  in  einem 
Abstand  a  vom  Mittelpunkt  0  der  Kugel,  deren  Radius  r  sei. 

Zwischen  0  und  P  lege  man  zwei  Querschnitte  durch  die  Kngel- 
fläche,  senkrecht  zu  0  P,  in  den  Abständen  x  und  x  -j-  d  x  von  0  aas, 
so  schliessen  diese  Schnittebenen  eine  Kugelzone  ein  von  der  Höhe  d  x ; 
ihr  Flächeninhalt  beträgt  2  ir  r  d  x  und  die  auf  ihr  angesammelte  Elek- 
trizitätsmenge m'  •  2  'R'  r  d  X.  Alle  Teilchen  dieser  unendlich  schmalen 
Zone  haben  einen  gleichen  Abstand  u  von  P  aus;  daher  das  Potential 
dieses  Elementes 

(1)  d  V  =  i^IiIjllAl, 

u 

In  diesem  Ausdruck  kommen  rechts  zwei  Variable  u  und  x  vor, 
es  muss  daher  vor  der  Integration  die  eine  durch  die  andere  ausge- 
drückt werden.  Die  Linie  u  reiche  von  P  aus  nach  einem  Punkte  Q, 
der  auf  der  unendlich  schmalen  Zone  liegt.  Daher  entsteht  das  Drei- 
eck OPQ  mit  den  Seiten  a,  u  und  r.  In  diesem  Dreieck  fälle  man 
von  Q  aus  auf  die  gegenüber  liegende  Seite  OP  ein  Perpendikel  QT 
=  y,  so  wird  jenes  Dreieck  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  P  Q  T 
und  OQT  zerlegt,  aus  welchen  folgt 

u^  =  (a  —  x)^  4"  y^     und     y^  =  r^  —  x^. 

Daher  durch  Elimination  von  y  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

u^  =  a^  +  r^  —  2  a  X 
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and  durch  DiffereDtiation  dieser  GleichuDg 

(2)  a  d  u  =  —  a  d  X, 

wodurch  also  x  durch  n  ausgedrückt  ist.  Nun  nehme  man  x,  in 
der  Richtung  von  0  aus  nach  P  hin  als  negativ,  von  0  ans  auf  der 
Verlängerung  von  a  als  positiv  an,  so  wird  dx  in  (1)  negativ.  Daher 
gibt  die  Elimination  von  dx  aus  (1)  und  (2) 

(3)  d  V  = d  u. 

a 

Dm  dieses  Differential  zu  integrieren,  muss  über  die  Lage  des 
Panktes  P  zur  Kugel  entschieden  werden.  Es  kann  nun  P  ausserhalb 
der  Kugel,  innerhalb  der  Kugelfläche  und  auf  dieser  liegen. 

I.  Punkt  P  ausserhalb  der  Kugelfläche.  Dann  ist  der 
kleinste  Wert  von  u  =  a  —  r,  der  grösste  u  =  a  +  >"•  W«  Iirtegratiöii 
der  Gleichung  (3)  zwischen  diesen  Grenzen  gibt 

(4)  v  =  -5^:^I^.2r=    ^ 


a  a  ' 

worin  M  =  m'  •  4  r^  ir  die  ganze  Elektrizitätsmeoge  4«r  Kuf^lfläcbe 
bezeichnet. 

Das  Potential  ist  also  dasselbe,  wie  wenn  die  gesammte  Elektri- 
zitätsmenge der  Kugelfläche  in  deren  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 

Das  Differential  des  Potentials  (4)  in  Hinsicht  a,  als  Variable  ge- 
dacht, ist  die  Anziehung  der  Kugel  und  der  Masseneinheit  in  P  in  der 
Richtung  von  a,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen.  Daher  diese 
Anziehung 

dV  M 


(5) 


da  a 


2* 


Sie  ist  also  ebenso  gross,  wie  wenn  die  Elektrizität  der  Kugelfläche  in 
ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 

Die  Kräfte  der  Elektrizität,  welche  senkrecht  zur  Richtung  von  a 
liegen,  heben  sich  gegenseitig  auf. 

II.  Punkt  P  innerhalb  der  Kugelfläche.  Der  kleinste  Wert 
von  u  ist  r  —  a,  der  grösste  =  r  +  a.  Für  diese  Grenzen  von  u  wird 
das  Integral  von  (3) 

//,N  TT        m'«2rff    ^  M 

(6)  V  = 2  a  =  — . 

a  r 

Hiernach  bleibt  das  Potential  unverändert,  wenn  auch  der  Punkt  P  im 
Innern  seine  Lage  ändert,  z.  B.  von  der  Mitte  nach  der  Oberfläche  rückt. 

Die   Kraft  in   der  Richtung   des   Abstandes   a  ist  =  0,    weil   im 

Potential  M :  r    die    Grösse  a   nicht    vorkommt,    also    das   Differential 

d  V 
von  (6)  in  Hinsicht  a  zu  dem  Resultat  führt  —z —  =  0. 

d  a 

III.  Punkt  P  auf  der  Kugelfläche.  Der  kleinste  Wert  venu 
ist  0,  der  grösste  2a;  hierfür  wird 


1     dQ=-2a. 

Also  ist  das  PoteDtial  genaa  dasselbe  vie  aDter  H. 

Der  Fall  III  geht  ans  den  beiden  aadero  Fkllen  hervor,  nenn 
a  =  r  aogenommen  wird.  Aladann  erhfUt  man  \a  allen  Fällen  ab 
Potential  den  Wert  vie  in  Gleichnng  (6),  während  man  als  Anziehung 

erhält:    aas  I  nach  (5)  den  Wert  —j-,   aas  II   aber  Nnli.     Der  erstere 

dieser  Werte  ist  der  richtige,  was  sich  wie  folgt  ergibt. 

Bs  sei  (Fig.  80)  0  der  MitUlpankt  der  Regel,    P  der  Punkt,    wo 

die  angesogene  Uasseneinheit  konzentriert  gedacht  wird,  b  B  ein  dnrch 
P  and  0  gehender  Darchmesser  nnd  CD  ein  Schnitt, 
Fig.  80.  senkrecht  zn  b  B,  so  teilt  dieser  Schnitt  die  Kngel- 

fl&che  in  zwei  Teile.  Der  eine  Teil  CBD  wird  von 
P  aas  nach  links,  der  andere  CbD  nach  rechts  ge- 
sogen. Die  Komponenten  dieser  Kräfte,  welche  senk- 
recht zn  CD  stehen,  heben  sich  nach  dem  Vorher- 
gehenden aof.  Nun  rücke  man  P  gegen  b  hin  fort, 
80  nimmt  die  Kugeimntze  CbD  ab,  die  andere 
nimmt  zn;  gleichwohl  beben  sich  die  zn  CD  senk- 
rechten  Eomponenten    auf.      Die   Kagel mutze   rechts 

geht  dabei  mehr  nnd  mehr  in  die  ganze  Kagelfläche  aber  nnd  es  wird 

daher  aach  ihre  KrafUcomponente  mehr  nnd  mehr  den  Wert  —^  an- 
nehmen. Dieser  ist  als  Grenzwert  zn  betrachten,  der  entsteht,  wenn  P 
mit  b  insammenftllt.  Dann  verschwindet  die  Eugelmütze  links,  also 
mit  aach  die  von  ihr  froher  ansgeöbte  Wirkung  ans. 

227  Allg«Meiae  Aaidricke  Kr  dei  ZigaMMeahaag  iwiachea  traft 
■id  PatHtlal.  Es  seien  a,  ß,  f  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  der 
angezogenen  Masseneinbeit  in  P  nnd  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines 
nnendlicb  kleinen  MsssenteilcbeDa  m',  das  zu  einem  System  von  Massen- 
teilchen gebOrt,  welche  anziehend  auf  P  wirken;  ferner  r  der  Abstand 
des  Punktes  P  von  m',  so  ist 

(1)  r'-(i^o)>  +  (,-B«  +  (s-?)-. 
Das  Potential  der  Masse  m'  hat  den  Wert 

(2)  -^ 

nnd  die  Anziehang  zwischen  m'  nnd  der  Masseneinheit  in  P 

(3)  4-- 

Diese  Kraft  zerlege  man  nach  den  Richtnngen  der  drei  Koordi- 
natenachsen, so  hat  man  nnr  Kraft  (3)  zu  projizieren  anf  diese  Achsen 
nnd  man  erhält  als  Seitenkräfte 
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Solcher  Kräfte  gibt  es  nach  jeder  Richtung  so  viele,  als  aozieheade 
Massenteile  m^  m'^  m'^', . .  vorhanden  sind.  Diese  nach  derselben 
Richtung  wirkenden  Kräfte  hat  man  dann  zu  addieren,  um  die  Gesamt- 
Wirkung  längs  jeder  Achse  zu  erhalten. 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass  der  Differentialquotient  des  Potentials  (2) 
in  Hinsicht  x  gleich  wird  der  Komponente,  welche  m'  liefert  in  der 
Richtung  der  x  Achse,  also  gleich  dem  ersten  unter  (4)  aufgeführten 
Wert;  ebenso,  dass  der  Differentialquotient  von  (2)  in  Hinsicht  y  gleich 
ist  dem  zweiten  unter  (4)  aufgeführten  Werte  u.  s.  w. 

Man  denke  sich  m'  verschoben  längs  r  um  d  r,  so  kommt  das 
auf  das  Gleiche  heraus,  wie  wenn  m'  der  Reihe  nach  zuerst  verschoben 
würde  um  d  x,  nachher  um  d  y  und  endlich  um  d  z.  Nun  liefert  die 
Aenderung  von  r  folgende  Zunahme  des  Potentials  (2),  da  m'  als  kon- 
stant zu  betrachten  ist 

(5)  d— =  m'dr-i ra'-^. 

r  r** 

Die  Verschiebung  von  m'  längs  der  x  Achse  um  d  x  ergibt  sich  durch 
Differentiation  von  (1).    Man  erhält,  da  nur  x  und  r  veränderlich  sind 

(6)  r  d  r  =  (x  —  a)  d  X. 
Eliminiert  man  dr  aus  (5)  und  (6),  so  erhält  man 

r  m'  (x  —  a) 


dx  r 


8 


Hierin  ist  die  linke  Seite  der  Differentialquotient  des  Potentials  (2)  in 
Hinsicht  x;  und  die  rechte  Seite  ist  gerade  die  gesuchte,  unter  (4) 
aufgeführte  Komponente  in  der  Richtung  der  x  Achse,  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen. 

Ganz  ebenso  erhält  man  für  die  beiden  andern  Richtungen 


d  "^ 

r 

m'(y-ß)  . 
"               r» 

d   " 

r 

(m'  z      y) 

dv 

dr 

r» 

Was  gezeigt  wurde  vom  Teilchen  m^  gilt  auch  für  jedes  der 
übrigen  anziehenden  Massenteilchen.  Bezeichnen  daher  X,  Y,  Z  die 
Komponente  längs  der  drei  Achsen,  so  wird 


XYIIL    Aufgaben  ttber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung 

des  Wassers. 

228.  Brack  des  Wassers  gegen  die  Waide  der  Gefässe.  Der  Druck 
des  Wassers,  soweit  derselbe  nur  von  der  Schwere  der  Wasserteile 
herrührt,    wächst   proportional    mit   der  Tiefe    unter   der  Oberfläche. 
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Dieser  Druck,  in  senkrechter  RichtuDg  auf  ein  anendlich  kleines  Flächen- 
teilchen  der  Wand  aasgeöbt,  ist  gleich  dem  Gewicht  einer  prismatischen 
Wassersäule,  welche  dieses  Flächenteilchen  zur  Grundfläche  und  seine 
Tiefe  unter  dem  Niveau  zur  Höhe  hat. 

Es  sei  d  F   das  Flächen teilchen,   h  seine  Tiefe  unter  dem  Niveau 

und   }"   das   Gewicht    der  Kubikeinheit   Wasser,   so  ist    das    Volumen 

jener  Wassersäule  =hdF,  also  der  Normaldruck  auf  das  Flächen- 
teilchen =  y  h  d  F. 

SZf.  ■•riMBtaler  irick  lies  Wassers  anf  eiae  rechtwinkelige,  ver- 
tikale fiefasswaid.  Der  benetzte  Teil  der  Wand  sei  ABCD  (Fig.  81), 
die  Breitenkante  A  B  =  b  liege  horizontal,  die  Flächenkante  A  D  =  h 
vertikal. 

Man   lege   in  den  Tiefen  x  und  x  -h  d  x  unter  dem  Wasserspiegel 
zwei  horizontale  Ebenen  durch  die  Wand,   so  schliessen  sie  ein  recht- 
winkeliges  Flächende ment  =bdx  ein.     Auf  alle    Stellen  dieses    Ele- 
mentes  ist   der  Wasserdruck  derselbe.     Bezeichnet  y 
^^^'  ^^'  wie   oben    das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Wasser,   so 

ist  der  Druck  auf  bdx  =  ybxdx;  folglich  der  Druck 
auf  die  ganze  Wandfläche 

(1)  yb  f  xdx  =  ^7bh2. 

Der  Druck  }^  b  x  d  x  auf  das  Flächenelement  b  d  x  strebe  eine 
Drehung  an  um  die  Kante  AB  als  Drehachse,  so  wirkt  dieser  Druck 
am  Hebelsarm  x,  sein  statisches  Moment  ist  daher  =ybx^dx;  folg- 
lich die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  auf  die 
Wand  wirken,  in  Bezug  auf  die  angenommene  Drehachse 

h 


(2)  yb  r  x2dx  =  4^rbh». 


Denkt  man  sich  den  Gesammtdruck  (1)  in  einer  Tiefe  z  unter  der 
Drehachse  A  B  so  wirksam,  dass  sein  statisches  Moment  gleich  ist  der 
Summe  (2),  so  erhält  man 

iybh2.z^iybh^ 
woraus  folgt 

z  =  |h. 

Der  Angriffspunkt  der  Resultante  aller  parallelen  Kräfte,  welche 
auf  die  Wand  wirken,  liegt  in  einer  Tiefe  =  |  h  unter  der  Oberfläche 
des  Wassers.  Man  nennt  diesen  Angrifl^spunkt  den  Mittelpunkt  des 
Druckes  auf  die  Wand. 

Der  Druck  auf  eine  untergetauchte,  rechtwinkelige  Wand,  deren 
obere  Kante  um  h'  und  deren  untere  um  h  unter  dem  Wasserspiegel 
liegt,  ist  vermöge  des  Differentials  /  b  x  d  x : 


yb  r   xdx  =  iyb(h2-h'2) 


und  die  Summe  der  statischen  Momeate  der  Eräfte,  welche  normal 
auf  die  Wand  wirIceD,  in  Bezog  aof  eine  ia  der  Oberfläche  des  Wassers 
liegende  Drehachse 


^'£ 


xMx  =  -|^rb{h»-h'»). 


Folglich  liegt  der  Mittelpnakt  des  Druckes  auf   diese  Wand   in   einer 
Tiefe  unter  dem  Wasserspiegel 

^  2  h'  -  h"  ^  2  b'  +  b  h'  +  b" 
^       3  h*-h'2       3  h  +  h' 

23#.   I«rliaataler   9nck    des   Wiisers    auf   eiae    Tcrlikale,    drci- 
baatlge  Serästwand.     Es  sei  ABC  (Fig.  82)   der    benetzt«   Teil   der 
Wand,    die    horizontale    Basis  AB  =  b,    die   Dreiecks-         ^.     „„ 
höbe  -h.  ■^■«•'2. 

Man  lege  in  den  Tiefea  x  und  x  +  d  x  unter  A  B 
zwei  horizontale  Linien  durch  die  Wand.  Die  erste  der- 
selben sei  y,  so  ist 

y :  b  ^  h  —  x:h,       y  =  —  (h  —  x). 

Folglich  das  Flächenelement  zwischen  jenen  zwei  Horizontalen 

yds  =  |(h-x)dx. 

Bezeichnet  ^   das   Gewicht  der  Eubikeinheit  des  Wassers,   so  ist 
der  Druck  auf  dieses  Flächenelement 

;' X  y  d  X  =  y  ^  (h  X  -  X«)  d  X. 

Folglich  der  Drnck  auf  die  ganze  Wand 

(1)  y|j\bj-x')d,  =  |fbl.' 

and   die  Summe  der  statischen  Momente   aller  Kräfte,  welche  normal 
auf  die  Dreiecksfläche  wirken,  in  Bezug  auf  A  B  als  Drehachse 


'\l> 


(2)  ^-^J^(hx«-x3)dx-^ybh». 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  Druckes  in  einer  Tiefe  z  anter  der 
Oberfläche,  so  mnss  das  Moment  von  (1)  gleich  dem  Momente  (2)  sein. 
Dies  gibt 

%  =  \\. 

231.    Brack   des   Wassers   snf  die   CrnDdläclie   eines  cyll Ddrischen 

ficßsses  Mit  bariitaUlet  Achse.  Das  GeftLss  sei  ganz  mit  Wasser  ge- 
füllt; durch  den  Mittelpunkt  0  (Fig.  83)  der  Kreisfläche  ziehe  man 
den  Halbmesser  0  A  =  R  vertikal  aufwärts,  so  ist  A  ihr  höchster  Punkt. 
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FiS-  ^  Hao  ziehe  die    halbe  Sehoe  ma  boriEontal,   seUe 

Bogen  Am  =  R9,  ao  ist  die  gaase  Sebae  längs  van 
=  2R8iii9'.  Nimmt  9>  um  d  V  za,  so  wächst  der 
Abstand  A  D  =  R(l  —  cos  ^)  am  seio  Differential,  d.  b. 
noD  RMUfpd^.  Dadnrch  eutstebt  ein  horiEontal  lie- 
I  gendes  Fläch eaelemeat  von  der  Länge  2  m  n  =  2  Rsin  91 
aod  der  Breite  Rsio^dV';  es  ist  daher  dieses  Flächen- 
Clement 

d  F  =  2  R»  sin  V  d  f. 
Wenn  y  daa  Gewicht  der  Kabikeinheit  Wasser  bezeichnet,  so  ist 

(1)  Druck  anf  d  P  =  2  y  R»  sin^qc  (1  —  cos  *)  d  f. 

Holtipliziert  m&n  diesen  Drnck  mit  Ao  als  Hebelsarm,  ao  erhält  man 
das  Moment  dieses  Drackes  fnr  eine  horizontale  Drehachse  durch  A. 
Also  ist,  wenn  {1  — cos9>)'  entwickelt  wird 

(2)  Moment  =  2  y  R*  (siD*y  —  2  sin'V  cos  9  +  sin'g»  cos*  y)  d  9. 

Die  Differentiale  von  (1)  nnd  (2)  mnssea  integriert  werden  von  tfi  =  0 
bis  9  =  ir,  om  Drat^  und  Moment  für  die  ganze  Kreisfläche  za  er- 
halten.    Nan  ist  nach  den  Formeln  (10),  (6)  und  (14),  §  60 

P  sin'y  d  gp  =  -^,        PsinV  cos  y  d  V  =  0, 

J"  sin*  V  cos'y  d  V  =  J*"(sin*¥  -  sin*?)  d9'  =  ^--^  =  y. 

Folglich 

Dnick  aof  die  Grandfläche  .  .  .  =  j-R'ir; 

Statisches  Moment  aaf  dieselbe  =  \yR*ic. 
Der  Mittelpunkt  des  Drackes  aaf  die  ganze  Grandfläche  liegt  daher 
in  einer  Tiefe  nnUr  dem  höchsten  Punkt  A  gleich 

irR*T:,'R»»  =  iR. 

232.  AllgeMelies  ThearcM  Aber  it»  Inck  des  Wissen  avf  eine 
fiefüiwiad.  Es  sei  F  der  benetzte  Inhalt  einer  ebenen  Gefässwand. 
In  den  Tiefen  x  nnd  i-{-dx  vom  Niveau  ziehe  man  in  der  Wand- 
fläche zwei  horizontale  Linien.  Diese  beiden  Horizontalen  schliessen 
ein  Flächenelement  —  dF  ein.  Folglich  liegt  der  Schwerpunkt  der 
Wand,  nach  §  134,  in  einer  Tiefe  unter  der  Oberfläche  des  Wassers 

fsdF 


Es   sei  y  das  Gewicht  der  Kabikeinheit   Wasser.     Man   mnltipii- 
ziere  diese  Formel  mit  j-F,  so  folgt 


NnD  ist  ^-dF  der  Druck  des  Wassers  aaf  die  PiSche  dP  in  der  Tiefe  1, 
also  ;'xdP   der  Drncfc    aaf   diese  Pt&che  in   der   Tiefe  s  aod   somit 

xdF  der  Drack  des  Wassers  aaf  die  ganze  Wand.     Ferner  ist  Fl' 


'S 


das  Volnmen   einer  prismatischen  Wasseralale  von   der  GmndflBche  F 
und  der  HObe  z';  also  yFz'  das  Gewicht  dieses  WasserkOrpers. 

Hierans  folgt,  dass  der  Nnrmsldrock  des  Wassers  aaf  eise  beliebige 
ebene  Gef^sswand  gleich  ist  dem  Gewicht  einer  prismatischen  Wasser- 
säule, «eiche  die  Wand  znr  GrandflScbe  and  den  Abstand  des  Schwer- 
punktes der  Wand  vom  Niveau  zor  Hohe  hat.  Dreht  sich  also  die 
Wand  im  Wasser  um  ihren  Schwerpunkt,  so  bleibt  der  Normaldruck 
des  Wassers  auf  dieselbe  gleich. 

233.  Tiefe  der  Elitaacbiig  eines  h«M»geRei  Cjlliden  U  Wasser. 
Es  seien  R  der  Radias  nnd  L  die  LSoge  des  Ereiscylioders;  ferner 
das  Gewiclit  der  Eabikeinheit : ;-  des  Wassers  und  a  des  Cylindera. 
Die  Actise  des  Ereiscylinders  liege  horizontal. 

Es  sei  A  (Fig.  84)  der  Mittelpunkt  und  AB  p-     84 

der   vertikal    abwärts   gehende    Halbmesser    der  "' 

Grandfi&cbe.  Der  Cylinder  tanche  bis  zur  Hori- 
zontalen CE  ein.  Es  sei  feroer  Ra  =  Bogen  BC  ! 
nnd  R9>  —  dem  variabeln  Bogen  Bu.  Geht  $> 
in  9  -|-  d  <jp  über,  so  rdcke  der  Pankt  a  nach  n'. 
Han  lege  durch  diese  Paukte  horizontale  Ebenen 
durch  den  Cylinder,  so  liegt  zwischen  ihnen  ein 
KSrperelement  vou  der  Breit«  2Dn  =  2RaiD9>, 
der  Länge  L  and  einer  Dicke,  welche  das  Diffe- 
rential des  Abstandes  BD  =  R(l  —  cos  y),  also  =  RsinV^d^  ist.  Sein 
Volumen  ist  daher  =  aR^Lsin^ydy. 

Wird  dieser  Ausdruck  innerhalb  der  Grenzen  9  —  0  nnd  f  =  a 
integriert,  so  erhült  man  das  Volumen  des  eingetaachten  Teiles  vom 
Cylinder,  also  aach  das  Volumen  des  verdrängten  Wassers.  Das  ge- 
nannte bestimmte  Integral,  mit  y  mnltipliziert ,  gibt  das  Gewicht  des 
verdrängten  Wassers.  Setzt  man  dieses  Gewicht  gleich  dem  Gewicht 
des  Cylinders,  so  erhält  man 

s  R2  ir  L  =  2  R"  L  y  f"  Bin*?»  d  V 

oder  nach  AnsfBhrnng  der  Integration 


Hieraas  kann  die  Tiefe  der  Tanchnng  dnrch  Bestimmung  des 
Winkels  a  ermittelt  werden. 

Wird  der  Cylinder  darch  ein  Gewicht  P  so  belastet,  dass  die  Achse 
desselben  horizontal  verbleibt,  so  sinkt  der  Cylinder  tiefer.  Geht  hier- 
bei der  Winkel  a,  in  a'  über,  so  hat  man 


sR2  5rL  +  P  =  2RaL yT  sin'y d  f 


Mithin  darch  AnsfähroDg  der  Integration  nnd  darch  Sabtraktion 
P-E'Lr[(»'-.)-y(.l=2«'-.m2.)]. 

234.  AiiIbsi  in  Waiiers  ai«  eli«  lefmg  !■  ladea  einea  Ce- 
ßsies  bei  kaattaflter  Krickhöhe.  Der  Boden  des  Gefasses  sei  hori- 
zoDtal,  der  Qaerschaitt  der  Oeffaung  ~  ä,  die  Tiefe  der  Oeffnong  aoter 
dem  Wasserspiegel  oder  die  DrackhOhe  ^  h,  die  Ansflussgesch windig- 
keit ^  V  und  die  in  der  Zeiteinheit  abflieBsende  WaBaermeage  ="  H. 

Inden)  irgend  ein  Was» ertei leben  vom  Gewichte  p  vom  Niveau 
dee  Wassers  bis  zur  Oeffoung  gelangt,  also  in  vertikaler  Richtong  den 
Weg  h  zaräcklegt,  nimmt  es  eine  Arbeit  =ph  anf.  Allein  anter  der 
Oeffnang   bat   es    eine   Geschwindigkeit    =  v,    also    nach    §  173    eine 

lebendige  Arbeit  =  — — ,  wenn  g  die  Beschlennigang  beim  freieo  Fall 

baieicbnet.     Diese  Arbeiten  mössen  gleich  sein,  woraus  folgt 

Die  Geschwindigkeit  v  des  Teilchens   ist  also  ebenso  gross,   wie  wenn 
es  die  DruckhObe  h  frei  dorchfalleo  hätte. 

Abgesehen  von  der  Kootraktion  oder  ZnaamnieQziehQDg  des  Wasser- 
strahles beim  Durchgang  darch  die  Oeffnang  ist 

M  =  av  =  aV2gb. 
Diesen  Wert  von  M  nennt  man  anch  nobl  theoretische  oder  ideale 
Wassermenge. 

V&.  lasliH  des  Wassers  darch  eine  rechtwinkelige  lefTaiBg  la 
der  Waid  eines  SrfässeB.  Die  Breite  der  Oeffnang,  horizontal  gedacht, 
sei  —  b,  die  konstante  Tiefe  der  obero  und  aatern  Kante  der  Oeff- 
nang anter  dem  Niveau    =  b  und  H. 

Es  sei  (Pig.  85)   die  variable  Tiefe  irgend  eines 
Fig.  85.  Panktes  der  Oeffnnng  unter  dem  Niveau  =  x.    In  den 

I  Tiefen  x  nnd  x  -)-  d  x  ziehe  man  zwei  horizontale  Linien 
längs  der  Oeffaniig,  so  schlieBsen  sie  ein  Fläcbeo- 
element  =bdx  ein.  Für  alle  Pnnkte  dieser  nnend- 
licb  kleinen  Oeffoung  bdx  ist  die  DruckhOhe  =  x,  also 
die  Aasflussgescbnindigkeit  —  V^2gs.  Mitbin  die 
Wassermenge,  welche  diese  Oeffoung  per  Seknnde  liefert 

dM  =  bdx  y  2gx 
und  die  Wassermenge,  welche  darch  die  ganze  Oeffnnng  tritt 

U^bVs'gJ^  TL^6x^-jhVrg{HVH-hVh). 
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Ut  T  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Wassers  unter  der  Oeffonng, 
ao  betrSgt  die  Wassermenge  per  Sekunde  =  b  (H  —  h)  v,  Durcii  Gleich- 
setznag  dieser  Werte  erhält  maa 


WeoD  h  =  0,  so  reicht  die  OeffoaDg  bis  ao  den  Wasserspiegel 
and  es  wird 

M  =  -1  b  H  K2fH,        V  =  -|  KägH^ 

SM.  Aflilus  des  Valien  direh  eli«  trapeifftrMtge  tefniBg  !■  der 

Waid  eliei  Seßsiea.   Die  beiden  Parallelen  der  Oeffnuag,  horizontal  voraus- 
gesetzt, seien  b,  B  (Fig,  86)  nnd  ihre  vertikalen  Abst&nde  vom  Niveau  h,  H. 
Bb  sei   die  Tiefe  irgend  eines  Pnnktes   der  Oeffouag  unter   dem 
Niiean  i  and  die  Breite  der  Oeffnang  in  der  Tiefe  x  =  y,  so  ist 
b_B:y-B-H-h:B-x.  ^.^^ 

-  ,     b-B  „       b-B 

Usst  man  x  am  dx  wachsen,  so  bildet  sich 

in  der  Oeffoaog  ein  FlSchenelement  =ydx. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Wasser 

dorch  diese  noendlich  kleine  Oeffünng  fliesst, 

ist  =K2gx;  folglich  die  durch  diese  Oeffnung  tretende  Wasaerueage 

per  Sekoode 

Nimmt  man  dieses  Differential  zwischen  den  Grenzen  x  =  h  bis  x  =  H, 
so  erhält  man  als  Ausflnssmenge  dnrcb  die  ganze  OefFaoDg 

Wenn  b  ="  B  gesetzt  wird ,  ao  geht  dieser  Ansdrnck  in  den  der 
vorigen  Aufgabe  aber.  Setzt  man  h  —  0,  so  reicht  die  Oeffnung  bis 
an  die  Oberfläche  und  es  ist  alsdann  die  Wassermenge 

Mi  =  |-bHK2^-  ^  (b-B)HK2p:. 

Der  erste  Teil  rechts  ist  die  Wassermenge,  weiche  durch  das 
Rechteck  von  der  Breite  b  und  Höhe  H,  der  zweite  Teil  die  Wasser- 
menge,  welche  durch  das  Dreieck  mit  der  ODt«o  liegenden  Basis  b  —  B 
und  der  Höhe  H  abfliesst. 

Wenn  B  =  0  oder  b  =  0,  so  wird  die  Oeffnung  ein  Dreieck ,  das 
sich  anter  dem  Wasserspi^el  befindet. 

Wenn  b  =  0  und  zugleich  h  =  0,  so  verwandelt  sich  die  Oeffnung 
in  ein  Dreieck,  dessen  Spitze  bis  an  den  Wasserspiegel  reicht.  In 
diesem  Falle  wird  die  Wassermeoge 


WeoD  aber  6  =  0  ood  zagleich  h  =  0,  so  vervsDdelt  sich  die 
OeffnoDg  io  ein  Dreieck ,  detiseD  Basis  im  Wasserspi^el  liegt  and  es 
wird  die  WassermeDge 

M»  =  -^bHK2p; 

Sind  die  Dreiecksflficheii  in  den  beiden  letzten  Fällen  gleich  gross, 
so  verhalten  sich  die  Wassermengen  M3:Hs  =  3:2. 

Z37.  Aitlisi  ita  Waisen  dtrch  eise  krelifönilge  lefNHg  !■  der 
tertIktiM  Vasd  eiics  CefäMes.  Der  Halbmesser  BD  (Fig.  87)  der 
Oeffnong  sei  =  r  and  die  Tiefe  A  B  ihres  Mittel pnnktes  B  nDt«r  dem 
Wasserspiegel  = 


Fig.  87. 


Man  neDDe  den  Winkel  A  B  D  =  (p,  so  »t  die 


horizontale  Sehne  DE  =  2rsin9  nnd  die  Tiefe 
dieser  Sehne  nnter  dem  Niveau  =h  —  rcosy. 
Diese  Tiefe  nehme  zu  um  ihr  DifFerentJal ,  also 
am  rsin^'dff'i  so  räckl  die  Sehne  DE  um  diese 
Grosser  sin  9' d9>  abwärts  nnd  es  bildet  sich  zwischen 
beiden  Sehnen  ein  Flächenelement  =  2r^sin^9'd9'- 
Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Wasser  durch 

diese  kleine  OefFnung  tritt,  ist  =  V'S  g (h  —  r  cos  <p) ;  folglich  die  Ans- 

flnssmenge  durch  diese  Oeffnung 

dM  =  2r*sin'9'dy  V2g(h  — rcosy) 
oder 

dM  =  2  r"  yJib  sinV  d  V  (l  -  y  cos  y  V. 

Unter  Auwendnog  des  binomischen  Satzes  erhBlt  man 

d  M  =  2  r«  Viigh  sinäy  d  ?>  x 

[l_J_cosy-g!^cosV-^cosV-^|^coB*V-..} 

Da  wir  h>r  voranssetzen ,  so  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  in 
der  Klammer  rasch  ab.  Es  kann  also  dieses  Differential  rechts  als 
angenäherter  Wert  von  d  M  angesehen  werden.  Die  Aasflassmenge  für 
die  ganze  Oeffnung  wird  erhalten,  wenn  man  rechts  von  9)  =  0  bis  9>  =  ir 
integriert.     Man  setze  a\o'^  =  1  ~  cos^,  so  kommt 

jU  —  cosV)  d  y  =  "l",  jiaosif  —  cos^y)  i<p  =  0, 

I     (cos'y  —  cosV)  <1  V  = -?■,        I     (cos*y  — cos''y)dy  =  0, 


r 


(cos*?"  —  cos*y)  d 
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Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  das  Integral  der  obigen  Formel 

Reicht  der  Kreis  bis  an  die  Oberfläche  des  Wassers,  so  ist  h  ="  r 
und  die  drei  ersten  Glieder  in  der  Klammer  geben  987 :  1024.  Folg- 
lich wird  in  diesem  Falle  die  Ausflassmenge  annähernd 

1024  ^ 

238.  Eotleerea  eines  mit  Wasser  gefällten^  prisnatischeii  Cefässes 
durch  eiae  •effiiBiig  im  B«deii.  Die  Grundfläche  des  Gefässes  liege 
horizontal.  Es  finde  während  der  Entleerung  kein  Wasserzoflass  statt. 
Es  sei 

A  der  horizontale  Querschnitt  des  Gefässes, 
a  der  Querschnitt  der  Oeffnung  im  Boden, 
h  die  anfängliche  Höhe  des  Wasserspiegels  über  dem  Boden, 
X  die  Höhe  des  Wasserspiegels  aber  dem  Boden,  nachdem  das  Was- 
ser t  Sekanden  lang  abgeflossen  ist, 

V  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Wasserspiegel  im  Gefässe 
in  dem  Augenblicke  sinkt,  in  welchem  die  Drnckhöhe  =  x  ist  and 

V  die  Ansflussgesch windigkeit  des  Wassers  bei  der  Druckhöhe  x. 

Da  die  Geschwindigkeit  v   der  Druckhöhe  x  entspricht,    so    ist 

V  =^  K  2gx.  Da  ferner  durch  beide  Querschnitte  A  und  a  die  gleiche 
Wassermenge  strömt,  so  wird  AV  =  ay  sein.     Hieraus  folgt 

V  =  -~K2l^. 

Geht  die  Zeit  t  über  in  t-l-dt,  so  wird  x  zu  x  —  dx,  d.  h.  in  dem 
Zeitelement  dt  sinkt  der  Wasserspiegel  um  dx.  Es  haben  daher  dt 
QDd  dx  entgegengesetzte  Zeichen.  Die  Differentialformel  der  Bewegung 
dx  =  Ydt  (§  153)  geht  also  über  in  dx  =  — vdt.  Setzt  man  hierin 
obigen  Wert  von  V,  so  folgt 

dx=  — -T-V2gxdt 
A 

oder,  indem  man  der  Integration  wegen  die  Variabein  sondert 

A  -i 

dt= -.j X     *  dx. 

aF2g 
Wird  diese  Gleichung  integriert,  so  kommt 

t= :r^=^. 2x^+0. 

aK2i 

Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  t  =  0  und  x  =  h.  Diese 
Werte  geben 

A  1 

0= r^=-.2h2+C. 

aK2g 

Anten  heimer,  Elementarbnch.  15 


Zieht  man  diese  Gleichnog  tod  der  Torigeo  ab,  so  erhSit  man 

aK  2g 
Hieraus  er^bt  »ich  die  Tiefe,   um  welche  das  Wasser  io  t  Sek.  sinkt 

Die  Zeit,  welche  snm  gfiozlicheo  Entleeren  des  Gefässes  oOtig  ist, 
sei  T.  Han  erhftit  diese  Zeit,  wenn  man  in  der  sweitletzten  Gleichung 
X  =  0  setzt  nnd  t  mit  T  vertanscht.     Somit  ist 


2A 


Vi 


Bliebe  die  DrackhOhe  konstant  —  h,  indem  das  abfliessende  Was- 
ser dnrch  einen  gleichen  Zoflnss  ersetzt  würde,  so  wäre  die  Aasflass- 
geschwindigkeit  ^  V2gh  nnd  die  in  der  Sekunde  aastretende  Wasaer- 
menge,  ohne  Rücksicht  anf  die  Kontraktion  des  Wasserstrahles 
=  a  V  i^Kh.  Sollte  nun  in  t'  Sekunden  eine  Waeaermeuge  =  Ah  ab- 
fliessen,  so  müaste  sein  A h  =  s  V  2gh ■  t',  d.  h. 


Nun  ist  t'  =  ^T,  folglich  die  zur  Entleerung  des  Geftsses  uQtige 
Zeit  doppelt  so  gross  als  die  Zeit,  in  welcher  dieselbe  Wassermenge 
bei  gleichbleibender  DrnckhOhe  abfliesst. 

tSff.  Batleerei  eines  alt  Wasser  geHUtei  pyraaldalfli  Cefiiiei. 

Das  Geffiss  habe  die  Gestalt  einer  abgestampften  Pyramide  (Fig.  88). 

Die  kleinere  Grandflftche  sei  unten  und  liege  horizontal.  Es  bezeichne 
A  die  Fläche  des  Wasserspiegels  beim  nrsprnnglichen  Wasserstand, 
A'  die  Flache  des  Wasserspiegels,  nachdem  t  Sekunden  lang  Wasser 

abgeflossen  ist, 
a  die  Fliehe  der  Oeffnnng  im  Boden  des  Gewisses, 

V  die    Geschwindigkeit,    mit    welcher    die    Wasseroberflüche    nach 
t  Seknnden  sinkt, 

V  die  Ansflnssgeschwiodigkeit  nach  derselben  Zeit, 

H,  h  die  Hohe  des   ursprüDglicben   Wasserstandes  nnd   der  Boden- 

fl&che  über  der  Spitze  der  Pyramide  und 
X  die  Hohe  des  Wasserspi^els  nach  t  Sekunden   über  dem  Boden. 
_.     gg  VermOge    der    pyramidalen   Form    des    Gefiteaes 

*  bat  man 

A':A  =  (x  +  h)'':H''. 

Da  durch  alle  Querschnitte   die  gleiche  Wassermenge 

fliesst,    so    mnsa   anch    sein   A'V  =  8t.      Setzt  man 

die  beiden  Werte  von  A'  einander  gleich  nnd  berück- 

I    sichtigt,  dass  v  =  V  2 g x,  so  folgt 


■X(iW^^- 
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Nimmt  t  um  dt  zu,  so  vermindert  sich  x  um  dx.  Die  Dififerential- 
formel  der  Bewegung  dx  =  Vdt  wird  also  hier  dx  ==  —  Ydt.  Setzt 
man  den  Wert  von  V  hier  ein,  so  folgt 

a       H2 


oder  nach  einigen  Redoktionen  behafs  Sondernng  der  Veränderlichen 

(_  JL  J_        i.\ 

h^x    3  +2hx2  +xMdx. 

Die  Integration  dieser  Formel  gibt 

(1)  -^H2K2i.t=-(2h2x^  +  yhx"^  +  ~-x^)  +  C. 
Für  t  =  0  wird  x  =  H  —  h  =  h'.     Hierfür  gibt  Gleichung  (1) 

1  3  5 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  kommt 

A  ö 

o 

Entleert  sich  das  Gefäss  ganz,  so  wird  x  =  0;  der  entsprechende 
Wert  von  t  sei  T,  so  ist 

(2)  T  =      ^J^^-   (2  h^  K h^  +  4  h  h^  K h-  +  4-  ^''  KhO. 

aH*|/2g  3  5 

Wenn  die  Bodenfläche  so  nahe  an  der  Spitze  der  Pyramide  liegt, 
dass  man  ohne  wesentlichen  Fehler  h  =  0  und  h'  =  H  setzen  kann, 
so  folgt  ans  (2) 

(3)  t  =  AAi/h: 

5   a  1^    2g 

Es  sei  t'  die  Zeit,  welche  nötig  ist,  damit  aus  diesem  Gefässe 
bei  konstanter  Druckhöhe  eine  Wassermenge  =  ^  A  H  ausfliesse,  so  ist 

4-AH  =  aK^gHt' 
o 

oder 


(4)  t' 


3   a  >^    2g 


Durch  Yergleichung  von  (3)  und  (4)  folgt  T:t'  =  6:5,  d.  h.  die 
zam  Entleeren  des  ganzen  Gefässes  nötige  Zeit  T  ist  %  mal  grösser 
als  die  Zeit  t^,  innerhalb  welcher  eine  gleiche  Wassermenge  bei  der 
arsprnnglichen  konstanten  Druckhöhe  abfliesst. 

15* 
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24t.  Billeerei  cImi  knielföratgei  flea»ei  dank  tlmt  ti  der 
llehtem  Stelle  der  Kigcl  bclidllcke  Icffiuag.  Der  iooere  Halbmesser 
des  Gef&sses  sei  r,  der  horizontale  Querscbnitt  der  Oeffunng  a  und 
der  orsprÖDglicbe  WassersUiid  BD  (Fig.  89)  ober  der  OefTouDg  b. 

Der  Wasserspiegel  seoke  sieb  nSbrend  t  Sekandea  von  B  Dach  C; 

es    sei    daher   der  Wasserstand  DC  Dach   dieser  Zeit   —n,    der  Inhalt 

der  Wasseroberfläche   nach   der  Zeit  t  =  A,  die  Geschwindigkeit,   mit 

welcher    der    Wasserspiegel    nach    t  Sekunden    sinkt 

Fig.  89.  ~^,    die  Geschwindigkeit    des   Wassers    unter    der 

Oeffonog  nach  dieser  Zeit  —  v.     Da  durch  die  Qaer- 

schnitte  A  and  a  gleich  viel  Wasser  flieeet,  so  wird 

seia  AV  =  av.     Alleiu  es  ist  auch  v  =  V^2gx   und 

A  =  [r»  -  (r  -  s)^]«  =  (2rx  -  x^)ff. 
Folglich  

ir(2rx-x^)- 
Währeud  t  iu  t  +  dt  übergeht,   wird  x  zu  x~dx;   die    Differential- 
formel  dx  =  Vdt  wird   also  hier  dx  =  — Vdt.      Führt  man  obigeo 
Wert  von  V  ein,  so  kommt 

dt=--     ' 


aV^ 
Die  Integration  dieser  Gleichung  gil 


Für  x  =  h^BD  ist  t  =  0.     Diese  beiden  Werte  geben 


0.     D 
ider  Gleicbuoj 


l  +  c. 

Durch  SabtraktJon  beider  Gleichungen  kommt 


Dieser  Wert  von  t  ist  die  Zeit,  welche  nOtig  ist,  damit  der  Wasser- 
spiegel um  BC  =  h— X  sinke.  Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  erhält 
man  die  Zeit  zam  Eotleeren  t       "  " 


Wenn  hierin  h  =  r  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Zeit  zum  Ent- 
leeren des  halbgefüllten  GefSsses 


Wqdd  dagegen  h  =  2r  wird,  so  erhält  man  die  Zeit  znm  Entlee- 
ren  des  ganz  geföUten  GefUsses 

Mithin  Terhalten  sich  die  beiden  letzten  Zeiten  Ti :  T2  =  14 :  16  V^, 
also  sehr  aDoShernd  wie  5  :  8. 

241.  Reikiig  des  Vmmi-i  ii  elier  erllBdritcheD  nad  koilRcb» 
KäkreRleltBUg.  Bei  einer  cylindrischen  RAbrenleitnng  sei  L  die  Länge, 
r  der  innere  Halbmesser,  v  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  per 
Sekande  nnd  h  das  Geßllle,  welches  längs  des  Weges  L  durch  die 
Reibung  des  Wassers  an  der  Röhrenwand  konsumiert  wird. 

Erfahrnngsgemäss  ist  h  proportional  der  Oberfläche  2rwL,  l&ngs 
welcher  die  Reibung  stattfindet,  verkehrt  proportional  dem  Qner- 
scbnitt  r^n-  der  Leitung  und  abhängig  von  einem  Faktor  ^on  der 
Form  av  -{-  bv',  worin  a,  b  konstante,  dnrch  Versnche  zu  bestimmende 
Grfisaen  bezeichnen.     Es  ist  mithin 

Das   in   dieser  Formel  enthaltene  Gesetz  soll  nun  anf  eine  koni- 
sche Rohre  übertragen  werden.     Es  seien  (Fig.  90) 
L  =  AD  die  Achsenlänge  der  Röhre, 
R,r  die  Radien  der  Grnndfl&che  des  Kegels  in  A  nnd  D, 
x  =  AB  ein  variables  Stück  der  Achse, 
y  =  BB'  der  Radios  der  Röbre  an  der  Stelle  B, 
o,  V  die  Geschwindigkeiten  in  den  Querschnitten  y^  ir  und  r^  ir, 
h,B  die  GefäUsverluste ,  welche  die  Reibung  des  Wassers  längs  der 

Wege  X  nnd  L  hervorbringt  nnd 
a  der  Winkel,  welchen  die  Kante  des  Kegels  mit  der  Achse  bildet. 
Man  lasse  x  in  x  +  ds  =  AC  übergehen,  so 
wird  y  zu  y  — dy  =  CC'  nnd  h  zu  h  +  dh.  -Zieht  5"'K-  ^■ 

man  G'E  parallel  zur  Achse,  so  gibt  das  unendlich 
kleine,  rechtwinkelige  Dreieck  B'C'E  die  Relation 

(2)  C  B'  =  -^. 

COSÜf 

Während   somit  ein  Kegelmantel   von  der  Kanten- 
länge B'G'darchlanfen  wird,  konsumiert  die  Reibung 
ein  Gefölle  =  dh.     Wendet  man  daher  Formel  (1)  auf  diese  unendlich 
kurze  RegelflSche  an,  so  erhält  man  unter  Beontznug  von  (2) 

(3)  dh  =  ^^^{an  +  huä). 

ycosa  ' 

Da  aber  darch  die  Querschnitte  y^v  nnd  rV  gleichviel  Wasser  geht, 
so  ist  y'  n  =  r*  V  nnd  da  ferner  d  i  =:  —  d  y  cotg  a,  so  geht  Formel  (8) 

sina  \    y'  y      / 
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Die  Integration  dieser  Formel  gibt 

sin  a  \  y^         2  y*  / 

Für  h  =  0  wird  y  =  R  und  für  h  =  H  wird  y  =  r.     Vermittelst 
dieser  gleichzeitigen  Werte  erhält  man  aas  (4) 

sm  a  \  r**  2  r*  y 

und  durch  Subtraktion  dieser  zwei  Gleichungen 


(5) 


^  "  s'in  a  r  Cl^  ■"  R^)  +  ~V^(t^  ""  rOJ' 


Für  r  =  R  wird    diese    Formel   unbestimmt,    während    man    die 

Formel  (1)  für  den  Cylinder  erhalten  sollte.     Zu  diesem  Zwecke  be- 

R—  r 
zeichne  man  die  Kante  des  Kegels  mit  s,  so   ist  sina  = ;  folg- 

8 

lieh  gibt  Formel  (5) 

r'yg  r    R'-r"        br'v  R^-r*! 

R-rL*     R*r«     "^      2        R*r*    J 
clder  indem  man  die  Division  mit  R  —  r  aasfährt 

TO  B.„[.?±I  +  Y*51+üff±l)]. 

Setzt  man  nun  in  (6)  r  =  R,  so  wird  s  =  L  und  man  erhält  in 
der  That  die  Formel  (1)  für  die  cylindrische  Leitung. 

Man  schreibe  die  Gleichung  (5)  wie  folgt 

H-ii^[iO-&)+-xO-&)} 

Ist  nun  r  sehr  klein  gegen  R,  so  können  die  Verhältnisse  r^:R^ 
und  r^:R^  gegen  die  Einheit  vernachlässigt  werden  und  man  erhält, 
wenn  man  noch  R  —  r  =  s  sin  or  setzt 

242.  Stoss  des  Wassers  gegen  eine  feste  Ebene.  Diese  Ebene  be- 
finde sich  im  unbegrenzten  Wasser,  senkrecht  zur  Richtung  der  Be- 
wegung des  Wassers.  Der  Stoss  des  Wassers  ist  proportional  dem 
Inhalt  P  der  Fläche  und  nahe  proportional  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit V  des  Wassers.  Bezeichnet  daher  c  eine  Konstante,  so 
wird  der  Stoss  P  des  Wassers  annähernd  sein 


P  =  cFv 


2 


Bildet  die  Richtung  der  Bewegung  des  Wassers   mit  der  Ebene 
einen  Winkel  =  a,  so  zerlege  man  die  Geschwindigkeit  v  in  die  bei- 
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deo  Seiteuguchwindigkeitea  v  cos  a  and  v  sin  a.  Mit  der  eratero  dieser 
SeitflDgeschwiDdigkeiten  gleitet  das  Wasser  parallel  zur  Ebene  fort,  ohne 
Stoss  hervorznbriDgen ,  w&hrend  die  Ebene  mit  der  Geschwindigkeit 
V  sin  a  senkrecht  getroffen  wird.  Vertanscbt  man  daher  in  der  obigen 
Formel  t  mit  v  sin  a,  so  erh&lt  man  als  gesuchten  Stoss 
p  =  cFv'sin'«. 

t4t.  St«is  des  Wuicn  %t%t*  eliCB  K^el.  Der  Kegel  liege  im 
unbegrenzten  Wasser.  Dieses  Wasser  hewege  sich  mit  einer  Geschwin- 
digkeit T  in  der  Richtung  der  Achse  des  Kegels  gegen  dessen  Mantel- 
fläche. Die  Achsenlänge  des  Kegels  sei  =  b ,  der  Halbmesser  der 
GrnDdA&cbe  =  r,  der  Winkel,  welchen  die  Kante  mit  der  Achse  bil- 
det =  a. 

Der  Achsenl&nge  AB  =  x  (Fig.  91)  entspreche  „.     „, 

ein  Radins  BC  =  y,  so  wird  fflr  x  +  ds  =  AD  der 
Radtns  ;  -|-  dy  =  DB.  Man  ziehe  GF  parallel  zur 
Achse,  so  ist  ifb  rechtwinkeligen  Dreieck  GBF  die 

dv 
Hypotennse   CE=     .  ''    . 
■"  sin  a 

Man  drehe  das  Rantenelement  CE  um  die 
Kegelachse,  nm  einen  nnendlich  kleinen  Winkel  f, 
30  beschreibt  es  einen  Weg-  =  <Py,  also  eine  Pl&cbe 
_    yydy 


Gegen  dieses  Plächenelement  strSmt 


sin  a 

das  Wasser,  parallel  zar  Achse,  mit  einer  Geschwindigkeit  HG  =  v, 
also  ist  die  Geschwindigkeit  gegen  das  Flächenelement  in  normaler 
Richtnng  GG=TsiDa  and  diejenige  parallel  znr  Kante  KG  =  vcos(r. 
Diese  letztere  bringt  keinen  Stoss  hervor,  während  der  erstem  ein 
Stoss  =  c9>v^ydy  sin  B  entspricht. 

Dieser  Stoss  werde  dnrch  das  Parallelogramm  der  Kräfte  zerlegt 
in  eine  Kraft  G J  =  G9'v^ydy sinncosoc  senkrecht  und  in  eine 
JC  =  c<P v^ydysin'o  parallel  zur  Achse.  Die  erstere  Kraft  wird 
durch  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  aufgehoben.  Erweitert  man 
den  Winkel  V  zu  Stt,  so  erhült  man  ans  der  letztern  den  Stoss  dP 
aof  eine  Kegelflflche,  deren  Kante  GE  ist,  gleich 

V 

Mithin  der  Stoss  P,  parallel  zur  Achse,  auf  die  ganze  KegelflSche 


'sinV  I    ydy 


oder  da  sin^a  = 


r'  +  h> 

Wird  b  =  0,  so  erhält  man  den  Stose  des  Wassers  aof  die  Grund- 
fläche =  c;Tr'v^.     Polglich   verhält   sich  der  Stoss  gegen  die  Mantel- 
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fliehe  mm  Stoss   gegen  die  GniDdfl&che,  immer  in   der  Richtang  der 
Achse  gedacht,  wie  r':r'  +  h'. 

Die  Torsteheode  Formel  ^It  aacb,  weoD  man  das  Waaser  rnhend 
nnd  den  Kegel  in  Bewegung  denkt.  Ebenso  gilt  sie,  wenn  man  statt 
Wasser  die  Laft  oder  ein  anderes  Medium  voraassetzt. 

244.  Stau  it%  Vaiseri  gegea  t\mt  Kagel.  Die  Engel  befinde  sich 
mhend  in  einer  anbegreniten,  tiewegten  Wasaermasse.  Der  Radine  der 
Engel  sei  r,  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  \. 

Der  Hittetpankt  der  Engel  sei  in  M  (Fig.  92), 
Fig.  92.  jjg  Be^egong  des  Wassers   erfolge  in  der  Rich- 

tang des  Halbmessers  AM  gegen  die  Engelfl&cbe. 
Der  Radins  MB  mache  mit  MA  einen  Winkel  =  oc, 
so  dass  der  Bogen  AR  eines  grOssten  Kreises  der 
Engel  =  r  o  wird.    Man  lasse  r  «  nm  BB'  =  r  d  « 
zunehmen  und  drehe  dieses  Bogenelement  am  AM 
als  Achse  und  zwar  nm  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  f,  so  beschreibt  es  einen  Weg  ==  r  9)  sin  a, 
I  da  der  Halbmesser  BH  der  Drehung  ^rsinoc. 
I   Also  ist  das  von  rd  tt  beschriebene  Fläcbenelement 
=  r"  ?!  sin  a  d  a.      Gegen    dieses    Flächen element 
strfimt  das  Wasser  mit  einer    Geschwindigkeit  C  B  =  v  in   der   Rich- 
tung AM;   mithin    ist  die  Geschwindigkeit  des  Wassers   in  der  Rich- 
tung der  Tangente  an  die  Kugel:  EB  =  vsina,  und  die  Geschwindig- 
keit normal  znm  Fl&chenelement:  DB  =  tco8(i;  folglich  der  Stoss  auf 
das    Flächenelement    =^  cr^9>sin(tda- v^cos^ct.      Man    zerlege    diese 
Eraft  durch    das  Parallelogramm  D  F  B  J  in    zwei   Seitenkräfte ,    wovon 
die  eine  JB  senkrecht  nnd  die   andere  FB  parallel   zur  Richtang  von 
A  M  wirkt.     Die  erstere  Eraft  wird  darch  eine  gleiche,  entgegengesetzte 
Kraft  aufgehoben.     Die  letztere  Eraft  ist  —  cr^  v*^psinacos*ad«. 
Man   mache  mit  dem  Bogenelement  BB'  eine  volle  Drehung   um  AM 
als  Achse,  so  erweitert  sich  <p  zu  2  71;   also  ist  der  Stoss  gegen  ei ue 
Zone  von  der  Breite  B  B' 

d  P  =  2  c  71  r*  V*  ein  w  cos'a  d  a. 

Mithin  der  Stoss  des  Wassers  gegen  die  der  Strömung  zugekehrte  Hälfte 
der  Engel,  indem  man  nach  §  80,  Formel  (7),  integriert 


"/:• 


Der  Stoss  des  Wassers  gegen  den  grössten  Querschnitt  der  Kugel 
in  normaler  Richtung  zum  Schnitte,  ist  =c7i:r'v^.  Folglich  betragt 
der  Stoss  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  nur  die  Hälfte  von  diesem. 

Denkt  man  sich  diesen  grCssten  Scholttkreis  der  Engel  als  Grund- 
fläche eines  Kegels  mit  der  Spitze  in  A ,  so  wird  der  Stoss  auf  diese 
Kegelfläche  na<äi  §  243  wegen  h  =  r  ebenso  gross  wie  auf  die  Halb- 
kngelfläche. 


233 


XIX.    Vermischte  Aufgaben. 

24S.  Zniahne  eines  Kapitals  darcli  seine  Zinsen.     Bs  bezeichne: 

a,  A  das  gegenwärtige  und  zukünftige  Kapital, 

z  der  Zinsfnss,  also  z.  B.  z  =  1,04,  wenn  das  Kapital  zn  4  Prozent 

angelegt  wird  und 
t   die  Anzahl  Jahre,   während   welcher   a  zu  A   heranwächst,    wenn 

der  Zins  jeweilen  2am  Kapital  geschlagen  wird. 

Erste  Annahme.. 'Ber  Zins  werde  je  am  Ende  eines  Jahres 
fällig  nnd  zinstragend  zum  Kapital  gelegt.  Dadurch  wird  das  Kapital 
sammt  Zins  nach  dem  ersten  Jahr  =  az,  nach  dem  zweiten  =  a  z^  etc^ 
und  nach  t  Jahren,  das  mit  A'  bezeichnet  werde: 

(1)  '        A'  =  az*. 

Zweite  Annahme.  Es  werde  der  Zins  jeden  Augenblick  zum 
Kapital  geschlagen,  das  Wachstum  des  Kapitals  erfolge  also  nicht  ab- 
satzweise, sondern  stetig,  ähnlich  demjenigen  einer  Pflanze.  Es  werde 
die  Zeit  t  in  die  Elemente  d  t  zerlegt,  so  kann  man  annehmen,  es  er- 
folge die  Kapitalzunahme  stetig,  wenn  die  Zinsen  je  nach  solchen  Zeit- 
teilen dt  zum  Kapital  kommen. 

Während  nun  t  in  t  +  d  t  übergeht,  wird  A  zu  A  +  d  A ;  also  ist 
dA  der  Zins,  welchen  das  Kapital  in  der  Zeit  dt  abwirft.  Dieser 
Zins  ist  aber  auch  =  (z  —  l)Adt;  daher  die  Gleichung 

dA  =  (z  — l)Adt 

und  indem  man  mit  A   dividiert  und  integriert 

(2)  logA  =  (z-l)t  +  C. 

Wird  t  =  0,  so  geht  hierin  A  in  a  über  und   Gleichung  (2)  gibt 

log  a  =  C. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  ist 

(3)  log  A  =  (^  _  1)  t. 

a 

Folglich  auch,  indem  man  mit  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
bezeichnet  und  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht 

(4)  A  =  ae(^~^)*. 

Der  Wert  A  ist  grösser  als  A',  was  wie  folgt  gezeigt  werden  kann. 
Man  nehme  von  (1)  die  Logarithmen,  so  kommt 

A' 

log =  tlogz. 

a 

Setzt  man  nun  z  =  1  +  p»  also  z.  B.  für  4  Prozente  p  =  0,04  und 
entwickelt  lög(i  +  p)  nach  §  63  in  eine  Reihe,  so  wird 
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Da  aber  auch  nach  Gleichang  (3) 

(6)  ^^^~^  =  ^  P' 

80  erhält  man  durch  SabtraktioD  der  Gleichang  (5)  von  (6) 

("   '»«^-'■'(i-i+4-^+-> 

Ffir  p  <  1,  was  in  der  Regel  der  Fall  ist,  wird  die  Reihe  in  der 
Klammer  positiv ;  also  wird  aach  A  >  A'  für  jeden  positiven  Wert 
von  t.     Fnr  den  Grenzfall  t  =»  0  wird  A'  =  A,  wie  es  sein  soll. 

Ffir  p  =  1,04  nnd  a  =  100  ergibt  sich  ans  (1),  (4)  nnd  (7)  fol- 
gende Zasammenstellnng 


h. 

A   . 

i\. 

A'* 

1  Jahr 

104,000 

104,081 

1,00078 

2   , 

108,160 

108,229 

1,00156 

3   „ 

112,486 

112,749 

1,00234 

10   „ 

148,024 

149,182 

1,00782 

100  „ 

505,045 

545,982 

1,08104 

24C.    Abnahne  der  LIclitiBtensItat   !■  Wasser  und    in   der   Laft. 

Wenn  sich  Licht  im  Wasser  oder  in  der  Laft  fortpflanzt,  so  wird  seine 
Intensität  geschwächt. 

Man  nehme  die  Lichtmenge  beim  Eintritt  in  das  Mediam  zar  EId- 
heit  an  nnd  bezeichne  mit  m  die  Lichtmenge,  welche  im  Mediam  bis 
zam  Wege  x  vordringt,  so  wird  m  eine  Funktion  von  x  sein.  Geht  x 
in  X  +  d  X  über,  so  wird  m  za  m  —  d  m.  Die  Aendernngen  d  x  and  d  m 
haben  also  entgegengesetzte  Zeichen.  Nan  ist  der  Verlast  d  m,  welcher 
längs  des  nnendlich  kleinen  Weges  dx  eintritt,  diesem  Wege,  sowie 
der  noch  vorhandenen  Lichtmenge  m  proportional,  so  dass  man  far 
konstante  Medien  hat 

,  mdx 

—  d  m  = , 

a 

worin  a  eine  Eonstante  bezeichnet,   welche  von  der  Natar  des  Mittels 
abhängt  nnd  durch  Versache  bestimmt  werden  muss. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

dm  _       dx 
m  a  ' 

and  wenn  man  integriert 

log  m  = h  C. 

a 

Beim  Eintritt  des  Lichtes  in  das  Medium  ist  x  =  0,  m  =  1.  Ver- 
möge dieser  beiden  Werte  gibt  die  letzte  Gleichung  0  =  G ;  folglich 


z 

log  m  = ,         m  =  e 

a 


a 
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wenn  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Folglich 
nimmt  die  Lichtstärke  in  geometrischer  Progression  ab,  wenn  die  Wege 
in  arithmetischer  Progression  wachsen. 

Nach  Schmidt 's  Lehrbach  der  mathematischen  und  physischen 
Geographie  findet  im  Meerwasser  eine  Schwächang  des  Sonnenlichtes 
im  Verhältnis  von  14:5  auf  einem  Wege  von  115  paris.  Zollen  statt. 
Setzt  man  also  in  die  letzte  Formel  x  =  115  Zolle  =  9^12  Fasse  and 
m  =  Vi49  so  hat  man  zar  Bestimmung  der  Konstanten 

log  -:^  =  -  ^-^ ;       a  =  9,3076. 
14  a 

Wenn  nach  Schmidt  das  Licht  in  der  Luft,  von  der  Dichtigkeit 
an  der  Oberfläche  der  Brde,  einen  Weg  von  45300  paris.  Fass  zaröck- 
legt,  so  nimmt  seine  Stärke  ab  im  Verhältnis  von  3 : 2.  Vermöge 
dieser  Werte  wird  für  die  Laft 

a=  111722  paris.  Fuss. 

247.  AbkAhlang  eines  Körpers  durch  AHSstrahlaig  seiner  Warne 
in  den  leeren  Rann.  Es  sei  U  die  Differenz  der  Temperaturen  eines 
sieb  abkühlenden  Körpers  und  des  leeren  Raames,  in  welchem  sich 
der  Körper  befindet.  Durch  Ausstrahlung  sinkt  diese  Temperatar- 
differenz.    Nach  Verfluss  der  Zeit  t  sei  sie  noch  u. 

Diese  Temperatardifferenz  ist  eine  Funktion  von  t,  folglich  geht 
0  in  u  —  du  über,  wenn  t  um  d t  zunimmt.  Die  in  dem  Zeitelement  d t 
vor  sich  gehende  Abkühlung  dx  ist  nahe  der  Dauer  dt  und  der  za 
dieser  Zeit  herrschenden  Temperaturdifferenz  a  proportional.  Man  kann 
daher  annähernd  setzen 

da=  — audt, 

worin  a  eine  Konstante  bezeichnet  und  berücksichtigt  ist,  dass  du 
und  dt  entgegengesetzte  Zeichen  haben.     Man  erhält 

(1)  A^_=_adt, 

u 

also  durch  Integration 

(2)  log  u  =  —  a  t  +  C. 

Für  t  =  0  ist  u  =  U.     Hierfür  wird  (2) 

log  ü  =  C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  kommt 

(3)  ,    log-~-=-at,       a  =  üe-»S 

wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 

Diese  Formel  (3)  entspricht  den  Beobachtungen  über  die  Abküh- 
lung nicht  hinreichend.     Man   nehme  deshalb   in   Gleichung  (1)  statt 


der  KonBUnteo  «  die  GrAsse  a  —  2  b  t.   woHd  b  eioe  Koostante   aein 
soll,  so  kann  man  statt  (1)  acbreibea 

— -  =  (-a+2bt)dt. 

HieraoB  folgt  durch  lotegratioo 

log  n  =  -  a  t  +  b  t»  +  C. 
FQr  t  =  0  wird   n  =  D.     Hierfar    wird   log0  =  C.      Zieht   man 
diesen  Wert  der  KonstaDten  ab,  so  kommt 

log-^=  ^at  +  bt". 

(4)  0  =  116-"  +  »". 

Dieses  Gesetz  (4)  entspricht  den  Beobachtangen  besser.  Zwei 
darch  Beobachtung  ermittelte  Werte  von  n  nnd  t  reichen  bin,  die 
Konstanten  a,  b  fBr  einen  nnd  denselben  Körper  in  bestimmen. 

24S.  Rrwäraang  irfcnd  eines  pbjiiichea  Finktes  In  der  ktmnfkin 
darch  die  T«n  der  Rrde  aosgeitrahlte  Wärae.  Wir  nehmen  an,  die 
Intensität  der  Wärmestrahlen,  welche  von  der  Erde  aus  nach  irgend 
einem  Punkte  des  Raomes  gelangen,  verhalten  sich  direkt  nie  die 
GrQsse  dF  des  Elementes  der  strahlenden  Fläche,  direkt  wie  der 
Sinns  des  Ansfiusswinkels,  d.  b.  des  Winkels  <p,  welchen  der  aas- 
gehende Wärmestrahl  mit  der  Ebene  des  Elementes  dP  macht  and 
umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  r  des  physischen  Punktes 
im  Ranm  vom  Element.  Bezeichnet  daher  k  eine  Konstante,  so  wird 
der  Ausdruck  der  Erw&rmnng  durch  das  Element  dP  sein 

Nnn  sei  A   (Fig.  93)   der  physische  Punkt   in  der  Atmosphäre, 
M  der  Mittelpunkt  der  Erdkugel  und  A  E  eine  Tangente  an  dieselbe. 
Dreht  man   das   Dreieck  AEM   am  AM,   so 
p,.     .„  beschreibt  der  Punkt  E  die  kreisförmige  Grenze 

"■     ■  derjenigen  Kugelkalotte,  welche  WBrme  nach  A 

ausstrahlt.      Wir    setzen    voraus,    dass    diese 
Wärme   gleichförmig  über  die  Kalotte   verteilt 
sei,    bestimmen    das    PlSchenelement   dP   der 
Kalotte,    seine    Neigung   eu    der  Richtung   der 
Wftrmestrahlen  und  drflcken  beide,  sowie  sei- 
nen Abstand  r  von  A  durch  eine  Variable  aus, 
fOhren  diese  Werte  in  (l)  ein  nnd  integrieren 
den  entstandenen  Ausdruck  zwischen  den  Gren- 
zen,   welche  der  ganzen   Kalotte  entsprechen, 
so  erb&lt  man  die  gesuchte  Erwärmung  W  des 
Punktes  A. 
Zu   diesem  Zwecke  lege   man   längs  AE  nnd  AM   einen   Schnitt 
durch  die   Kngel,    so   ist  die   Hittelpnnktsgleichnng  des   entstandsoen 
Kreisschnittes,  wenn  R  den  Halbmesser  der  Erde  bezeicbnet 
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(2)  y2  =  R^-x2, 

wobei    wir    die    Ordioaten   y    auf  MA    nehmen.      Im   Kreispankte  B, 

dessen  Koordinaten  x,  y  sind,  liegt  das  Bogenelement  V^dx^  +  dy^, 
darch    dessen    Rotation    nm    die    Achse  M  A    ein    Flächenelement  = 

2?r  X  V^dx^  +  dy^  beschrieben  wird.  Mit  Hilfe  von  (2)  ist  dieses 
Flächenelement  =  2  tt  R  d  y.  Dieses  Flächenelement  von  der  Form 
eines  abgestutzten  Kegelmantels  hat  in  allen  Stellen  gleiche  Neigung 
zar  Achse  M  A  des  Kegels.  Man  ziehe  die  Tangente  B  D  an  den  Kreis, 
setze  den  Ansflasswinkel  A  B  D  =  9>,  so  ist  9  f^r  s^He  Stellen  des  ge- 
dachten Flächenelementes  gleich  gross.     Man  kann  daher  setzen 

(3)  dF==— 2^Rdy. 

Es  sei  Abstand  BA  =  r,  MA  =  R  +  h,  also  h  die  Höhe  des 
Panktes  A  aber  der  Erdoberfläche,  so  erhält  man  vermittelst  des  Drei- 
ecks MAB 

j  (R  +  b)2  =  r«  +  R2  -  2  r Rcos (90  +  (f). 

Allein  da  cos  (90  +  9)  =  —  sin  y,  so  folgt 

tÄ^  '    ..       2Rh  +  h^  r 

(4)  «*"*  =  -Tr7 2^- 

Dm  die  Variable  y  in  (3)  durch  r  auszudrücken,  ziehe  man  B  H 
senkrecht  auf  MA,  so  gibt  das  rechtwinkelige  Dreieck  AHB 

(R  +  h-y)2  +  x2  =  r2, 

woraus  mit  Berücksichtigung  von  (2)  folgt 

(R  +  h)2-2(R  +  h)y+R2  =  r2. 

Mithin  durch  Differentiation 

rdr 

Hierdurch  wird  der  Ausdruck  (3) 

Setzt  man  die  Werte  von  sin9>  und  dF  aus  (4)  und  (5)  in  (1), 
8o  erh&lt  man  das  Differential  d  W  der  Erwärmung  des  Punktes  A 

<iW  =  -^[(2Rh  +  h^)^-dr]. 

Polglich  durch  Integration 

Lässt  man  in  diesem  Integral  das  Flächenelement  (5)  vom  Scheitel 
der  Kalotte  bis  zur  Grenze  derselben  vorrücken,  so  erhält  man  die  Wir- 
kaog  aller  Wärmestrahlen,  die  nach  A  gehen.    Folglich  mnss  y  von  y 

=  ^  y  bis  y  =  0  abnehmen,  also  r  von  r  =  h  bis  r  =  V  (R  +  h)*  —  R^ 

=  l/2Rh  +  h2  wachsen. 
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Für  die  untere  Grenze  9  =  ^  ir,  also  r  =  h  wird  das  Integral  (6) 

-  2  ir  k  +  C. 

Für  die  obere  Grenze  9  =  0,  also  r  =  K2Rh  +  li2  ^j^d  (6)  zu 

- 1~  V2nV+hr^  +  C. 

Die  Differenz  dieser  Werte  gibt  die  gesnchte  Grösse 


L  R  +  b     J 


Liegt  der  physische  Pankt  an  der  Erdoberfläche,  so  ist  h  =  0 
and  seine  Erw&rmung  =  2  7r  k  ein  Maximum.  Bei  wachsendem  h 
nimmt  die  Erwärmung  ab,  jedoch  sehr  langsam.  Wenn  h  =  oo,  so 
kann  im  Nenner  R  gegen  h  vernachlässigt  werden  und  es  wird  W  =  0. 

Die  Höhe  der  Atmosphäre  beträgt  gemäss  der  Aufgabe  Nr.  250 
annähernd  Vi 22  vom  Erdhalbmesser.     Hierfür  ist 

Die  Erwärmung  der  Luft  oder  die  Absorption  der  Wärme  durch 
die  Luft  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  weicht  also  nur  una  0,127 
von  der  an  der  Erdoberfläche  ab. 

249.   Druck  eines  fiases  sit  Raeksicht  auf  dessen  Gewicht.    Die 

tropfbaren  Flüssigkeiten  denkt  man  sich  als  nicht  zusammendrückbar. 
Daher  wiegt  die  Kubikeinheit  einer  solchen  Flüssigkeit  gleich  viel,  in 
welcher  Höhe  der  Flüssigkeit  sie  sich  befinde.  Anders  verhält  es  sich 
mit  den  elastischen  Flüssigkeiten.  Bei  diesen  hat  der  Druck,  den  die 
obern  Schichten  auf  die  untern  ausüben,  zur  Folge,  dass  die  untern 
durch  diesen  Druck  sich  verdichten.  Es  soll  nun  das  Gesetz  angegeben 
werden,  nach  welchem  der  Druck,  sowie  die  Dichte  des  Gases  von 
oben  nach  unten  zunimmt,'  unter  der  Voraussetzung,  dass  auf  die  Ver- 
änderlichkeit der  Schwerkraft  keine  Rücksicht  zu  nehmen  und  die 
Temperatur  des  Gases  überall  dieselbe  sei. 

Es  bezeichne:  po  den  Druck  des  Gases  an  der  obersten  Stelle 
des  GaskOrpers,  p  denjenigen  in  der  Tiefe  x  unter  der  obersten 
Stelle,  beide  Drucke  pro  Flächeneinheit  gedacht  und  qo,  q  das  Gewicht 
von  einer  Kubikeinheit  des  Gases  am  obern  und  am  untern  Ende  des 
vertikalen  Abstandes  x. 

Man  lasse  x  (abwärts)  zunehmen  um  d  x,  so  nimmt  p  zu  um  d  p. 
Legt  man  daher  in  den  Tiefen  x  und  x  +  d  x  zwei  horizontale  Ebenen 
durch  das  Gas,  so  herrscht  auf  der  obern  dieser  Ebenen  der  Druck  p, 
auf  der  untern  der  Druck  p  +  d  p.  Dabei  drückt  p  abwärts,  p  +  <J  P 
aufwärts;  der  unterschied  beider  Drucke  ist  gleich  dem  Gewicht  des 
Gases,  das  zur  Höhe  das  Differential  dx  und  zur  Grundfläche  die 
Flächeneinheit  hat.  Dieses  Gewicht  ist  =  q  d  x.  Daher  die  Gleichung 
p  +  <ldx  =  p  +  dp  oder 

(1)  d  p  =  q  d  X. 
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Aliein  hierin  ändert  sich  q  mit  x.     Nach  dem  Mariotte 'sehen  Gesetz 
erhält  man  aber 

p 
q  =  qo  -^. 
po 

Fahrt   man    diesen  Wert  von  q   in  (1),    so    folgt,   indem    man    noch 

— ^  =  c  setzt 
po 

(2)  d  p  =  c  p  d  X. 

Um   diese  Differentialgleichung  za  integrieren,   sondere  man  die  Ver- 
änderlichen, was  man  darch  Division  mit  p  erreicht.     Daher 

— —  =  cdx 
P 

und  darch  Integration 

log  p  =  c  X  +  C. 
Für  X  =  0  wird  p  =  po ;  mithin 

logpo  =  C,. 
und  darch  Subtraktion 

(3)  log-^  =  cx. 

po 

Diese  Gleichung  enthält  nun  das  gesuchte  Gesetz. 

Geht  man  in  (3)  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird 

(4)  p  =  poe-, 

worin  e  =  2,718 . .   die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 
Entwickelt  man  die  ExponentialgrOsse  der  Gleichung  (4)  in  eine 
Reihe,  so  wird 

(5)  p  =  p,(n-cx  +  -^  +  -|^  +  ..) 

Es  befinde  sich  Leuchtgas  in  einer  ansteigenden  Leitung.  Das 
Gewicht  von  1  kbm  solchen  Gases  sei  am  obem  Ende  der  Leitung 
=  0,7  kg,  der  Druck  daselbst  1  Atmosphäre  =  10330  kg  per  1  qm 
Fläche;  wie  gross  ist  dieser  Druck  an  einer  Stelle,  die  in  vertikaler 
Richtung  um  40  m  tiefer  liegt? 

Es  ist  qo  ='0,7;  po  «  10330  und  x  =»40;  folglich 

Daher  unter  Anwendung  von  Gleichung  (5) 

p  =  10330  (1  +  0,00271)  =  10358  kg. 

Der  Druck    ist  also    unten    grOsser    um   28  kg  per   1  qm  Fläche  als 
oben,  was  vom  obem  Druck  0,27  Prozente  ausmacht. 
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2M.  letllBBMg  4er  läke  der  AtBeiphlre.  Diese  H6be  soll  be- 
stimmt werden  nnter  folgeoden  Voran sselza Dge d  :  1)  dass  die  Tempe- 
ratur io  der  Atmospb&re  von  ODteo  Dach  oben  gleichförmig  aboehme; 
2)  dass  die  Schnerkrart  Iftags  der  Höhe  der  Atmosphäre  koostaat  sei 
and  3)  dass  der  Eiafluss  der  Zeatrifagal kraft,  welche  anf  die  einzelnen 
Laftteile  wirkt,  an  berück  sichtigt  bleiben  kOnne. 

Es  sei  AC  (Pig.  94)  eine  vertikale  Laftaänle,  deren  Qaerscbnitt 
—  1  and  deren  Hohe  bis  zur  Grenze  C  der  Atmospbire  reicht.  Es 
bezeichne 

%  =  AB  die  Hohe  irgend  einer  Station  über  der  Brdoberfl&che, 
P,  p  den  Druck  der  Luft  per  Plicheneinheit  in  A  nnd  B, 
T,  t  ilie  Temperatur  der  Luft  an  diesen  Stationen, 
s  dss  Gewicht  der  Kubikeinbeit  Luft  bei   0  Grad  Temperatur,  an 
einer  Stelle  der  Atmosphäre,  wo  die  Spannkraft  der  Lnft  =  1  ist, 
a  die  GrOsse,    um  welche   das   Volumen   1   der  Laft  bei  je   einem 

Grad  der  Erwärmung  zunimmt  und 
h  die  Hohe,  um  welche  man  sich  in  der  Atmosphäre  erheben  mnss, 
wenn  die  Temperatur   um  1  Grad  sinkt,  so  erhält  man  für   die 
Temperatnrabnahme  folgende  Relation 


Fig.  94. 


(1)  t  =  T^f. 

Würde  die  Lnft  überall  0'  Temperatur  haben, 
so  wäre  das  Gewicht  der  Rubikeinheit  Lnft  in  B 
=  ap.  Allein  indem  die  Temperatur  von  0  auf  t 
steigt,  geht  das  Volnmen  1  über  in  1 -|- « t,''also 
sinkt  das  Gewicht  ap  auf 


(2) 


l  +  at' 


Man  lege  in  den  Höhen  x  and  x  -|-  d  s  zwei  horizontale  Quer- 
schnitte dnrcb  die  Lnfts&nle  AC,  so  schliessen  sie  ein  Prisma  ein, 
dessen  Querschnitt  =1,  dessen  Höhe  =ds,-  dessen  Volnmen  also 
=  dx  ist.  Dieses  mit  Luft  erfüllte  Prisma  hat  daberjnach  (2)  ein 
Gewicht  gleich 

^^J  l  +  «t- 

Dasselbe  wird  unten  mit  einer  Kraft  p  aufwärts  und  von  oben 
mit  einer  Kraft  p  —  d  p  abwärts  gedrückt,  da  p  in  p  —  d  p  übergeht, 
wenn  x  zu  x  -|-  d  x  wird.  Da  das  Prisma  gleidiwobl  in  Rnhe  ist,  so 
moss  der  unterschied  dp  dieser  Pressungen  gleich  dem  Gewictite£(8) 
des  Prismas  sein.     Daher 

/.,  j  apdx 

Hier  müssen  dp  und  dx  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  weil  p 
abnimmt,  wenn  x  wächst.  Man  dividiere  (4)  mit  p  nnd  setze  den 
Wert  von  t  aus  (1)  ein,  so  folgt 
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(5)  AP  = ^i? . 

h 
Die  iDtegratioD  dieser  Gleichang  gibt 

logp  =  -^log(l  +  «T  -  -^x)  +  C. 

Für  X  =  0  ist  p  •=  P ;  folglich 

logP  =  -^log(l  +  aT)  +  C 
also  darch  Sabtraktion 

Diese  GleichuDg  enthält  das  Gesetz  der  Abnahme  des  Laftdrackes 
in  der  Atmosphäre. 

Fär  die  Grenze  der  Atmosphäre  ist  p  =  0;  also  log-^  =  — -  oo. 

Hierfür  mnss  die  Formel  (6)  übergehen  in 

Diese  Bedingangsgleichnng  gibt  als  Höhe  der  Atmosphäre 
(7)  x  =  ^(l  +  «T). 

Gay-Lassac  stieg  in  einem  Luftballon  6980  m  hoch.  Dabei 
war  die  Temperatur  in  dieser  Höhe  —  9,50®  und  gleichzeitig  am  Boden 
30,75®  G.  Nimmt  man  nun  an,  die  Abnahme  der  Temperatur  sei  eine 
gleichförmige,  so  wird  die  Abnahme  per  1  Grad  betragen 

6890 
(«>  ^  =   30.75  +  9.50  -  ''^  ■°- 

Für  trockene  Luft  ist  a  =  0,00367.  Allein  für  den  Znstand  der 
Luft  in  der  Atmosphäre  kann  als  Mittel  angenommen  werden  a  =  0,0037. 
Für  diese  Werte  wird  nach  (7)  die  Höhe  der  Atmosphäre 

(9)  X  =  -^^^Ö37~  ^^  +  ^'^^^^  •  ^^'"^^^  ^  ^^^^^  ""^ 

Als  Halbmesser  der  Erde  kann  man  nehmen  6365000  m.  Daher 
wird  das  Verhältnis  zwischen  der  Höhe  der  Atmosphäre  und  dem  Brd- 
halbmesser 

52077     ^     1 

6365000         122 • 

Mittels  der  Werte  h  und  x  ans  (8)  und  (9)  erhält  man  als  Tem- 
peratur an  der  Grenze  der  Atmosphäre 

▲  ntenheimer,  Elementarbach.  16 
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52077 

t  =  30,75 -^-^  =  -  270,27«. 
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Nach  der  mechanischeD  Wärmelehre  (§  258)  betrUgt  die  absolute 
Nalltemperatur  —  273«.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  diese  Temperatar 
auch  diejenige  des  Weltraumes  sein  wird. 

2H.  löhfinessaBg  dareh  das  Bartaeter.  Wird  das  Barometer 
von  unten  nach  oben  gebracht,  so  sinkt  das  Quecksilber  in  der  Glas- 
röhre und  zwar  um  die  Höhe  einer  Säule,  welche  ebensoviel  wiegt  als 
die  vertikale  Luftsäule,  um  welche  das  Instrument  gehoben  wurde. 
Hierauf  gestützt,  lässt  sich  der  Höhenunterschied  zweier  Stationen  be- 
rechnen, wenn  man  die  Barometerstände  für  diese  Stationen  kennt. 
Es  seien: 

R  der  Halbmesser  der   Erde,    beziehungsweise    die    Entfernung    der 

untern  Station  vom  Mittelpunkt  der  Erde, 
X  die  Höhe  der  obern  Station  aber  der  untern, 
P,  p  die  Pressungen  der  Luft  an  der  untern    und  obern  Station   per 

Flächeneinheit  gedacht, 
B,  b  die  Barometerstände  an  diesen  Stationen, 
T,  t  die  ihnen  entsprechenden  Temperaturen  der  Luft, 
Q  das   Gewicht   der   Rubikeiuheit  Luft    unter   dem   Drucke  a    einer 

Atmosphäre  und  für  0«  Temperatur  und 
q  das  Gewicht  der  Kubikeinhelt  Luft  an  der  obern  Station. 

Man  lege  mit  den  Radien  R  +  x  und  R  +  x  +  d  x  zwei  Kugel- 
flächen, deren  Mittelpunkte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Erde  zusammen- 
fallen, so  schliessen  beide  Kugelflächen  eine  unendlich  dünne  Luft- 
schicht ein.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Dichtigkeit  und  Spannung 
der  Luft  in  dieser  Schicht  überall  dieselbe  sei.  Ein  Teil  dieser  Schicht 
habe  die  Grundfläche  1,  so  ist  ihr  Volumen  =  d  x,  also  ihr  Gewicht 
==qdx.  Da  nun  der  Druck  auf  diese  Schicht  von  unten  =  p,  von 
oben  =  p  —  d  p  ist,  so  muss  sein 

(1)  d  p  =  —  qdx. 

Hier   haben   d  p   und  d  x   entgegengesetzte   Zeichen ,    weil   p  abnimmt, 
wenn  x  zunimmt. 

Es  handelt  sich  nun  zunächst  darum,  Werte  von  q  abzuleiten. 
Dies  kann  unter  verschiedenen  Voraussetzungen  geschehen. 

Erste  Voraussetzung.  Das  Gewicht  eines  Körpers  ändert  sich 
mit  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Erde.  Allein  man  nehme 
an,  es  bleibe  dasselbe  innerhalb  der  verhältnismässig  kleinen  Höhe  x 
konstant  und  die  Temperatur  T  gehe  gleichförmig  in  t  über. 

Man  denke  sich  eine  Kubikeinheit  Luft  an  irgend  einer  Stelle  von 
0^  Temperatur  und  dem  Drucke  a  einer  Atmosphäre,  so  ist  ihr  Ge- 
wicht =  Q;   geht  nun   der  Druck  a  über   in   p,   so  wird    ihr  Gewicht 

=  Q       >  steigt  ausserdem  die  Temperatur  auf  t,  so  wird  ihr  Gewicht 
a 

=  Q — zr-T — TT«     Daher  ist 

^  a(l  +  at) 
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Polglich,  indem  man  q  aus  (2)  in  (1)  ^einführt  and  mit  p  dividiert 

(3)  l£= ^4-^dx. 

p  a(l  +  a  t) 

Um  diese  DifPerentialgleichang  mit  den  Variabein  p,  x  und  t  integrieren 
za  können,  denke  man  sich  t  konstant  nnd  nehme  nach  der  Integration 
für  t  das  Mittel  aus  den  Grenzwerten.     Man  erhält  auf  diese  Weise 

J0KP= 7 ^^F-TTT  +  C. 


•O+.iii) 


Da  für  X  =  0  die  Grösse  p  in  P  übergeht,  so  wird 

log  P  =  C. 
Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  vorige  ab,  so  kommt 

(4)  1«,  l~  « ' 


a 


O+.i-ti-) 


X  = 


Diese  Gleichung  kann  nun  für  Messung  kleinerer  Höhen  zurecht 
gelegt  werden.  Man  beachte,  dass  P :  p  =  B :  b,  dass  für  Meter  und 
Kilogramme 

a  =  10330  per  1  qm ;     Q  =  1,293  kg, 

dass  ferner  für  feuchte  Luft  cc  =  0,004  und  dass  von  natürlichen  Loga» 
rithmen  zu  den  briggischen  übergegangen  wird,  indem  man  diese  mit 
2,302585  . .  multipliziert,  so  wird 

und  daher  die  gesuchte  Gleichung 

(5)  X  =  18395  (l  +  ^5^)  log  br.  ~. 

Um  die  Logarithmen  zu  vermeiden,  kann  man  auf  die  Integration 

von  — —  das   in  §   99,   Formel  (3),  angegebene  Verfahren  anwenden. 

Hiernach  betrachtet  man  das  bestimmte  Integral  als  ein  Rechteck  mit 
der  Grundlinie  P  —  p  und  einer  Höhe,  welche  erhalten  wird,  wenn 
man  das  Mittel  ^(P  +  p)  aus  den  Grenzwerten  von  p  nimmt.  Man 
erhält  daher  als  Annäherungswert 


/, 


p     P  P  +  P 


P 
Setzt  man  diesen  Wert  für  log —  in  Gleichung  (4),  so  folgt 


16* 
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P-p^  Qx 

oder   iodem    man   B,  b   fflr  P,  p  einführt    and    die    oben    angegebenen 
Werte  von  Q  und  a  benatzt 


(e,  ,.„,„(.+ Tt.)!^^ 


Die  Werte,  welche  (5)  and  (6)  liefern,  weichen  für  geringe  Höhen 
nar  sehr  wenig  voneinander  ab. 

Zweite  Voranssetzang.  Bs  sei  bei  Berechnang  des  Ge- 
wichtes q  aaf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  Rücksicht  za  nehmen. 

Nach  dem  New  tonischen  Gesetz  der  Gravitation  nimmt  das  Ge- 
wicht eines  Körpers  ab,  wie  die  Qaadrate  seiner  Entfernong  vom  Mittel- 
pnnkt  der  Brde  zunehmen.  Nan  wnrde  der  Wert  von  q  in  (2)  ohne 
Rücksicht  aaf  diese  Abnahme  angenommen ;  es  mnss  dieser  Wert  daher 
noch  mit  dem  Verhältnis  R^ :  (R  +  x)^  mnltipliziert  werden.  Also  wird 
für  die  obere  Station  sein 

Setzt  man  diesen  Wert  von  q  in  (1),  so  folgt 

^'  p  a(l  +  «t)  "VR  +  x^  ■ 

Behnfs  der  Integration  dieser  Gleichung  schreibe  man 

und  betrachte  t  als  konstant  in  obigem  Sinne,  so  folgt 

,  QR  R,      ,   „ 

^"«P=a(l  +  «t)-R+^  +  ^- 

Für  X  =  0  wird  p  =  P;  daher  wird 

l0gP  =  -^r^^  +  C 

a  (1  +  « t) 


and  darch  Subtraktion 

(9)  log  —  = 


p         a(H-at)'R+x' 
woraus  folgt 

(10)  x  =  -^(H-«t)(l  +  ^)log-^. 

Um  hierin  P,  p  durch  die  Barometerstände  B,  b  zu  ersetzen,  ist 
zu  beachten,  dass  die  Spannung  der  Luft  abnimmt  wie  die  Schwere, 
so  dass  man  setzen  muss 
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2  D     /  ^   V  2 


=  :;e^)=iG+ 


v\ 


p      bVRy       bV'Ry" 

Nimmt  man  die  Logarithmen,  so  wird 

,0g  ^  =, og  1-  + 2  log  (l. +  -!-). 

Entwickelt  man  das  letzte  Glied  nach  §  63  in  eine  Reihe  and  nimmt 
von  derselben  nur  das  erste  Glied,  so  erhält  man 

(11)  ,og_=log-  +  _. 

P 

Man  setze  diesen  Wert  yod  log —  in  (10),  so  folgt,  indem  man  das 
Glied  mit  -^^  vernachlässigt 

Die  Werte  von  Q,  a  und  t  sind  die  gleichen  wie  oben.  Geht 
man  noch  von  den  natärlichen  Logarithmen  über  zn  den  briggischen, 
80  erhält  man  nach  Poisson 

(")     —  0  +  ^')[f+0+l:)'"«4} 

Um  mittels  dieser  Formel  die  Höhe  x  zu  berechnen,  beräcksich- 
tige  man,  dass  -:=;-  ein  sehr  kleiner  Brach  ist.  Man  vernachlässige 
denselben  zunächst,  so  erhält  man  folgenden  angenäherten  Wert 

B 

b* 


X,  =  18336  (l+^^)  log 


Führt  man  sodann  diesen  Wert  von  x  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (12)  ein,  so  erhält  man  den  gesuchten  Wert  von  x.  Dabei 
kann  R  =  6366000  m  angenommen  werden. 

Dritte  Voraussetzung.  Es  sei  Gleichung  (7)  zu  integrieren 
fär  den  Fall,  dass  die  Temperatur  t  von  unten  nach  oben  abnehme, 
jedoch  als  Funktion  von  x  eingeführt  werde. 

Die  Temperatur  der  Luft  nehme  für  jedes  Höhenintervall  r  je  um 
1®  ab,  so  wird  die  Temperatur  in  der  Höhe  x  sein 

t  =  T--V 
r 

Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (7),  so  kommt 

(13)        — ^-— — ^^\r-;l, 

a 


(•  +  "^-T') 
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2 


/    R    \ 
Um   diese  Gleichang   za   iDtegriereo,  entwickele  man  ( :^— —  }      nach 

dem  binomischen  Lehrsatz  in  eine  Reihe.     Man  erhält 


R2 


Bfan  Ternachl&ssige  alle  Glieder  dieser  Reihe  bis  anf  die  beiden  ersten 
nnd  setze  noch  der  Binfachheit  wegen 

l  +  aT  =  b;         —  =  c, 

r 

so  geht  (13)  aber  in 

(U)  iL  =  _  _Q   r      ^^  2       xdx    n 

p  aLb  —  cx         Rb  — cxj* 

xdx 
Somit  wird  die  Differentialgleichang  (8)  ersetzt  durch  (14).   um       

dieser  letztern  Gleichang  zu  integrieren,  setze  man  b  —  c  x  =  z,  so  wird 

__       dz  _b  —  z  xdx_       bdzdz 

c  c  b-— ex  c'z  c^ 

Folglich 


/ 


xdx  b.     ^.  v'.b  —  ex 


=  — --2-log(b  — cx);+ 


b  — ex  c^  c^       * 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  gibt  Gleichung  (14) 

logp  =  -^[>og(b  -  ex)  -  |^log(b  -  ex)  +  -|^(b  -  ex)]  +  C. 

Für  X  =  0  wird  p  =  P ;  folglieh 

logP  =  ^[logb-|flogb  +  |^]  +  C 

and  darch  Subtraktion 

,      P         Q   r/,       2b\,  b         ,2x1 

oder  auch,  indem  man  die  Werte  von  b  nnd  e  einfährt: 

/.ex    I      P        Q     r  TA       ^1  +  aT     r\,           1  +  aT        ,   2x1 
(15)    log— =  -5^ —    M_2^ )log ^ \-—l 

p         a    «LV  R  ^y       i^ciT-—x  -^ 

r 

p 

Setzt  man  den  Wert  von  log —  aus  (11)  hier  ein,  so  gibt  (15) 

aa  /       B    ,   2xN       2x       /,       ^l  +  aTr\,  1  +  aT 


aa/       B    ,   2xN       2x       /,       «l  +  aTr\, 


l  +  aT--x 

r 
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Maltipliziert  man    mit  —  1,   so   kann   der  Brach  rechts,   von  welchem 
der  Logarithmus  zu  nehmen  ist,  umgekehrt  werden  und  man  erhält 


(16)       ,og(l-f.^-fi^)  = 


2x 

R 

aa 
Qr 

Y2x 
V  R 

+  log 

i) 

1 

—  2 

1  +  a 
R 

T    r 

a 

Hieraas  ist  nan  x  za  bestimmen.  Um  einen  angenäherten  Wert  von  x, 
der  mit  x„  bezeichnet  sei,  zu  erhalten,  vernachlässige  man  alle  Brache 
mit  dem  Nenner  R,  entwickele  die  linke  Seite  in  eine  Reihe  und  ver- 
wende  nur  das  erste  Glied  derselben,  so  wird,  entsprechend  (4) 

X,  =  (i  +  «T)^iog:-^ 


Q     ""^  b* 

Diesen  Wert  von  x„  führe  man  in  (16)  ein,  so  kann  der  Wert 
von  X,  der  im  Ausdruck  links  vorkommt,  berechnet  werden.  Dabei 
sind  a  =  0,004;  r  =  173;  a  =  10330  und  Q  =  1,293  zu  nehmen. 

252.  Pichtigkf  it  der  lasse  in  iDnern  der  Erde.  Es  soll  die  Dich- 
tigkeit der  Erdmasse  in  einer  beliebigen  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
bestimmt  werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Dichtigkeit  pro- 
portional mit  der  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche  zunehme.     Es  sei : 

r   der  Halbmesser  der  Erde,  diese  als  Kugel  gedacht, 

a0  =  2,65    die  Dichtigkeit  der   Erdmasse   an   der  Oberfläche  (J.   R. 
Blam), 

am  =  5,56  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  (Cornu  u.  Baille), 

a  die  Dichtigkeit  im  Abstände  x  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  also  in 
der  Tiefe  r  —  x  unter  der  Oberfläche  und 

b  der  Wert,    um  welchen  die  Dichtigkeit  per  Längeneinheit  von  der 
Oberfläche  nach  dem  Innern  zunimmt,  so  wird  sein 

(1)  a  =  ao  +  b  (r  —  x). 

Man  lege  zwei  Kugelflächen  mit  den  Radien  x  und  x  H~  <^  ^  vooa 
Mittelpunkt  der  Erde  aus,  so  schliessen  dieselben  ein  Volumen 
=  4  TT  x^  d  X  ein,  von  der  gleichförmigen  Dichte  a.  Die  Masse  dieses 
Volamenelementes  ist  also  =  4  7rx^d  x[ao  +  b  (r  —  x)];  folglich  die 
Masse  der  ganzen  Erdkugel 

4  7r  j      (ao  +  br)  x^dx  —  bx^dx    =  47r    (a©  +  br)-^ *^^  r 

Die  Masse  der  Erde  ist  aber  auch  =4r^^^m.     Folglich  wird  sein 

4^[(ao+br)^-b^]  =  | 

and  hieraas 

(2)  ^  ^  ^  am  -  ao 

r 

Setzt  man  diesen  Wert  b  in  (1),  so  folgt  die  gesachte  Relation 


r^Tram 
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(8)  .-*,+4(l-y)(..-*,), 

oder  indem  man  obig«  Zablenwerte  für  ag  nnd  &m  einfährt 

(4)  8  =  14,29-  11,64—, 

Setzt  man  in  (4)  x  =  0,  so  erhlUt  man  als  Dichte  der  Masse  im 
HittelpQDfct  der  Erde  a  =  14,29.  Diese  Dichte  ist  somit  nahe  gleich 
derjenigen  des  Qaecksilbers. 

Wirä  in  (3)  die  Dichte  a  zn  Sc,  so  folgt 
X  =  0,75  r, 
d.  h.   die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  liegt   am  '/«    vom  Halb- 
messer der  Erde  anter  der  Erdoberflftche. 

253.    lestiHBiBg   der   Ab^lattaag   der   Erde   aai    OradaciiHgei. 

Schneidet  man  die  Erde  l&ngs  ihrer  Rotationsachse  AC  (Pig.  95),  so 
eatstebt  als  Schnitt  ein  Meridian  CEB.  Dieser  sei  eine  Ellipse,  deren 
Halbachsen  a  nnd  b,  so  wird  das  Verhältnis 

(1)  'v-" 

die  Abplattung  der  Erde  genannt. 

Die  Koordinaten  des    Ellipsenponktes  E  seien  A  P  =  x,  B  P  =  y, 
so  ist  die  Gleichnng  der  Ellipse  für  den  Mittelpankt 

(s)  ,--^-K?^If 

nnd  das  Bogeoelement  der  Ellipse  äs  —y<is.^  -\-  dy^. 

Man  beschreibe  über  der  halben  grossen  Achse  AB  einen  Kreis  BD, 
verlängere  die  Ordinate  EP   bis  znin   Durcbschnitt  D    mit  dem  Kreise, 
ziehe  den  Radias  AD  nnd  setze  WiokelDAB  — n,  so  ist  z  =  acosa, 
folglich  auch  nach  (2)  ;  =  b  sin  u.     Hierans  folgt 
(3)  d  K  =  —  a  sin  u  d  u,       d  y  =  b  cos  o  d  u. 

4)  d  s  =  d  D  VVsinV+b^cös»^. 

Man  ziehe  die  Rreiatangente  DG  bis  zum 
Pig.  95.  Dnrchschnitt  G    mit    der   Ahscissenachse    nad 

verbinde  E  mit  G,  so  wird  auch  EG  eise 
Tangente  an  die  Ellipse  (§  47). 

Man  ziehe  eine  Normale  EH  dnrch  den 
Punkt  E,  so  nennt  man  den  Winkel  E  H  x  =  v, 
welchen  sie  mit  der  grossen  Achse  bildet,  die 
geographische  Breite  des  Punktes  x,  y.  Da 
Tangente  EG  and  Normale  EH  rechtwinkelig 
zu  einander  stehen,  so  ist  nach  §  50 

cotgv=-^. 
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Allein  aas  den  beiden  Gleichnngen  (3)  folgt  anch 

dy  b      ^ 

dx  a 

dy 
Setzt  man  diese  Werte  von  -H^  einander  gleich,  so  wird 

d  X 

a  tang  u  =  b  tang  v. 

Hierans  folgt 

«                   a^cos^v                    .  „                    b^sin^v 
cos^u  =  — 5 5 — .   .  o  .  o     ;      sin-'n  — 


a^  cos^v  +  b*  sin^v  '  a^  cos^v  +  b^  sin^v  ' 

abd  V 

a^  cos^v  +  b^  sin^v 

Fährt  man  diese  Werte  in  (4)  ein,   so  ergibt  sich  das  Differential  des 
Meridians,  aosgedräckt  darch  die  geographische  Breite 

aH^dv 

d8= y-. 

(a^cos^v  +  b^sin^v)^ 

Ans  (1)  folgt  b  =  a(l  —  cc)  and  indem  man  quadriert   and  das  Glied 
mit  a^  als  einer  sehr  kleinen  Grösse  vernachlässigt 

b2  =  a2(l-2a). 
Hierdurch  wird 

(5)  ds=     aa-2«)<»;. 

(1  -2asin2v)2 

In  dieser  Gleichang  (5)  sind  a,  a,  d  v  konstant.  Man  lasse  v  am 
d  V,  2d  V,  3d  V, . .  wachsen,  so  nimmt  der  Nenner  von  (5)  ab;  folg- 
lich nehmen  die  entsprechenden  Werte  des  Bogenelementes  d  s  za. 
Das  nämliche  wird  stattfinden  für  eine  Samme  von  Bogenelementen, 
also  für  Grade  des  Meridians.  Die  Grade  des  Meridians  wachsen  so- 
mit vom  Aeqaator  nach  den  Polen  hin. 

Dm  (5)  za  integrieren,  entwickele  man  den  Nenner  in  eine  Reihe 
und  vernachlässige  alle  Glieder  von  der  zweiten  Potenz  der  Grösse  a 
an,  so  ist 

(1  —  2  a sin^a)     ^  =  l  +  3a sin^v, 
(1  +  3  a  sin^v)  (1  —  2a)  =  l  —  2a  +  3a  sin^v 


und  da 


so  ist 


sin^v  =  ^  (1  —  cos  2  v). 


j            /^*        «A-i           3aa        ^     , 
ds  =  all K~  j^^ n —  cos  2  V  d  v. 

Mithin  darch  Integration  dieser  Formel 

s  =  all~  —  jv 2 —  sm  2  V  +  0. 
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Nimmt  man  den  Bogeo  zwischeD  den  Breiten  v  ond  v',  sodann 
zwischen  den  Breiten  V  und  V  and  bezeichnet  die  entsprechenden 
Bogen  durch  s'  und  S',  so  ist 


s'  =  a  (l  -   2  )(''""')  ~  -^T^  («'°  2  v'  -  sin  2  v), 

8'  =  aTl  -  y)(V'- V)-  -^-^(sin  2  V  -  sin 2  V). 

Nun  sollen  die  unterschiede  v'  —  v,  V  —  V  je  einen  Grad  um- 
fassen, also  die  Bogen  s^  S'  die  Längen  dieser  Grade  sein.     Da 

sin  2  v'  —  sin  2  V  ==  2  sin  (v'  —  v)  cos  (v*  +  v), 
so  wird 

s'  =  a  (  1  —  ^  -  ]  (v'  —  v) —  sin  (v'  —  v)  cos  (v'  +  v). 

Da  der  Unterschied  v'  —  v  nur  einen  Grad  misst,  so  verwechsele 
man  sin(v'  —  v)  mit  dem  Bogen  v'  —■  v  und  setze  v'  +  v  =  2  Vq,  wo 
Vq  die  mittlere  Breite  bezeichnet,  so  folgt 

8  =  a  (v'  —  v)  I  1  -  ^ —  cos  2  Vo  J. 

Wird  die  Redaktion  für  S^  ebenso  durchgefährt,  und  mit  Vo  die 
mittlere  Breite  des  Bogens  S'  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Division, 
da  v'  —  v  =  V  —  V  als  Werte  von  je  einem  Grad 


1    « 

S'                 2 

3« 

^C082Vo 

s'                  a 
2 

cos  2  Vo 

Für  Vo  >  Vo  ist  auch  S'  >  s',   also  das  Verhältnis  S' :  s'  um  eine 
kleine  Grösse  ß  grösser  als  die  Einheit.     Man  kann  mithin  setzen 

a        [3  a        ^,r 
1-— -^-cos2Vo 


1        "         3a 
1-^ 2-cos2vo 


Man   schaffe  den    Nenner  weg   und    vernachlässige  die   beiden  Glieder 
mit  dem  Produkt  aß^  so  folgt  als  gesuchter  Wert  der  Abplattung 

2  ß 

a  = 


3     cos  2  Vft  —  cos  2  Vi 


Im  Jahre  1735  machten  Bouger,  Condamine  und  Godin  in 
Peru  eine  Gradmessnng  und  Picard  um  1669  eine  solche  in  Frank- 
reich bei  Amiens,  welche  um  1739  durch  Lacaille  verifiziert  wurde. 
Die  Resultate  dieser  Messungen  sind 
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Messung  in  Pern.  Messung  bei  Amiens. 

8'  =  56753  Toisen,  S'  =  57060  Toisen, 

v^=0<>0'.  Vo  =49«  54'. 

Hieraus  folgt 

-^  =  1,00541 ;        ß  =  0,00541 ; 

s 

cos  2  Vo  —  cos  2  Vo  =  1  +  cos  80«  12'  =  1,170209, 

2      0,00541  1 


a  = 


3     1,170209        324" 


Hiernach  wurden  sich  die  kleine  und  grosse  Achse  des  elliptischen 
Meridians  wie  323 :  324  verhalten. 


XX.    Aus  der  mecbanischen  Wärmelehre. 

254.  Wesen  der  Wärme.  Man  denkt  sich  die  Körper  zusammen- 
gesetzt aus  Körper-  und  Aetheratomen.  Die  erstem  sind  dem  Gedetz 
der  Schwere  unterworfen,  ziehen  sich  also  gegenseitig  an.  Die  Aether- 
atome  bilden  eine  feine  Flüssigkeit  mit  vollkommener  Elastizität;  ihre 
Teile  stossen  sich  unter  einander  ab,  werden  aber  von  den  Körper- 
atomen  angezogen.  Dadurch  bilden  sich  um  die  Körperatome  herum 
Aetherhüllen ,  deren  Dichtigkeit  nach  dem  Körperatom  hin  zunimmt 
Diese  Hüllen  halten  die  Körperatome  auseinander.  Der  Aether  ist  dem 
Gesetz  der  Schwere  nicht  unterworfen,  seine  Masse  ist  gegenüber  der- 
jenigen der  Körperatome  verschwindend  klein. 

Ein  Körperatom,  an  der  Oberfläche  des  Körpers  liegend,  kann 
von  aussen  her  in  Bewegung  versetzt  werden,  ohne  dass  der  ganze 
Körper  in  Bewegung  gerät,  so  z.  B.  durch  Stösse,  durch  Reiben  der 
Obeirfläche,  durch  plötzliches  Abtrennen  einzelner  Körperteile  mittels 
Werkzeugen  u.  s.  w.  Der  in  Bewegung  geratene  Körperatom  rückt 
gegen  benachbarte  Atome.  Dadurch  werden  die  Aetherhüllen  dieser 
Atome  zusammengedrückt;  in  einem  bestimmten  Augenblick  erreicht 
die  Verdichtung  der  Hüllen  einen  höchsten  Grad.  In  diesem  Augen- 
blick gehen  die  Körperatome  auseinander;  der  erste  kehrt  zur  ursprüng- 
lichen Lage  zurück,  schwingt  über  diese  hinaus,  kehrt  wieder  zurück 
u.  8.  w.  Er  nimmt  eine  hin-  und  hergehende  Bewegung  an  mit  sehr 
kleiner  Schwingungsweite  und  grosser  Geschwindigkeit.  Die  Bahn  des 
Atoms  kann  geradlinig  oder  krummlinig  sein;  der  Atom  kann  eine 
fortschreitende  und  zugleich  eine  rotierende  Bewegung  haben.  Die 
Bahnen  der  fortschreitenden  Bewegung  sind  nicht  parallel  unter  ein- 
ander,  sondern  schneiden  sich  unter  allen  denkbaren  Winkeln. 

In  der  Regel  kommt  eine  grosse  Anzahl  von  Atomen  zugleich  in 
schwingende  Bewegung.  Diese  teilt  sich  dann  zunächst  den  benach- 
barten Atomen  mit  und  diese  übertragen  die  Bewegung  weiter.  Diese 
Bewegungen  hat  man  wegen  der  kleinen  Bahnen  stationäre  genannt. 

Ein  Massenteilchen  kann  nur  in  Bewegung  geraten,  wenn  ihm 
lebendige  Arbeit  (§  173)  mitgeteilt  wird.     Es  sei  n  die  mittlere  Ge- 


L 
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schwiDdigkeit  eines  Körperatoms  and  m  seine  Masse,  so  ist  die  in  ihm 
angesammelte  lebendige  Arbeit 

^mu*. 

Sind  alle  KArperatome  in  solcher  schwingender  Bewegang,  so  kann 
die  im  ganzen  Körper  enthaltene  lebendige  Arbeit  dargestellt  werden 
durch  den  Ansdrock 

(1)  2^mn\ 

worin  das  Snmmenzeichen  2  sich  über  alle  Atome  des  Körpers  aas- 
zndehnen  hat. 

Diese  in  den  schwingenden  kleinsten  Teilen  des  Körpers  enthaltene 
lebendige  Arbeit  heisst  Wärme  des  Körpers  und  zwar  fühlbare  oder 
freie  W&rme. 

Jeder  Geschwindigkeit  n  entspricht  eine  bestimmte  Temperatur. 
Diese  ist  also  proportional  dem  Quadrat  der  mittleren  Schwingungs- 
geschwindigkeit. Hört  die  schwingende  Bewegung  auf,  d.  h.  ist  a  =  0, 
so  ist  auch  die  Temperatur  =  0.  Diesen  Nullpunkt  der  Temperatur- 
skala nennt  man  absoluten  Nullpunkt  und  die  Grade  auf  dieser  Skala 
abrsolnte  Temperatur.  Dem  Gefrierpunkt  entspricht,  wie  gezeigt 
wird,  eine  Temperatur  =  —273®,  d.  h.  der  absolute  Nullpunkt  liegt 
um  273  Zentigrade  tiefer  als  der  Nullpunkt  unserer  Thermometer. 
Zeigt  unser  Thermometer  z.  B.  20®,  so  ist  die  entsprechende  absolute 
Temperatur  273  +  20  =  293®  C. 

255.  leehaiisekes  Aeqiifaleit  der  Warne.  Als  Einheit  der  Arbeit 
nimmt  man  gewöhnlich  das  Meter  -  Kilogramm  (mkg)  an  und  als  Ein- 
heit der  Wärme  die  Kalorie,  d.  h.  jene  Wärme,  welche  nötig  ist,  um 
1  kg  Wasser  von  0®  um  1®  C.  zu  erwärmen. 

Da  nun  Wärme  Arbeit  ist,  so  wird  in  jeder  Kalorie  Wärme  eine 
Anzahl  Meter- Kilogramme  enthalten  sein.  Diese  Anzahl  ist  durch  Ver- 
suche festgestellt,  sie  beträgt  424  mkg.  Man  nennt  diese  Grösse  das 
mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit,  oder  anch  die 
Joule 'sehe  Zahl,  weil  sie  durch  Joule  zuerst  sicher  festgestellt  wurde. 

Der  Sinn  dieser  Zahl  ist  folgender:  Eine  Kalorie  Wärme  kann  er- 
zeugt werden  durch  424  mkg  Arbeit;  aber  ebenso  kann  1  Kalorie  Wärme 
eine  Arbeit  von  424  mkg  leisten.  Dass  dieses  Verhältnis  ein  festes 
sein  muss,  ist  selbstverständlich,  gleichviel,  ob  durch  Arbeit  Wärme 
oder  durch  Wärme  Arbeit  etitstehe,  ob  die  Umwandlung  langsam  oder 
schnell  vor  sich  gehe,  in  dieser  oder  jener  Substanz  u.  s.  w. 

Der  reziproke  Wert  von  424  ist  die  Wärme,  welche  1  mkg  liefern 
kann  und  wird  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit  genannt; 
es  gehen  also  aus  1  mkg  Arbeit  hervor  ^484  Kalorien. 

256.  Latente  Wärme.  Geht  Wärme  in  einen  Körper  über,  so  wird 
seine  Temperatur  erhöht  und  sein  Volumen  verändert.  Der  Teil  Wärme, 
welcher  die  Temperatur  steigert,  ist  die  sensible  Wärme  nach  Aus- 
druck (1);  der  andere  Teil  heisst  latente  Wärme.  Diese  zerlegt  sich 
im  allgemeinen  in  zwei  Teile :  Der  eine  überwindet  die  Molekularkräfte, 
welche  der  Volumenändernng  entgegen  wirken  und  heisst  innere 
latente  Wärme;  der  andere  überwindet  äussere  Kräfte,  die  bei  der  Zu- 
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nähme  des  YoIameDS  za   äberwinden  sind  und  heisst  äussere  latente 
Wärme. 

Es  sei  Q  die  Wärme,  welche  eine  Gewichtseinheit  Stofif  aufnehme. 
Dadnrch  steige  dessen  Temperatur  um  t  Grade,  so  ist  die  entstandene 
fühlbare  Wärme  =  et,  wenn  c  die  spezifische  Wärme  des  Körpers  be- 
zeichnet. Die  auf  latente  Wärme  verwende  Arbeit  sei:  auf  die  innere  J, 
auf  die  äussere  L,  so  entspricht  diesen  Arbeiten  eine  Wärmemenge 
=  (J  +  L) :  424.     Daher 

(2)  Q  =  ct  +  -i-+    ^ 


424     '    424 

Nicht  bei  allen  Vorgängen  treten  die  drei  Glieder  rechts  auf. 
Wenn  z.  B.  ein  permanentes  Gas  sein  Volumen,  seine  Dichtigkeit  und 
Temperatur  ändert,  so  ist  keine  Arbeit  auf  die  Aenderung  des  Molekular- 
zustandes  zu  verwenden,  es  wird  daher  J  =  0. 

Wird  dieses  Gas  ausserdem  erwärmt,  ohne  dass  sich  sein  Volumen 
ändert,  so  ist  auch  keine  äussere  Arbeit  nötig,  daher  auch  L  =  0.  Es 
verbleibt  daher  nur  noch  das  erste  Glied  ct. 

Wird  Eis  von  0^  in  Wasser  von  0®  verwandelt,  so  ist  t  =  0  und 
es  kann  auch  L  =  0  gesetzt  werden,  da  das  Volumen  sich  nicht  wesent- 
lich ändert.  Daher  bleibt  nur  das  zweite  Glied  mit  J  bestehen.  Da 
zum  Schmelzen  von  1  kg  Eis  79  Kalorien  nötig  sind,  so  wird  auf  das 
Schmelzen,  d.  h.  auf  die  Aenderung  des  Aggregatszustaudes  eine  Arbeit 
verwendet 

J  =  424  •  79  =  33496  mkg. 

Ein  Maschinenpferd  leistet  7ö  mkg  Arbeit  in  der  Sekunde.  Dieses 
Pferd  hätte  also  zum  Schmelzvorgang  eine  Zeit  zu  arbeiten  von 

33496  :  75  =  447  Sekunden. 

Wird  Wasser  von  100®  in  Dampf  von  derselben  Temperatur  ver- 
wandelt ,  so  ist  t  =  0  und  es  verbleiben  die  beiden  andern  Glieder. 
Die  Arbeit  J  löst  den  Aggregatszustand  auf,  die  Arbeit  L  schafft  dem 
Dampf,  der  sich  bildet,  den  nötigen  Raum  zu  seiner  Existenz. 

257.  AUeitung  der  Joule^schen  Zahl.  Man  denke  sich  1  kg  atmo- 
sphärische Luft  in  einem  Cylinder  durch  einen  Kolben  abgeschlossen. 
Es  werde  nun  diese  Luft  erwärmt  um  1®,  so  aber,  dass  der  Druck 
der  Luft  der  gleiche  bleibt,  so  wird  der  Kolben  unter  diesem  Druck  aus- 
weichen ;  also  ist  eine  äussere  Arbeit  zu  verrichten.  In  der  letzten  Glei- 
chung (2)  wird  J  =  0  und  t  =  1  ®.  Ferner  bezeichnet  c  die  spezifische 
Wärme  der  Luft  fär  konstantes  Volumen  und  Q  diejenige  für  konstanten 
Druck.  Diesen  letztern  Wert  wollen  wir  mit  c'  bezeichnen  und  die 
Zahl  424,  die  als  Unbekannte  aufzufassen  ist,  mit  E ;  so  folgt  aus  (2) 


(3)  E  =  - 


c  —  c 


Nun  ist  c'  =  0,2377;  c  =  0,1686.  Um  L  zu  finden,  nehme  man 
die  ursprungliche  Temperatur  der  Luft  =  0®  und  den  Druck  =  1  Atmo- 
sphäre an,  so  ist  das  Volumen  von  1  kg  derselben  1:1,2932  = 
0,77327  kbm,  da  das  Gewicht  von  1  kbm  Luft  =  1,2932  kg  beträgt. 
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Gibt  man  dem  Cylioder  1  qm  Grnndfläche,  so  wird  seine  Höhe 
=  0,77327  m.  Diese  Höhe  nimmt  bei  Erwärmung  om  1^  za  nm 
0,00367  •  0,77327  =  0,0028378  m  ,  da  0,00367  als  Ausdehnungskoef- 
fizient zu  betrachten  ist.  Also  legt  der  Kolben  während  der  Erwär- 
mung den  Weg  0,0028378  zurück  mit  einem  Druck  =  10330  kg. 
Diese  Werte  geben  L  =  10330  •  0,0028378  =  29,3  mkg.     Daher  wird 

0,0961  * 

Diese  Methode  rührt  von  Robert  Mayer  her;  er  gab  den  Wert 
von  B  anno  1842  zu  365  mkg  an.  Es  standen  ihm  aber  die  richtigen 
Werte  von  cf  und  c  noch  nicht  zur  Verfügung. 

258.  Cleseti  ?•■  fiay-Lassac.  Es  seien  po,  Vq  und  to  Druck,  Vo- 
lumen und  Temperatur  eines  abgeschlossenen  Gaskörpers  und  p,  v  und  t 
dasselbe  für  einen  zweiten  Zustand  desselben  Gaskörpers,  so  findet 
unter  diesen  Grössen  folgende  Beziehung  statt. 

Man  bringe  das  Gas  fdr  beide  Zustände  auf  0^  Temperatur,  ohne 
dass  ihre  Spannung  geändert  werde.  Dabei  gehe  vo  in  Vo  und  y  in  V 
über.  Auf  diese  Zustände  wende  man  das  Mariotte'sche  Gesetz  an, 
wonach  bei  gleicher  Temperatur  die  Volumina  sich  umgekehrt  verhalten 
wie  die  Drucke.     Daher  wird  Vq  :  V  =  p :  p©  oder 

(4)  -^  =  1. 

po  Vo 

Nun  erwärme  man  das  Gas  für  den  ersten  Znstand  auf  t  Grade, 
so  nimmt  sein  Volumen  zu  im  Verhältnis  von  1 : 1  -f-  a  to,  wo  a  den 
Ausdehnungskoeffizienten  für  das  Gas  bezeichne.  Ebenso  erwärme  man 
das  Gas  des  zweiten  Zustandes  auf  t  Grade.  Diesen  ZnstandsSnde- 
rungen  entspricht  Gleichung  (4) ,  wenn  man  ihre  ZShler  mit  1-^  ai 
und  ihre  Nenner  mit  1  -f-  a  to  multipliziert  und  sodann  V  (1  -|-  a  t) 
durch  V  und  Vo  (1  +  <<  to)  durch  Vq  ersetzt.     Man  erhält 

p  V     __    1  +  at 
Po^o         1  +  ato' 

Diesen  Zusammenhang  stellt  das  Gay-Lussac'sche  Gesetz  dar. 
Man  dividiere  Zähler  und  Nenner  rechts  mit  a  =  0,00367  und  da 
l:a  =  273,  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

(5)  .P^  =  |Zi+i-    oder         PV     _     Povo 


PoVo        273 +  to  273 +  t       273  +  to 

Nun  sind  die  Glieder  der  Summe  273  +  t  gleichartig;  also  wird 
auch  273  eine  Temperatur  sein.  Die  Temperatur  kann  daher  abnehmen 
um  273  +  t,  also  um  273®  unter  dem  Gefrierpunkt.  Diese  Temperatur, 
von  —  273®  an  aufwärts  gerechnet,  heisst  absolute  Nulltemperatnr. 

Aus  der  zweiten  Form  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  die 
Grösse  pv,  dividiert  durch  273 +  t,  eine  Konstante  ist,  die  mit  R 
bezeichnet  sei. 


Setzt  man  zar  BestimmaDg  derselben  t«  =  0;  Po  =  10830  kg  and 
rar  atmosphärische  Laft  Tq  =  0,77327  (§  257),  so  wird  fär  diese 
Gaaart 

Es  ist  das  die  in  Gleichung  (3)  vorkommende  ArbeitsgrOsse  L.    Aus  (5) 
folgt  nun  das  gesuchte  Gesetz 

(6)  pv  =  R(273  +  t)  =  RT, 

worin  T  die  absolute  Temperatur  bezeichnet. 

259,  Ireiilanr  clies  Caies  bU  ZisttidutarferiKgei  M  kciitaites 
TtliMCfl  flid  kaistanlen  Drnek.  Die  Gleipbuog  (6)  stelle  man  durch 
rechtwinkelige  Koordinaten  geometrisch  dar,  indem  man  v  als  Abscisse 
ond  p  als  Ordinate  aurtr&gt  (Fig.  96),  so  entsteht  fSr  ein  gleichbleiben- 
des t  eiae  gleichseitige  Hyperbel. 

Gesetzt,   die   Werte  v  und  p  entsprechen  dem 
Korvenpaukt  A.     Lässt  man   nun  bei  gleichbleiben-  ^'^-  ^^ 

dem  V  die  Temperatur  wachsen,  so  rückt  A  parallel 
zur  Ordinatenachse  vor  and  l&sst  man  bei  gleich- 
bleibendem p  die  Temperatur  zanehmeu,  so  rückt  A 
parallel  zur  Abscissenachse  vor. 

Durch   solche  Temperaturäuderungeu  beschreibe 
A  die  Seiten    eines    Rechteckes  ABOD,  dessen  eine 
Seite  A  B  parallel  zur  Ordinatenachse  liegt,  so  wird  das  Gas  nach  Voll- 
endung des  Kreislaufes  die  nrsprüDgliche  Temperatur  t  und  Spanunog  p 
haben. 

Der  Kreislauf  kann  wie  Tolgt  durchgeführt  werden.  Es  gelange  A 
nach  B,  es  bleibe  also  v  konstant.  Dieser  Uebergang  ist  nur  mOglich, 
wenn  dem  Gas  Wärme  zugeführt  wird;  dabei  steige  t  auf  t'  und  p 
auf  p'.  Hierauf  werde  der  Weg  BC  durchlaufen,  es  bleibe  also  p' 
konstant.  Auch  bei  diesem  Uebergang  muss  dem  Gas  so  viel  Wärme 
zugeführt  werden,  dass  v  zu  v'  und  t  zu  t"  heranwachse.  Nun  werde 
dem  Gas,  bei  gleichbleibendem  Volnmeo,  Warme  entzogen;  der  Punkt 
beschreibe  die  Seite  CD,  es  sinke  t"  anf  t"',  während  die  Spannung 
zu  p  wird.  Beim  Rückgang  von  D  nach  A  bleibt  p  konstant,  v'  nimmt 
ab  auf  V,  t'"  anf  t.  Auch  dieser  Vorgang  ist  nur  mAglich,  wenn  dem 
Gas  Wärme  entzogen  wird. 

Die  zu  diesem  Kreislauf  benötigte  Wärmemenge  ergibt  sich  wie 
folgt.  Die  letzte  Gleichung  (6),  angewendet  auf  die  vier  Eckpunkte 
des  Rechteckes,  wird  zu 

A.  pv  =  R(273  +  t),  C.     p'v'  =  R{273  4-t"), 

B.  p'v  =  R{273  +  t'),         D.     p  v'  =  R(273  +  t"'}. 
Vollliebt  man  die  Subtraktion  (B)  —  (A),  (C)  — (B)  etc.,  so  kommt 

v'(p  -p')  =  R(t'"-t"). 
p{»'-')  =  R(t'".-t). 


(1) 


fv  (p'-p)  =  R(t'  -t), 
lp'(v'~')  =  R{t"-f), 


,  .  f   q  =  rcv  (p'-p), 
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Beim  ersten  Debergang  werde  dem  Gas  die  Wärmemenge  q  zugeführt, 
beim  zweiten  q'.  Es  sei  ferner  1  kg  das  Gewicht  des  Gaskörpers; 
ferner  dessen  spezifische  Wärme  bei  gleichem  Drack  c'  und  bei  gleichem 
Volumen  c,  so  wird  fdr  diese  zwei  Debergänge 

(2)  q  =  c  (f  -  t),         q'  =  cf  (t"  -  tO- 

Bei  den  beiden  letzten  Debergängen  wird  dem  Gas  Wärme  entzogen; 
der  Entzug  betrage  beim  dritten  q'^  beim  vierten  q'^',  so  wird 

(3)  q''  =  c  (t"'  -  t"),         q'"  =  c'  (t'"  -  t). 

Führt  man  die  Werte  von  t'  —  t,  t"  —  t'  etc.  ans  (1)  in  (2)  und  (3), 
so  folgt,  indem  man  den  reziproken  Wert  von  R  mit  r  bezeichnet 

q'  =  rc'p'(v'-v), 
q"'  =  r  c'  p  (v'  -  v). 

Die  Wärmezuschüsse  betrachte  man  als  positiv,  die  Wärmeentzüge 
als  negativ  und  bezeichne  mit  Q  ihre  algebraische  Summe,  so  ist 

Q  =  (q  -  q")  +  (q'  -  q'")- 
Allein  die  Differenzen  in  diesen  Klammern  sind  vermöge  (4) 

q  -  q-  =  -  rc(v'  -  v)(p'  -  p),       q'  -  q-  =  r  c'  (v'  -  v)(p'  -  p). 

Daher 

(5)  Q  =  r(c'-c)(v'-y)(p'-p). 

Dieser  Wert  von  Q  kann  nicht  zu  Null,  auch  nicht  negativ  werden, 
weil  die  Differenzen  in  den  Klammern,  so  lange  wenigstens  die  Vor- 
gänge dem  Rechteck  entsprechen,  positive  Werte  haben.  Also  wird 
dem  Gas  mehr  Wärme  zugeführt  als  entzogen.  Der  Mehrbetrag  Q 
verwandelt  sich  in  Arbeit.  In  der  Tbat  wird  bei  den  beiden  ersten 
Uebergängen  eine  Arbeit  verrichtet  =  p'  (v'  —  v) ,  weil  das  Gas ,  in 
einem  Cylinder  eingeschlossen  gedacht  mit  der  Grundfläche  1,  den 
Kolben  mit  einem  Druck  p'  fortschiebt  um  den  Weg  v'  —  v.  Beim 
Rückgang  wird  eine  Arbeit  verbraucht  =  p  (v'  —  v),  weil  der  Kolben 
gedrückt  wird  mit  p  und  dabei  den  Weg  v'  —  v  durchläuft.  Die 
Differenz  dieser  Arbeiten  ist 

(P'  -  P)  (v'  -  y) 

und  daher  nichts  anderes  als  die  Rechtecksfläche,  welche  v' —  v  zur 
Grundfläche  und  p'  —  p  zur  Höhe  hat. 

Nun  vermöge  eine  Kalorie  Wärme  (§  257)  eine  Arbeit  E  zu  ver- 
richten, so  ist  die  Arbeit  von  Q  Kalorien  =  QE;  daher 

QE  =  (p'-p)(v'-y). 

Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  Gleichung  (5),  so  folgt  als  Wert 
des  mechanischen  Aequivalentes  E  der  Wärme 

c  —  c 
also  derselbe  Wert  wie  in  §  257. 
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Erfolgt  der  üebergang  nur  längs  der  beiden  ersten  Seiten  des 
Rechteckes,  so  ist  nar  Wärmezaschass  nötig.     Dieser  beträgt 

Q  =  q  +  q' =  r  [cy  (p' -  p)  +  c'p'(v' -  y)]. 

Sind  die  Rechtecksseiten  unendlich  klein,  so  kann  p'  —  p  als  das 
Differential  von  p  and  v^  —  v  als  das  von  v  angesehen  werden.  Die 
letzte  Gleichung  gebt  daher  über  in 

d  Q  =  r  [c  V  d  p  +  c'  (p  +  d  p)  d  v]. 

Hierin    kann   aber   das  Glied    mit  d  p  d  v  vernachlässigt   werden  gegen 
die   andern  in  der  Klammer.     Daher  wird 

(6)  dQ  =  r(cvdp  +  c'pdv). 

Bei  dieser  Aaffassang  schreitet  A  um  unendlich  kleine  Intervalle 
vor  in  der  Richtung  einer  Kurve  (Druckkurve),  welche  durch  die 
Punkte  A  und  C  geht  und  deren  Variable  v  und  p  sind. 

Für  den  Uebergang  längs  eines  endlichen  Bogens  dieser  Kurve, 
von  p,  v(A)  zu  p',  v'(C),  gibt  das  Integral  von  (6)  die  erforderliche 
Wärmemenge.     Diese  ist  daher 


(7)  Q^"*/'  (cvdp  +  c'pdv). 


Es  durchlaufe  der  Punkt  C  die  dritte  und  vierte  Seite  des  Recht- 
ecks, so  wird  die  Wärmemenge  Q^  welche  dem  Gas  entzogen  werden 
muss,  sein 

Q'  =  q"  +  q'"  =  r  [c  v'(p'  -  p)  +  c'p(v'  -  v)]. 

Wird  wieder  p'  —  p  =  d  p  und  v'  —  v  =  d  v ,  so  geht  diese  Gleichung 
über  in 

d  Q'  =  r  [c  (v  +  d  v)  d  p  +  c'  d  p  v] 

und  nach  Weglassung  des  Gliedes    mit  dpdv  und   angedeuteter  Inte- 
gration in 


Q'  =  r  r  ( 


c  V  d  p  +  c'  p  d  v). 


Dieser  Wert  von  Q'  ist  gleich  dem  von  Q  in  Gleichung  (7),  jedoch 
mit  entgegengesetztem  Zeichen,  weil  die  Integrationsgrenzen  vertauscht 
sind  (§  85).  Durchläuft  also  der  Kurvenpunkt  die  Druckkurve  rück- 
wärts, so  muss  dem  Gas  ebensoviel  Wärme  entzogen  werden,  als  ihm 
beigebracht  werden  muss,  wenn  er  vorwärts  schreitet. 

Es  sollen  nun  spezielle  Fälle  betrachtet  werden. 

I.  Der  Uebergang  erfolge  vom  Punkt  A  nach  B;  es  sei 
also  V  konstant. 

Daher  wird  in  Gleichung  (6)  d  v  =  0  und  die  Integration  dieser 
Gleichung  gibt 

Q  =  rcv(p'  — p). 

Die  Wärme  Q    wird   also    nur   auf  die  Zunahme  p'  —  p  des  Druckes 
verwendet. 

Antenheim  er ,  Elementarbach.  17 
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IL  Der  Uebergang  finde  von  B  nach  C  statt;  es  bleibe 
also  p  konstant. 

Da  in  Gleichung  (7)  d  p  =  0  ist,  so  gibt  die  Integration 

Q  =  rc'p(v'-v). 

Die   Wärme  Q  wird  also  aasschliesslicb  auf  die  Ausdehnung  des  Vo- 
Inmens  von  v  auf  v'  verwendet. 

III.  Der  Uebergang  vom  Punkte  p,v  zum  Punkte  p',v' 
erfolge  so,  dass  dem  Gas  weder  Wärme  zugeführt  noch 
ihm  entzogen  werde. 

Ist  dabei  v'>v,  so  entspricht  diesem  Vorgang  eine  Expansion 
des  Gases :  das  Volumen  v  geht  in  das  grössere  v'  aber  und  die  Span- 
nung sinkt.  Wenn  dagegen  v'  <  v,  so  entspricht  diesem  Vorgang  eine 
Kompression  des  Gases:  das  Volumen  nimmt  ab  und  die  Spannung 
steigt. 

Da  in  beiden  Fällen  Q  =  0  ist ,  so  muss  in  Gleichung  (7)  auch 
die  GrOsse  hinter  dem  Integralzeichen  =0  sein.     Also  wird 

cvdp  +  c'pdv-fO. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  —  =  n  und   sondert  die   Variabein,    so 

kommt 

<ip     .        dv 


p  V 

und  durch  Integration 

log  p  +  n  log  V  =  log  C, 

wo  log  C  die  Eonstante  der  Integration  bezeichnet.     Da  hieraus  log  p  v" 
=  log  C,  so  folgt 

p  V"  =  C. 

Mithin  ist  das  Produkt  pv**  konstant,  welche  zusammengehörende 
Werte  von  p  und  v  eingesetzt  werden.     Daher  die  Gleichung 

p  v°  =  p'  v'" 
oder  in  der  gewöhnlichen  Form 

Diese  Gleichung  enthält  das  Poisson'sche  Gesetz  (§  171,  b)  aber 
den  Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Volumen  des  Gases,  wenn  es 
seinen  Zustand  ändert,  ohne  dass  ihm  Wärme  zugeführt  oder  entzogen 
wird.  Diese  Zustandsändernng  heisst  adiabatisch  und  die  ans 
Gleichung  (8)  hervorgehende  Kurve  adiabatische  Kurve. 

Eliminiert  man  aus  (6)  von  §  258  und  (8)  zuerst  p,  p^  sodann  v,  v', 
so  erhält  man  folgende  Relationen 

f-(v)-=(-fr. 
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welche   mit  den   AenderaDgen   des  Druckes  oder   des  Volamens  aach 
diejeDige  der  Temperatur  zeigt. 

Die  Arbeit,  welche  auf  die  ZastandsäDderang  verwendet  werden 
mass,  ist  in  Gleichung  (5)  des  §  171  dargestellt. 

IV.  Der  Uebergang  von  den  Werten  p,  v  zu  den  Wer- 
ten p',v'  erfolge  bei  konstanter  Temperatur.  Dann  ist  nach  (6) 
von  §  258  das  Produkt  pv  konstant;  daher  sein  Differential 

vdp  +  pdv  =  0. 
Vermöge  dieser  Relation  wird  die  Elammergrösse  in  (6)  zu 

(9)  (c'  — c)pdv. 

Allein  nach  (6)  von  §  258  ist  auch 

R  (273  + 1) 
P  = -. • 

Vermittelst  dieses  Wertes  tod  p  geht  (9)  über  ia 

R  (c'  -  c)  (273  +  t)  — , 
and  die  Gleichnng  (6)  in 

(10)  dQ=±^^.R(273  +  t)— . 

IV  V 

Das  doppelte  Zeichen  rechts  ist  anzuwenden,  weil  dQ  für  Expan- 
sion positiv,  für  Kompression  negativ  wird.  Denn  wenn  ein  Gas  sich 
ausdehnt,  so  verrichtet  es  Arbeit;  es  wird  ihm  also  ein  entsprechender 
Teil  Wärme  entzogen.  Also  wird  seine  Temperatur  sinken.  Soll  diese 
nun  aber,  der  Voraussetzung  nach,  nicht  sinken,  so  muss  ihm  Wärme 
zugeführt  werden  und  zwar  gerade  jener  Betrag,  der  sich  in  Arbeit 
umsetzt.  Umgekehrt  verhält  es  sich  bei  der  Kompression.  Hier  wird 
Arbeit  auf .  die  Zusammendrückung  verwendet.  Dadurch  steigt  die 
Temperatur  des  Gases.  Soll  sie  nun  nicht  steigen,  so  muss  genau  so- 
viel Wärme  dem  Gas  entzogen  werden,  als  ihm  durch  die  Arbeit  mit- 
geteilt wird.  Nun  ist  der  erste  Bruch  rechts  in  (10)  der  reziproke 
Wert  von  E;  daher 

dQ=  ± -=r- (273  +  t) -— . 
ifi  V 

Da  hierin  t  konstant  ist,  so  erhält  man  als  Wärmeanf wand : 

für  die  Expansion 

R  r*^'  dv        R  v' 

Q  =  ^(273  +  t)£  ^  =  ^(273  +  t)log— , 

für  die  Kompression 

Q'  =  --|-(273  +  t)/"-^  =  |-(273  +  t)log-^. 

Da  die   Grösse  R(273-f  t)  durch   pv   ersetzt  werden   kann,  so 

werden  die  vorstehenden  Wärmemengen 

11* 
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and  die  Arbeiteo,  welche  der  Expansion  und  KompresaioD  entsprechen 

QE  =  p»log-^;     Q'E  =  pvlog-^. 

Die  letzte  dieser  Gleichangen  ist  in  §  172,  &  dargestellt. 
Die    anter   IV    aalgi-fQhrten    VorgBnge    heiasen    isothemische; 
sie  erfolgen   nach   dem   Gesetz   von    Mariotte,   die   Drnckkorve   der 
Gase  ist  daher  die  gleichseitige  Hyperbel. 

3M.  tarnet'scher  ftreltlaif.  Ein  abgescbloasener  Stoff  macht  einen 
Ereislaaf  dnrcb,  iodeni  er  anter  dem  Eioflasa  von  W&rme  verachiedene 
anfeinander  folgende  Zast&nde  anninimt  und  am  Schlosae  wieder  in 
den  Anfangszastand  mräckkehrt. 

Unter   den    vielen   denkbaren   Ereial&afen    zeichnet   sich    derjenige 
aas,    welchen  Sadi   Carnot  1824  vorgeschlagen  bat  nnd   zwar  des- 
wegen, weil  er,  znr  Gewinnung   von  Arbeit  benutzt,  ein  Minimnm  von 
Wkrme  erfordert,  also  den  höchsten  Wirkaogsgrad  der  Wftrme  liefert. 
Der  Stoff  sei  in   einem  Cylinder  elDgeschlossen.     Derselbe  besitze 
im  Anfangsznstand  ein  Volnmen  vg,  einen  Druck  po  nnd  eine  absolate 
Temperatur  To  (Fig.  97).    Man  fäbre  dem  Stoff 
Pj     2^  ^'^^   aussen  her  eine  Wlrme  Qo    za,   so   aber, 

daaa  seine  Temperatur  konstant  bleibt,  so  wird 
er  einen  iaotheriniscben  Zustand  durchlaufen; 
es  gehe  dabei  daa  Volumen  iu  vi  und  der  Drnck 
in  pi  über,  ea  aei  also  p^  pt  die  Drncklinie 
dieses  Vorganges. 

Hierauf  lasse  man  den  Stoff  einen  adiabati- 

schen  Vorgang  durchmachen,  indem  man  dem 

Stoff  weder  W&rme  lofShrt  noch  solche  entzieht. 

Das  Volumen  debne  sich  aus  auf  vi;  der  Druck 

sinke  auf  pi  nnd  die  Temperatur  anf  Ti. 

Nunmehr  drücke   man  den  Stoff  stetig  zusammen,   so  aber,  dass 

er  einen  isothermischen  Zustand  dnrchl&uft  bis  sein  Volumen  va  nnd 

aein  Druck  ps  wird.     Man  erreicht  dies,  wenn  man  dem  Stoff  vorweg 

jene  W&rme  Qt ,  welche  ihm   durch  den  Kolbendruck   mitgeteilt  wird, 

nach  aussen  hin  ableitet.     Dabei  soll  aber  die  Drnckkurve  ps  ps  nicht 

beliebig  lang,  sondern  so  gew&hlt  aein,  daaa  ein  neuer  adiabatischer 

Vorgang  die  Drnckkurve  pt  po  liefert,  d.  h.  den  Stoff  in  den  Anfangs- 

ZQStand  zurSckführt.     Damit  ist  der  Kreislauf  vollendet. 

Die  Arbeiteo,  welche  w&hrend  der  vier  Torg&nge  verrichtet  worden, 
sind  in  der  Figur  durch  Flächen  dargestellt  nnd  zwar:  w&hrend  des 
ersten  Vorganges  durch  vq  po  pi  vi,  w&hrend  des  zweiten  durch  vipi  pi  vi, 
wahrend  des  dritten  durch  vi  pa  pt  vg  und  w&hrend  des  vierten  durch 
"spspovo.  Die  beiden  ersten  Arbeiten  sind  produktiv,  die  beiden 
letztem  verbrauchen  nieder  einen  Teil  davon,  so  dass  die  schraffierte 
Fläche  die  Arbeit  angibt,  welche  w&hrend  des  Kreislaufes  gewonnen 
wird.  W&hrend  des  ersten  Vorganges  wurde  die  Warme  Qo  zugeführt 
nnd  w&hrend  des  dritten  die  W&rme  Qi  abgeleitet;  die  anf  den  Rreia- 
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lauf  verweudete  Dätzlicbe  Wärme  ist  daher  Qo  —  Qi  and  die  daraas 
eDtstandene  Arbeit  E(Qo— Qi).     Daher  die  Gleichnng 

(1)  E  (Qo  -  Qi )  ==  Fläche  po  pi  ps  pa . 

Die  Arbeit  E(Qo  — Qi)  ist  abhängig  von  den  Temperataren  To 
and  Ti,  wie  anch  der  Stoff  im  Cylinder  beschaffen  sein  mag. 

Diese  Abhängigkeit  mag  hier  gezeigt  werden  fär  den  Fall,  wenn 
der  Stoff  ein  permanentes  Gas  ist. 

Es  bezeichne  v  ein  im  Diagramm  liegendes  Volnmen  v  und  p  den 
zagebörenden  Drack.  Nimmt  v  um  dv  za,  so  kann  man  annehmen, 
es  bleibe  während  dieser  Aenderang  p  konstant;  daher  entsteht  das 
Arbeitselement  p  d  v.  Liegt  der  Pankt  p,  v  aaf  der  obern  isothermischen 
Linie,  so  ist  pdv  ein  Teil  jener  Arbeit,  die  während  der  ersten 
Zastandsänderang  verrichtet  wurde;  liegt  aber  der  Pankt  p,  v  aaf  der 
antern  isothermischen  Kurve,  so  ist  pdv  ein  Teil  der  Arbeit  während 
der  dritten  Zastandsänderang.  Daher  die  Arbeiten  für  diese  beiden 
isothermischen  Vorgänge 

(2)  E  Qo  =  Fläche  po  pi  vi  v  =  ('pdv; 

(3)  E  Qi  =  Fläche  p2  pa  vs  V2  =  (     p  d  v. 

Allein  für  beide  Vorgänge  gelten  auch  die  Gleichungen 

pv  =  RTo     und     pv  =  RTi 

des  Gay-Lussac'schen  Gesetzes  (6),  §  258.  Fährt  man  die  Werte 
von  p,  welche  diese  Gleichungen  geben,  in  (2)  und  (3)  ein,  so  folgt, 
da  R  und  T  konstant  sind 


r*^i  d  V 

Qo  =        RTo-^^  =  RTolog 

EQi  =        RTi-^^  =  RTilog 

Jva  V 


vo 

V2 


V3 

und  durch  Division  dieser  Gleichungen 

lo   — 
(4)  ^0         To  vo 


Q^  ^^        log^^ 


va 


Nun  sind  aber  die  Verhältnisse,  von  welchen  in  (4)  die  Logarithmen 
za  nehmen  sind,  einander  gleich.  Denn  man  erhält  für  den  ersten 
adiabatischen  Vorgang 

pi  Vi         To 


nach  dem  Gay-Lussac'schen  Gesetz  _ 

P2  V2  Ti 

und  nach  dem  Poisson^schen  Gesetz     .     ^^   =  (  —  )   ; 

Pl  \  V2  / 
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folglich  dorch  Moltiplikation  dieser  beiden  Gleichaogen 

ond  für  den  zweiten  adiabatiscbeo  Vorgang 

nach  dem  6a y-Lossac' sehen  Gesetz  — 


pS  V8  Tl 

and  nach  dem  Poisson'schen  Gesetz         ^—   =(  — )  ; 

po  Vvs/ 

daher  dnrch  Elimination  der  Drucke  ans  beiden  Gieichangen 
Ans  (5)  and  (6)  folgt  nan  aber 


also  auch  —  = 


Vi  Vo  Vo  V3 

Wegen  dieser  letzten  Gleichang  geht  (4)  über  in 

Qo         To 


(7) 


Qi        Tl 


Diese  Gleichung  enthält  nun  die  Carnot'sche  Proportion.  Sie  lautet: 
Die  Wärme,  welche  während  des  Kreislaufes  dem  Stoff  zugeführt  wird, 
verhält  sich  zur  Wärme,  welche  ihm  entzogen  wird,  wie  die  Temperatnr 
während  der  Periode  der  Wärmezuleitang  zur  Temperatur  während  der 
Wärmeableitung. 

Diese  Proportion  gilt  auch  für  andere  Stoffe  als  permanente  Gase, 
z.  B.  für  solche,  die  während  des  Kreislaufes  teilweise  den  Aggregats- 
zustand  ändern,  wie  dies  beim  Wasserdampf  immer  der  Fall  ist. 

Aus  Gleichung  (7)  folgt,  indem  man  auf  beiden  Seiten  1  abzieht 

,ßx  Qo-Qi  __  To-Ti 

Es  ist  aber  Qo  —  Qi  die  beim  Kreislauf  nützlich  gewordene  Wärme 
und  To  —  Tl  die  Temperatursenkung.  Folglich  verhält  sich  die  nütz- 
liche Wärme  zur  aufgewendeten  Wärme  wie  die  Temperatursenkung 
zur  Anfangstemperatur. 

Der  Bruch  links  in  (8)  heisst  Wirkungsgrad  der  Wärme; 
daher  wird  auch  der  zweite  Bruch  dasselbe  bedeuten.  Allein  dieser 
gibt  den  Ausdruck 

Daher  wird  der  Wirkungsgrad  gross,  wenn  wenig  von  der  Einheit  ab- 
gezogen werden  muss,  d.  h.  wenn  To  gross  und  Ti  klein  ist.  Bei  kalori- 
schen Maschinen  muss  also  der  Kreislauf  mit  hoher  Temperatur  be- 
ginnen und  mit  niederer  Temperatur  schliessen. 
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Man  kann  sich  nan  einen  geschlossenen  Kreislauf  denken,  bei 
welchem  die  Wärme  Qo  bei  wachsender  Temperatur  zugeleitet  nnd  die 
Wärme  Qi  bei  wechselnder  Temperatur  abgeleitet  wird.  Dabei  gibt 
es  aber  immer  eine  höchste  Temperatur  To  und  eine  niedreste  Ti.  Jene 
teilweisen  Aenderuugen,  welchen  keine  so  weit  auseinander  gelegenen 
Grenztemperaturen  entsprechen,  geben  einen  kleinern  Wirkungsgrad. 
Man  wird  also,  bei  gegebenem  Wärmeaufwand,  die  obere  Grenztempe- 
ratnr  To  so  lange  aufrecht  erhalten  als  möglich,  ebenso  die  untere  Ti. 
Dann  aber  kann  der  Uebergang  von  einer  Grenztemperatur  zur  andern 
nnr  ein  adiabatischer  sein. 

Die  ganze  mechanische  Wärmetheorie  beruht  auf  dem  Satze  von 
der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  und  auf  der  Carnot' sehen 
Proportion.  Man  nennt  sie  daher  auch  die  beiden  Fundamentalgesetze 
dieser  Theorie. 

261.   Anwendang  des  Carn^t'seheii  Cleseties  aaf  Wasserdanpf.     Der 

Stoff,  der  im  Cylinder  eingeschlossen  ist,  sei  Wasser.  Bei  Beginn  des 
Kreislaufes  habe  dasselbe  eine  Temperatur  T  und  einen  Druck  p.  Das 
Wasser  besitzt  also  bereits  seine  fühlbare  Wärme.  Man  führe  ihm 
nun  Wärme  zu,  so  aber,  dass  die  Temperatur  dieselbe  bleibt,  so  wird 
auch  der  Druck  derselbe  bleiben.  Mithin  wird  die  isothermische  Linie 
geradlinig  und  parallel  zur  Abscissenachse. 

Nunmehr  höre  die  Zuleitung  von  Wärme  auf,  so  kann  im  Cylinder 
vorhanden  sein:  eine  Mischung  von  Wasser  und  Dampf,  gesättigter 
Dampf  allein  oder  überhitzter  Dampf,  je  nach  der  Wärmemenge,  welche 
zugeleitet  worden.  Es  beginne  nun  der  adiabatische  Vorgang  (ohne 
Wärmezuleitung  und  ohne  Wärmeableitung),  bis  die  Temperatur  auf  Ti 
nnd  der  Druck  auf  pi  gesunken  sei. 

Von  hier  an  trete  ein  isothermischer  Vorgang  ein  mit  der  Tempe- 
ratur Ti,  so  wird  auch  die  Spannung  pi  bleiben.  Das  ist  nur  mög- 
lich, wenn  dem  Stoff  im  Cylinder  Wärme  entzogen  wird  und  zwar 
so  viel,  als  ihm  Wärme  durch  das  Zusammendrücken  mittels  des  Kol- 
bens übertragen  wird,  so  wird  auch  diese  isothermische  Linie  parallel 
zur  Abscissenachse. 

Endlich  werde  der  Kreislauf  durch  eine  zweite  adiabatische  Linie 
geschlossen ,  so  wird  sich  während  derselben  aller  Stoff  im  Cylinder 
in  Wasser  verwandeln  von  der  Anfangstemperatur  T. 

Die  von  den  vier  Linien  eingeschlossene  Fläche  gibt  die  gewonnene 
Arbeit  an.  Wäre  sie  ein  Parallelogramm,  so  könnte  man  sie  berechnen 
aus  der  Länge  und  Breite.  Die  Breite  ist  die  Differenz  p  —  pi ;  dagegen 
kann  als  Länge  nur  dann  die  obere  isothermische  Linie  angenommen  wer- 
den, wenn  die  Breite  sehr  klein  ist.  Man  nehme  daher  p  — -  pi  unend- 
lich klein,  also  =  d  p  an.  Dann  wird  die  Länge  dargestellt  durch  den 
Weg  n,  den  der  Kolben  während  der  vollständigen  Verdampfung  durch- 
läuft. Es  soll  also  gerade  so  viel  Wärme  zugeleitet  werden,  dass  alles 
Wasser  sich  in  gesättigten  Dampf  verwandelt.  Denkt  man  sich  den 
Querschnitt  des  Cylinders  =1,  so  ist  das  vom  Kolben  beschriebene 
Volumen  =1'U;  also  kann  u  auch  als  Volumen  aufgefasst  werden. 
Die    Rechtecksfläche    ist  nun  =  u  d  p  und    die    entsprechende   Wärme 
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adp:B.  Uiese  GrSsse  ist  du  erste  Glied  der  Carnot'acben  Pro- 
portion (8),  S.  962,  also  die  GrOase  Q«  —  Qi. 

Dem  Wasser  im  Cylioder  mass  inr  VerdampfuDg  aar  latente 
W&rme  (S.  2fi2)  logeföhrt  nerden.  Diese  kann  bestimmt  werden  aas 
den  empirischen  Formeln 

(1)  q  =  t  +  0,00002 1'  +  0,0000003 1', 

(2)  Q  =  606,6  +  0,806 1, 

worin  bezeichnen:  Q  die  W&rme,  welche  1  kg  Wasser  von  0**  zuge- 
führt werden  mass,  um  bei  t  Zeotigradeo  in  Dampf  verwandelt  zn  wer- 
den und  q  die  fühlbare  W&rme,  d.  h.  jene,  welche  das  Wasser  ent- 
halten mass  unmittelbar  vor  Begioo  des  Verdampfens. 

Dann  ist  Q  —  q  die  latente  W&rme  des  Dampfes  nnd  bildet  das 
zweite  Glied  der  Carnot'Bchen  Proportion.  Der  Spannangsabnabme  dp 
entspricht  eine  Temperatarabnahme  dT;  daher  geht  Gleich angj  (8) 
von  §  260  über  in 

i|L:Q-,-dT:T, 

woraoe  als  Volamen  n  folgt 

'■^'  ""      T       "dT"- 

Geber  den  Zosammenhang  zwischen  t  und  p  hat  Regnaalt  Ver- 
suche gemacht,  die  von  —  32  bis  +  230  Zentigraden  reichen  und 
Formeln  angegeben,  aas  denen  p  berechnet  werden  kann,  wenn  man  t 
kennt.  Die  eine  dieser  Formeln  amfaast  die  Temperataren  von  ~  32" 
bis  0',  die  andere  diejenigen  von  0**  bis  100"  and  die  dritte  die  von 
100"  bis  230".     Aas  diesen   Formeln   kann   durch  Differentiation  da« 

Verh&ltnis  -^ —  abgeleitet  werden.     Allein   die   Formeln   sind   kompli- 
dp 

ziert    und  dadarch   unbeqaem.     Dafür   werde  folgendes  AnoILherangs- 

verfabren  angewendet. 

Man  stelle  den  Zusammen- 
hang zwiscben  Temperatur  UDd 
Druck  graphisch  dar  (Fig.  98), 
so  entsteht  eine  Rarve  0  b  c, 
welche  Drackkorve  des  gesättig- 
ten Dampfes  genannt  wird.  Es 
sei  0  A  ^  T  lind  A  a  =  p.  Man 
lege  durch  den  Karvenpunkt  a 
eine  Tangente  af,  so  ist  das  in 
Gleichang  (3)  erhaltene  Differen- 
tial Verhältnis 


(4) 


dT  ^  Af 

dp        Aa' 

IQ    Man  mache  AB  =  AC,  ziehe  die  Ordinalen   Bb  und   Gc,   lege 
durch  die  Earvenpunkte  b  nnd  c  eine  Sekante  bc,  so  wird  diese  nm 
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so  mehr  parallel  znr  Tangente  werden,  je  näher  B  ond  C  an  A  liegen. 
Nun  schreitet  die  Regnanlt^sche  Dracktabelle  vor  von  Grad  zn  Grad. 
Man  nehme  nun  OA  an,  so  wird  als  kleinster  Wert  za  wählen  sein 
AB  =  1^  also  BG  =  2^  Man  ziehe  be  parallel  znr  Abscissenachse, 
so  ist  ce  der  Unterschied  ans  den  Ordinalen  Cc  and  Bb,  welche  aas 
der  Tabelle  entnommen  werden.  Daher  das  Differentialverhältnis  (4) 
sehr  nahe  =  b  e :  c  e. 

Es  sei,  am  die  namerische  Aaswertang  von  a  zu  zeigen,  das  Volumen 
von  1  kg  gesättigtem  Dampf  von  1  Atmosphäre  Druck  zn  bestimmen. 

Es  ist  t=  lOO**;  also  nach  (1)  und  (2) 

q  =  100,5 ;     Q  =  637 ;     Q  -  q  =  536,5  Kai. 
Ferner  für  1  Atmosphäre  Druck 

T  =  273  +  100  =  373^     p  =  10330  kg 
und  fSr  101  und  99  Zentigraden  nach  Regnault 

C  c  =  1,0363 ;     B  b  =  0,9649 ;     c  e  =  0,0714  Atm. 
Folglich  diese  Druckdifferenz  pro  1  qm  Fläche 

ce=  10330-0,0714. 
Setzt  man  diese  Werte  in  (3),  so  ergibt  sich 

u  = -— - — - — '  ^^^«.^   rv  r^^^  M   =  1,653  kbm. 

373  10330  •  0,0714 

Daher  der  Raum,  welchen  dieser  Dampf  einnimmt 

0,001  +  1,653  =  1,654  kbm. 

Nachdem  nunmehr  das  spezifische  Dampfvolumen  berechnet  ist, 
kann  auch  die  Zerlegung  der  latenten  Wärme  des  Dampfes  in  äussere 
und  innere  vorgenommen  werden. 

Beim  Vorschieben  des  Kolbens  während  der  Verdampfung  legt  der 
Kolben  den  Weg  u  mit  einem  Druck  p  zurück,  verrichtet  also  die 
Arbeit  pu;  daher  die  ihr  entsprechende  äussere  latente  Wärme 


(5) 


pu 


424 

Diese  hat  man  nun  von  der  ganzen  latenten  Wärme  Q  —  q  abzuziehen, 
um  die  innere  latente  Wärme  zu  erhalten.    * 

Für  obiges  Beispiel  wird  bei  Dampf  von  1  Atmosphäre 

äussere  latente  Wärme  10330-1,653:424=    40,27  Kai. 
innere   latente   Wärme         536,5  —  40,27  =  496,23    „ 

M2.  Zsstandsändernngen  des  Wasserdanpfes  währead  der  Eipansitn. 

Es  befinde  sich  im  Cylinder  einer  Dampfmaschine  feuchter  Dampf 
(Mischung  von  Wasser  und  Dampf)  von  der  Temperatur  T.  Dieser 
Cylinder  habe  Wände,  welche  an  den  Wärmevorgängen  im  Innern 
keinen  Anteil  nehmen,  er  werde  also  als  mathematischer  Cylinder  ge- 
dacht.  Nun  beginne  der  erste  adiabatische  Vorgang  des  Ca rno tischen 


—     266     — 

Kreislaofes,  so  dehnt  sich  der  Dampf  aas  and  es  sinke  seine  Tempe- 
ratur anf  Ti .  Während  dieses  Vorganges  verrichtet  der  Dampf  Arbeit, 
indem  er  den  Kolben  fortscbiebt.  Diese  Arbeit  wird  der  Mischung, 
welche  der  Cylinder  enthält,  in  Form  von  Wärme  entzogen.  Ad  der 
Wärmeabgabe  beteiligen  sich  dabei  sowohl  der  Dampf  wie  das  Wasser. 
Indem  der  Dampf  Wärme  abgibt,  kondensiert  ein  Teil  davon  zn  Wasser; 
indem  das  heisse  Wasser  Wärme  abgibt,  so  nimmt  zuerst  der  Dampf, 
welcher  das  Wasser  berührt,  diese  Wärme  auf.  Allein  der  Dampf  ist 
immer  als  gesättigt  zu  betrachten;  also  mnss  die  Dampfmenge  sich 
vermehren.  Beide  Vorgänge,  das  Kondensieren  beim  Dampf  und  das 
Verdampfen  beim  Wasser,  kombinieren  sich  so,  dass  am  Ende  der 
Expansion  gleichviel,  mehr  oder  weniger  Wasser  im  Cylinder  sein  kann 
als  am  Anfang.  Man  soll  nun  bestimmen,  in  welcher  Weise  sich  das 
Verhältnis  von  Wasser  und  Dampf  während  der  Expansion  ändert 

Es  sei  q  die  fühlbare,  q  die  innere  latente  und  r  die  gesammte 
latente  Wärme  des  Dampfes.  Ein  Kilogramm  der  Mischung  bestehe 
bei  Beginn  der  Expansion  aus  x  kg  Dampf  und  ans  1  —  x  kg  Wasser, 
so  wird  die  im  Dampf  enthaltene  innere  latente  Wärme  =  x  p  und 
somit  die  in  der  ganzen  Mischung  enthaltene  Wärme  sein 

(1)  q  +  xp. 

Während  des  ersten  isothermischen  Vorganges  wird  nämlich  die 
äussere  latente  Wärme  zur  Arbeit  verbraucht;  es  verbleibt  also  nur 
noch  die  im  Ausdruck  (1)  angegebene. 

Sinkt  nun  während  der  Expansion  die  Temperatur  T  um  dT,  so 
ändert  sich  in  (1)  die  Grösse  q  um  d  q  und  x  p  um  d  (x  g).  Zugleich 
wird   eine   kleine  äussere   Arbeit  verrichtet.     Diese  beträgt  nach  (5) 

von  §  261   für   1  kg  Dampf  ^^  und   für  x  kg  Dampf  — ^ — ,  worin 

X  u  das  Volumen  des  Dampfes  bei  der  Temperatur  T  bezeichnet.  Sinkt 
also  T  um  d  T,  so  dehnt  sich  das  Volumen  x  u  aus  um  d  (x  u).  Wäh- 
rend dieser  unendlich  kleinen  Aenderung  kann  man  den  Druck  p  als 
konstant  betrachten;  also  wird  die  während  dieser  Aenderung  ver- 
richtete Arbeit  =-~-d(xu). 

E 

Während  des  adiabatischen  Vorganges  bleibt  die  in  der  Mischong 
vorhandene  und  in  Arbeit  umgesetzte  Wärme  konstant;  daher  mnss 
das  Dififerential  dieser  Summe  =  0  sein.     Mithin  wird 

(2)  dq  +  d(xp)-f  ^d(xu)  =  0. 

Da  nun  ein  Ganzes  gleich  seinen  Teilen,  so  wird 

pu 

e  =  r--g-. 

Fährt  man  diesen  Wert  von  p  in  (2)  ein,  so  wird 

dq  +  d(xr)  -  ^  d  (xpn)  +  i-d  (xu)  =  0. 
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Betrachtet  man  xpu  als  Prodakt  aus  p  und  xu,  so  gibt  die  Diffe- 
rentiation 

d  (x  p  u)  =  p  d  (x  u)  +  X  a  d  p. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  d(xpa)  in  die  vorhergehende  Gleichung, 
so  ist 

(3)  dq  +  d(xr)-^dp  =  0. 

Allein  nach  Gleichung  (3),  S.  264,  ist 

_^  — JL  _^ 
E  ""   T  'dp' 

mittels  welchen  Wertes  von  u  Gleichung  (3)  übergeht  in 

(4)  dq  +  d(xr)-xr-^==0. 

Nan  nimmt  q  sehr  nahe  proportional  zu  mit  der  Temperatur.  Man 
kann  daher  setzen  q  =  c  T,  wo  c  die  mittlere  spezifische  Wärme  des 
Wassers  bezeichnet.     Daher  wird  auch  d  q  =  c  d  T. 

X  r 
Die    Differentiation   von  -=-  gibt 


m= 


Txdr  — xrdT 

somit  auch,  wenn  mit  T  multipliziert  wird 

Td(^)  =  xdr-xr^. 

Setzt  man  diese  Werte  in  (4),  so  kommt 

cdT  +  Td(-Y^)=0, 

oder  indem  man  mit  T  dividiert 

dT    ,    ^/xr\       ^ 

Das  ist  nun  die  gesuchte  Differentialgleichung,  deren  Integration  gibt 
(5)  clogT  +  ^  =  C. 

Bezeichnen  T,,  r,  and  x,  für  den  Endzustand,  was  T,  r  and  x  für  den 
Anfangsznstand,  so  geht  für  letztere  Gleichung  (5)  fiber  in 

clogT,  +  ^  =  C. 

Zieht  man  Gleichung  (5)  ab  von  dieser,    so  erhält   man  folgendes   von 
Gl  au  si  US  abgeleitete  Gesetz 
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X,  r,        xr  ,      T 

=  clog 


T,  T  ^  T,  • 

Für  eine  mittlere  Temperatur  von  130  Zentigraden  kann  c  =  1,02 
aDgenommen  werden.  Wird  mit  briggischen  statt  mit  natdrlichen 
Logarithmen  gerechnet,  so  rofissen  diese  mit  2,3026  multipliziert  wer- 
den.    Daher  die  zur  numerischen  Berechnung  geeignete  Formel 

(6)  2l11  ^  -IL  =  1,02 . 2,3026  logbr   ^ 


T,  T  '         ' ^       T,  ' 

I.  Es  dehne  sich  Dampf  von  8  Atmosphären  arbeitend  aus,  bis 
der  Druck  auf  0,8  Atmosphären  gesunken  ist.  Er  habe  bei  Beginn 
der  Expansion  einen  Wassergehalt  von  0,05;  wie  gross  ist  dieser  im 
Endzustand  ? 

Hier  ist  x  =  0,95  und  geroSss  der  Zenn  er 'sehen  Dampftabelle 
für  1  kg  Dampf 

r  =  485,7  Kai. ;     T  =  273  +  170,81  =  443,81«; 
r,  =  540,8    „    ;     T,  =  273  +    93,88  =  366,88<>; 

daher  nach  der  letzten  Gleichung  (6) 

X-- 540,8        0,95-485,7  ,    ,     443,81 

,   u»v,o        v,j7u   »o,,,.    ^102. 2,3026 logbr         ' 


366,88  443,81  '  °      366,88  ' 

X,  =  0,836. 

Am  Ende  der  Expansion  enthält  also  die  Mischung  0,836  kg 
Dampf  und  0,164  kg  Wasser.  Dieses  ist  also  vermehrt  worden  um 
0,164 -0,05  =  0,114  kg. 

IL  Bei  der  eben  erwähnten  Expansion  soll  der  Wassergehalt  der 
Mischung  am  Ende  der  Expansion  so  gross  sein  wie  am  Anfang.  Wie 
viel  beträgt  er? 

Hier  wird  x,  =  x ;  daher  nach  Gleichung  (6) 

/  540,8  485,7  \  443,81 

^  KJßßfiS  -^iSfil)  =  ^'^^•^'^^^^'^«^'^  3Ö6;88  • 

X  =  0,507. 

Die  Mischung  enthält  also  am  Anfang  und  Ende  der  Expansion 
0,507  kg  Dampf  und  0,493  kg  Wasser. 

2<3.  Erklärnag  des  Druckes  der  fiase.  Bei  jedem  Körper,  der 
Wärme  enthält,  sind  dessen  Atome  in  vibrierender  Bewegung  (§  254). 
Bei  den  gasförmigen  Körpern  besteht  nun  die  Eigentümlichkeit,  dass 
deren  Körperatome  weit  auseinander  liegen  und  daher  die  Kraft,  womit 
sie  sich  anziehen,  verschwindend  klein  ist.  Daher  das  Bestreben  dieser 
Atome,  sich  immer  weiter  von  einander  zu  entfernen  und  um  so  weiter, 
je  grösser  der  Wärmegehalt,  je  intensiver  die  vibrierenden  Bewegungen 
sind.  Vermöge  dieser  Bewegungen  stossen  die  Atome  an  die  Wände 
der  Gefässe,  welche  das  Gas  einschliessen.  Nach  Daniel  Bernoulli 
(Hydrodynamica ,    1738)  sollen   diese  Stösse   die  Ursache   des  Druckes 


sein,  den  das  Gas  auf  die  Wände  ansflbt.     Es  kaao  der  Nachweis  fOr 
diese  Anffassnog  wie  folgt  gegeben  werden. 

Uan  lege  zwei  ebene,  parallele  Wäode  AG,  BD  (Fig.  99)  durch 
den  Gaskörper  in  einem  sehr  kleiaen  Abstand  h  von  einander.  Ein 
Gasteil  mit  der  Hasse  m   treffe   in 

der  Riebtaug  A  B    die    eine    Wand  Fig.  99. 

in  B  mit  der  Geschwindigkeit  n 
UDter  einem  Winkel  A  B  &  ~  «  zum 
Einfallslot  BE,  so  wird  diese  Masse 
in  der  Ebene  ABE  unter  einem 
Winkel  EBC  =  a  nnd  mit  derselben 
Geschwindigkeit  n  nach  der  andern 
Waod  geworfen  längs  B  C ;  dann 
von  G  wieder  znrSckgeworfen  l&ngs 
CD,  parallel  itn  A  B  n.  i>.  w. 

Beim  Stoss  in  B  zerlegt  sich  die  Gesell  windigkeit  a  in  die  Kom- 
ponenten osintt  parallel  znr  Wand  und  u  cos  ot  senkrecht  zur  Wand. 
Die  erstere  Komponente  ßtllt  fnr  den  Stoss  gegen  die  Wand  aosser 
Betracht;  die  letztere  geht  aas  -|- neos«  in  —neos  et  fiber  nnd  be- 
wirkt den  Drnck  anf  die  Wand  mit  einer  QaantitBt  der  Bewegnng 
(§  185)  =2mnGosa.  Solche  StOsse  wiederholen  sich  in  6,  aogen- 
scheinlich  mit  angleicher  Geschwindigkeit;  allein  In  der  Rechnung 
denkt  man  sich  anter  n  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  fortschreiten- 
den Bewegung  aller  Massen  teile  heu. 

Nun  ist  der  Weg  A  B  = ;    also   der   Weg   AB-I-BG,   den 

cos« 
ein  Teilchen   macht,    um   zam    zweiten   Mal    die    nfimlicbe   Wand    zu 

trefTen  = .    SUtsst  aber  dieses  Teilchen  unterwegs  anf  ein  anderes 

cosa 
Teilchen,  so  dass  es  den  Weg  ABG  nicht  durchltLaft,  so   trifft  dafür 
ein  anderes  in  B  ein. 

Es  sei  t  die  Zeit  zara  Dnrcblanfen  des  Weges  ABC,  so  ist  ta 
2h        , 
;  also 


la  dieser  Zeit  erfolgt  je  ein  Stoss  in  B;  also  erfolgen  in  1  Sekunde 
so  viel  StOsse,   so  oft  t  in  1   enthalten  ist.     Daher  die  Anzahl  der  in 

1  Sekunde  in  B  aufschlagenden  Atome  =  —    und    die  Qaantit&t 

der  Bewegung,  welche  durch  sie  an  die  Wand  abgegeben  wird 


(1)  2  mncosa  ■ 


2h 


Die  Stossflftche  in  B  wird  aber  auch  getroffen  von  Atomen,  die 
anter  andern  Winkeln  zur  Wand  gelangen.  Dm  auch  deren  Wirkung 
in  Bechnnng  zn  bringen,  beschreibe  man  von  B  ans  aber  der  Wand- 
fl&che  BD  eine  halbe  KagelflSche  mit  dem  Radios  BE  =  1  und  denke 
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sich  im  entstaDdeneD  Kagelraam  eine  grosse  Zahl  von  Radien  gleich- 
förmig  verteilt,  so  kann  man  aDoehmen,  es  gelangen  die  Atome  längs 
dieser  Radien  nach  B. 

Man  lasse  den  Bogen  Ea  =  df  zunehmen  am  aa^  =  da,  and 
drehe  den  Aasschnitt  aßa'  um  BE  als  Achse,  so  beschreiben  die 
Radien  Ba  und  Ba'  Kegelflächen,  welche  einen  Raum  mit  der  Spitze 
m  B  und  einer  Kugelzone  aa'c'c  als  Grundfläche  haben.  Innerhalb 
dieses  Raumes  gelangen  die  Atome  zur  Wand  unter  dem  Winkel  a; 
die  Anzahl  dieser  Atome  sei  n^ 

Man  lasse  den   Bogen  a  durch   Intervalle  da  sich   ändern,   und 

zwar   von  a  =  0  bis  ^  =  -^9  so  scbliesst  der  Raum  zwischen  diesen 

Grenzen  alle  Richtungen  ein,  welche  Atome  nach  6  führen.  Die 
Zahl  derselben  sei  n,  so  verhält  sich  n'  zu  n  wie  die  Kugelzcae 
aa'c^c  zur  halben  Oberfläche  der  Kugel.  Die  Zone  mit  der  Breite 
a  a'  =  c  c'  hat  zum  Inhalt  2  tt  •  a  a'  =  2  tt  sin  a  d  or,  die  andere  Fläche 
den  Inhalt  2n;  daher 

,^v  n'         2  TT  sin  a  d  a         .       , 

(2)  —  = =  Bmaaa. 

n  2  71 

Die  n'  Atome  verursachen  nun  einen  Verlust  an  Quantität  der 
Bewegung,  gleich  dem  unter  (1)  angegebenen,  multipliziert  mit  n'  oder 
mit  seinem  aus  (2)  folgenden  Wert;  daher  diese  Quantität  der  Bewegung 

/o\  omu*       2      •       j 

(3)  — r —  cos^ asm  ad  «. 

n 

Beim  Integrieren  dieses  Differentials  setzen  wir  die  Massen  aller 
Teile  gleich  voraus  oder  betrachten  m  als  mittlem  Wert  aller  Atome, 
so  ist  m  konstant,  ebenso  sind  n,  u  und  h  konstant.  Es  ist  also  nur 
in  Hinsicht  a  zu  integrieren.     Nun  ist  nach  §  80,  S.  72 


/ 


cos^  a  sin  a  d  a  = —  cos*  a  +  C; 


daher  für  die  angegebenen  Grenzen 


n 

cos^  a  sin  a  d  «  =  — 
0  3 


und  das  Integral  von  (3) 

(*)  TT"- 

Allein  auf  die  ganze  Wandfläche  mit  dem  Inhalt  F  ist  dieser  Wert  (4) 
so  viel  mal  grösser,  so  oft  der  Inhalt  des  gestossenen  Flächenelementes 
in  B  in  F  enthalten  ist.  Dieses  Verhältnis  sei  z,  so  ist  die  Wirkang 
auf  die  ganze  Wandfläche 

zum     o 
u^ 


3h 
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Diese  Wirkung  muss  dud  von  der  Wand  aufgehoben  werden.  Es  sei  p 
die  konstante  Kraft,  mit  welcher  die  Wand  pro  Flächeneinheit  Wider- 
stand leistet,  so  wird  F  p  der  Widerstand  der  ganzen  Wandfläche  sein. 
Daher  nach  Gleichung  (5)  auf  S.  170,  wenn  die  Zeit  t  =  1  Sekunde, 
wie  oben  angenommen  wurde 

znm    2 

Allein  zn  ist  die  Anzahl  aller  Atome,  welche  die  Fläche  F  treffen  und 
z  n  m  =  M  die  Masse  derselben.     Daher  einfacher 

Kan  ist  Fh  das  Volumen  zwischen  den  beiden  Wänden,  also  auch  das 
der  Masse  M.     Bezeichnet  man  dasselbe  mit  v,  so  wird 

(5)  pv  =  |Mu2. 

Um  nun  dieses  Produkt  pv  mit  dem  des  Gay-Lnssac 'sehen,  Glei- 
chang  (6),  S.  255 

(6)  pv  =  RT 

zu  vergleichen,  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  Konstante  R  in  (6)  sich 
aaf  die  Gewichtseinheit,  1  kg,  bezieht.  Nehmen  wir  daher  auch  M 
in  (5)  so  an,  dass  es  sich  um  die  Wirkung  von  1  kg  Gas  handelt,  so 
wird  nach  Gleichung  (5)  auf  S.  161  Mg=l;  daher  M  =  l:g  und 
es  geht  (5)  hierfür  über  in 

u* 

(7)  P^=-^- 

3g 

Daher  durch  Gleichsetzen  der  Werte  p  v  aus  (6)  und  (7) 

(8)  u2  =  3gRT. 

Für  atmosphärische  Luft  ist  R  =  29,3  (S.  255).  Bezeichnet  man  das 
spezifische  Gewicht  irgend  eines  anderen  Gases  mit  s,  so  erhält  man 
aus  (8)  für  dieses  Gas 

(9)  u«  =  3  •  29,3  •  ^. 

^  s 

Nimmt  man  T  =  273  absolute  Grade  an,  so  wird  für  atmosphärische 
Luft  nach  (8) 

u*  =  3  •  9,81  •  29,3  •  273;     u  =-  485  m. 

Also  beträgt  die  mittlere  Schwingungsgeschwindigkeit  der  Gasteile  in 
der  Luft  bei  0  Zentigraden  485  m. 

Bei  derselben  Temperatur  findet  mau  mittels  (9)  für  Sauerstoff  461, 
Stickstoff  492,  Wasserstoff  1884. 

Im  Gas  machen  die  kleinsten  Teile  nicht  nur  eine  fortschrei- 
tende, sondern  auch  eine  drehende  Bewegung,  sei  es,  dass 
sich  die   Atome  oder  deren   Gruppenverbindungen,  Moleküle   genannt. 
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dreheo.     Die   ganze  lebendige   Arbeit,  welche  aaf  1  kg  Gas   bei   der 

fortacbreitenden  Bewegung  verwendet  wird,  ist  =  —  •  —  u^    Wie  gross 

2      g 

diejenige,  welche  die  drehenden  Bewegungen  erfordern? 

Es  sei  c  die  spezifische  Wärme  des  Gases  bei  konstantem  Volumen 

und  T  seine  Temperatur,  so  ist  cT  die  in  1  kg  Gas  enthaltene  Wärme 

und    daher   424  cT    die    entsprechende  lebendige  Arbeit.      Daher    das 

Verhältnis    zwischen    der    Arbeit    bei    fortschreitender    Bewegungj^zur 

ganzen  Arbeit 


u« 


:424cT 
2g 

oder  indem  man  den  Wert  von  u^  aus  (8)  einführt 

3R 


2-424C 


:1. 


Dieses  Verhältnis  ist  somit  unabhängig  von  der  Temperatur. 

Für  atmosphärische  Luft  ist  R  =  29,3  und  c  =  0,1686.  Daher 
das  Verhältnis 

0,615:1. 

Von  der  Einheit  entfallen  daher  bei  atmosphärischer  Luft  0,615  Teile 
Arbeit  auf  die  fortschreitenden,  der  Rest  mit  0,385  auf  die  drehenden 
Bewegungen. 

Im  Vorstehenden  wurde  ein  homogenes  Gas  vorausgesetzt  Nun 
sei  aber  das  Gas  eine  Mischung  aus  zwei  verschiedenen  Gasen,  die 
indessen  keine  chemische  Wirkung  auf  einander  ausüben. 

Es  sei  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Gasteile  der  Mischung 
für  fortschreitende  Bewegung  und  L  die  in  1  kg  dieses  Gases  enthaltene 
lebendige  Arbeit,  so  ist  nach  (7) 

(10)  pv  =  |.-|^  =  |L. 

Mithin  beträgt  das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen  des  Gases  ^/s  von 
der  im  Gas  enthaltenen  lebendigen  Arbeit. 

Nun  denke  man  sich  die  zwei  Gase,  welche  die  Mischung  bilden, 
je  einzeln  im  Raum  v  abgesperrt,  so  wird  nach  (10) 

p'  V  =  I L'     und     p"  v  =  f  L", 

wenn  p',  p''  die  Drücke  dieser  Gase  und  L^  V  die  in  ihnen  enthaltenen 
lebendigen  Arbeiten  bezeichnen.  Addiert  man  die  letzten  zwei  Glei- 
chungen, so  kommt» 

(11)  (p' +  P'O  V  =  KL' +  L"). 

Da  aber  L'  +  L"  =  L,  so  folgt  durch  Vergleichung  von  (10)  und  (11) 

P  =  P'  +  P". 

Der  Druck  der  Mischung  ist  also  gleich  der  Summe  aus  den  Drücken 
der  Gase,  wenn  diese  allein  den  Raum  ausfüllten. 


Zweiter  Teil  der  Differentialrechnnng. 


I.    wiederholte  Differentiation  entwickelter  Funktionen  mit 

einer  Yarlabeln. 

2M.  AllgeMeines  TerfahreB.  Es  sei  die  Gleichang  y  =  f  (x)  geo- 
metrisch dargestellt.     Den  Abscissen 

X,     x+Ax,     x  +  2Ax,     x+3Ax, .. 

entsprechen  die  Ordinaten  oder  Fanktionswerte 

f(x),     f(x+Ax),     f(x  +  2Ax),     f(x  +  3Ax),.. 

Zieht  man  diese   Ordinaten  von  einander  ab,   so   erhält  man   folgende 
Differenzen 

[  Af(x)  =  f(x+ Ax)-f(x), 
(1)        ]  Af  (x  +  Ax)  =  f  (x  +  2  Ax)  -  f  (x  +  Ax), 

I.  Af  (x  +  2  Ax)  =  f  (x  +  3  Ax)  —  f  (x  +  2  Ax),  etc. 

Diese  Differenzen  sind  einander  gleich,  wenn  die  Kurve  zur  ge- 
raden Linie  wird.  In  jedem  andern  Falle  sind  sie  ungleich.  Zieht 
man  sie  von  einander  ab,  so  erhält  man  neue  Differenzen. 

Wie  man  f(x+Ax)  — f(x)  mit  Af(x)  bezeichnet,  so  kann 
Af  (x  +  Ax)  —  Af (x)  mit  AAf(x)  bezeichnet  werden.  Allein  statt 
AAf(x)  schreibt  man  gewöhnlich  A^f(x).  Gemäss  dieser  Bezeich- 
nnng  wird  man  haben 

,  l  A*f  (x)  =  Af  (x  +  Ax)  -  Af  (x), 

(  A^f  (x  +  Ax)  =  Af  (x  +  2  Ax)  —  Af  (x  +  Ax),  etc. 

Die  DiflFerenzen  in  (1)  werden  DiflFerenzen  der  ersten,  die  in  (2) 
Differenzen  der  zweiten  Ordnung  genannt. 

Aber  auch  die  Differenzen  der  zweiten  Ordnung  sind  im  allge- 
meinen ungleich.    Sie  geben,  je  eine  von  der  unmittelbar  folgenden  abge- 

Anten heimer,  Elementarbuch.  18 
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zogen,  Differenzen  der  dritten  Ordnung.     Da  AA^f(x)  nait  A'f(x) 
bezeichnet  werden  soll,  so  bat  man 

A*f (x)  =  A^f  (x  +  Ax)  -  A^f  (x). 

Ganz  in  ähnlicher  Weise  erhält  man  als  Differenz  der  n^"  OrdnaDg 

A"f(x)=  A"-^f(x  + Ax)-  A"-^f(x). 

Von  diesen  endlichen  Differenzen  kann  za  den  Differentialien  über- 
gegangen werden.  Statt  Af(x),  A^f(x),  A^f(x),...  schreibt  man 
dann  df(x),  d^f(x),  d'f(x), ...  und  nennt  diese  Grössen  der  Reihe 
nach  Differentiale  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  w. 

Bei  der  obigen  Differenzenbild ang  wnrde  die  Grösse  Ax  längs  der 
Abscissenachse  als  gleich,  ihr  Wert  also  als  konstant  angesehen.  Diese 
Anordnung  der  Ordinalen  in  gleichen  Abständen  ist  bei  der  Unter- 
suchung der  Krümmung  der  Kurve,  resp.  der  Eigenschaften  der  Funk- 
tion, von  wesentlichem  Vorteil.  Dies  gilt  noch,  wenn  man  von  Ax 
zu  d  X  übergeht.  Man  nimmt  deshalb  bei  Wiederholung  der  Differen- 
tiation die  Grösse  d  x,  oder  allgemein  das  Differential  der  unabhängig 
veränderlichen  Grösse,  als  konstant  an. 

265.   Wiederholte   BlffereBtiatUii   der   rnnktUn  f(x)  =  ax^     Die 

erste  Differentiation  gibt 

df(x)  =  3ax«dx,    oder    ^^^  =  3ax2. 

d  X 

Das  Differential  3  a  x^  d  x  ist  eine  Funktion  von  x  und  kann  wieder 
differentiiert  werden.  In  demselben  ist  jedoch  nur  x^  veränderlich,  da 
der  Faktor  d  x  als  konstant  angesehen  wird.     Daher  erhält  man 

d^f(x) 
dx' 


d2f(x)  =  6ax(dx)2,    oder    -V^^  =  6ax. 


Dieses  zweite  Differential  6ax(dx)^  enthält  den  variabeln  Fak- 
tor X,  deshalb  ist  das  dritte  Differential  und  das  entsprechende  Diffe- 
rentialverhältnis 

d»f(x)  =  6a(dx)«,     ^^^7  =6a. 

Das  dritte  Differential  6a(dx)^  ist  konstant,  sein  Differential  also 
=  0.     Folglich  erhält  man  durch  nochmalige  Differentiation 

d*f(x)  =  0     oder      ^*^y  =0. 

dx* 

266.  Wiederholung  der  DiffereatiatioD  der  Vmktion 

y  =  Ax*  +  Bx»  +  C;x'^  +  Dx  +  E. 
Das  erste  Differentialverhältnis  der  Funktion  ist 

4^  =  4Ax3  +  3Bx2+2Cx  +  D. 
d  x 
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Wird  diese  Funktioo  difiPerentiiert  und  mit  d  x  dividiert,  so  erhält 
man  als  zweites  DiffereotialverhältDis 

4-4-=12Ax2  +  6Bx  +  2C. 
dx^ 

Differentiiert  man  wieder  und  dividiert  mit  dx,   so  ist  das  dritte 
Differential  Verhältnis 


dx 


3  =24Ax  +  6B. 


Hieraus  folgt  als  viertes  nnd  fünftes  Differential  Verhältnis 

d*y  .       d^y 

d  X*  '     d  x^ 

267.   Andere  Beieichnung  der  PiffereBtiaiverhäUnisse.     Lagrange 

dy 

bezeichnet  das  erste  Differentialverhältnis  -^  einer  Funktion  y  =  f  (x) 

dx 


UV 

durch  y'  oder  f'(x),  das  zweite   ^    ^    durch  y"  oder  f"(x),  das  dritte 


d^y 

dx' 

d^y 

-r-T-  durch  y'"  oder  f'"(x),  u.  s.  w.     Er  nennt  diese  Differentialver- 

dx**  "^ 

bältnisse  Derivationen  oder  Ableitungen   und    zwar  f  (x)  die  erste  Ab- 
leitung von  f(x),  f"(x)  die  zweite,  u.  s.  w. 

Hiernach  erhält  man: 

a^ 
I.  Gegebene  Funktion    .  .  .  y     = 


a*  +  x^  • 

d  V  ^~"  2  Ä   X 

Erste  Ableitang y'    =  -^  =   (a«  +  x»)'  ' 

Zweite  Ableitang    .  .  .  .  y"  =  -^  =        ^^a  ^  ^^^t • 

n  •»     *Ki  :                        >n       d'y       24a*x-24a»x» 
Dritte  Ableitung y'"  =  -^  = ^^a  ^  ^»)4 • 

IL     y     =  (a  —  b  x)». 

-^  =  (-b)p(a-bx)i>->. 

-^  =  (-b)*p(p-l)(a-bx)P-*. 

-|^  =  (-b)«p(p-l)(p-2)(a-bx)P-''. 


|^  =  (-b)-p(p-l)..(p-n+l)(a-bx)P-". 

18* 
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III,  y     ='-—- .        IV.  f(x)      =   tangx  = 


.4 


1  —  X  cos  X 

„        1  „,  .           df(x)  _       1 

''      ~       (1  -  X)»-  '   ^■''^       ~        d  X  ~     C08»X 

_g         21  d«f(x)              2  8iDX 

~       (1-x)»"  ^   ^                dx*                C08»X 


y 


t» 


(1  —  X)*'  d  x'  C08*X  C08*X 

,y^     4>3>2>1  _  dM(x)  _  24 sin X         Ssiox 

^  (1  -  x)»'       •      '      W         ^  ^4  eos'^x  co8»x    • 

MS.    ilfferentiAtUi   eiaei  Pr«diktes.      Es  seien  u   und  v  Fank- 
tionen  der  Variabeln  x.     Nach  den  bisherigen  Regeln  erhält  man: 

y    =uv, 
dy  =udv  +  vdu, 
d*y  =  ud*  V  +  2dad  V  +  vd*u, 
d>y  =ad»v  +  3dad2v  +  3d*adv  +  vd>u,  etc. 

somit  als  Differential  Verhältnisse  in  Hinsicht  x: 

dy  d  V     ,       du 


dx' 

du 

dv 

dx 

dx 

da 

d^V 

dx  dx 

d^y  d*v    ,  ^  du      d  v  d*u 


d  x^  d  X*  d  X       d  X  d  x*  ' 

dx'  dx*  dx      dx*  d  x*      dx  dx' 

Das  Vorstehende  kann  auch  wie  folgt  dargestellt  werden: 

y    =f(x).9)(x). 

dy 


=  f(x).y'(x)  +  f'(x).y(x). 

=  f  (x) .  y"  (x)  +  2  f  (x)  ^*  (x)  +  r  (x)  ^>  (x). 


dx 

d^y 
dx* 

d^y 

dx» 

u.  s.  w. 


f  (x) .  if***  (x)  +  3  f  (x)  y "  (x)  +  3  r  (x)  y '  (x)  +  f "  (x)  </>  (x) 


269.    DitrerentiatUii  der  Fnnktitneii   ?•■  Pinkti^nei.     Nach  §  26 
hat  eine  solche  Funktion  die  Form 

y  =  F[f(x)]. 

Man  setze  wie  dort  zur  Abkürzung 

/.  =  f(x),       also       y  =  F(z), 


so  wird 


d  z  =  f  (x)  d  X     .       d  y  =  F'  (z)  d  z. 
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Bei  der  weitem  Differentiatioo  betrachte  man  das  Differential  d  x 
der  unabhängig  Veränderlichen  als  konstant,  so  werden  sowohl  d  z  als 
d  y  als  veränderlich  anzusehen  sein.  Die  beiden  letzten  Gleichungen 
geben  daher  als  zweite  and  dritte  Differentialien: 

d^  z  =  r  (x)  d  x2;         d»  z  =  f "  (x)  d  X»,     u.  s.  w. 

d2y  =  F"(z)dz2  +  F'(z)d2z; 

d3y  =  F'"(z)dz3  +  3F"(z)dzd2z  +  F'(z)d»z     u.  s.  w. 

Somit  sind  die  Differentialverhältnisse  in  Hinsicht  x: 


d  X                  d  X 

d»y 
dx» 

d'y  -v'-^f^''^ 

1    J-  3fl 

dx 


3 


27#.  Die  höhern  Differentialien  als  unendlich  kleine  drössen  ?er- 
schiedener  Drdnnng.  Die  unendlich  kleinen  Grössen  können  aus  end- 
lichen Grössen  entstanden  gedacht  werden  durch  fortwährende  An- 
näherung dieser  Grössen  gegen  die  Null.  Der  Zustand  des  unendlich 
Kleinen  wird  hierbei  als  erreicht  angesehen,  wenn  die  Grössen  von  der 
Null  um  weniger  abweichen,  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  Grösse. 

I.  Der  Quotient  zweier  unendlich  kleiner  Grössen  kann  endlich, 
unendlich  gross  oder  unendlich  klein  sein,  je  nach  dem  Gange,  welchen 
Zähler  und  Nenner  des  Quotienten  befolgen,  indem  sie  durch  stetige 
Abnahme  gegen  die  Null  konvergieren. 

Lässt  man   in   dem  Verhältnis  die  Grösse  x   von  --   aus 

X  2 

durch   stetiges  Abnehmen    unendlich   klein   werden,   so   werden  Zähler 

und  Nenner  unendlich  klein,  während  das  Verhältnis  endlich  bleibt  und 

mit  der  Einheit  verwechselt  werden  kann. 

Lässt   man  dagegen   in   dem  Verhältnis      .  »      den  Bogen  x    un- 

sm^x 

endlich  klein  werden,   so  wird   dieses  Verhältnis   unendlich  gross,   ob- 

schon  Zähler  und  Nenner  unendlich  klein  sind.     Denn  man  schreibe 


sin^x         sin  x      sin  x  ' 

X 

Für  ein   unendlich  kleines  x   ist   der  erste  Faktor  — ;^ rechts 

smx 

endlich,  während  der  zweite  wegen  des  unendlich  kleinen  Nenners  un- 
endlich gross  wird.  Folglich  ist  auch  das  Produkt  beider  Faktoren 
und  somit  das  gegebene  Verhältnis  unendlich  gross. 

tansT  X 
In  dem   Verhältnisse  7 — sr  werden  Zähler  und  Nenner  unend- 

ax  +  x^ 

lieh  klein  für  ein  unendlich  kleines  x.     Nun  schreibe  man 

tang^x    __     tang  x        tangx 

ax  +  x^  "~        X  a  +  X    * 
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Ffir  eiD  nneDdlich  kleioes  x  wird  der  erate  Faktor  rechts  =  1, 
während  der  Eweite  wegen  des  aaeodlich  kleinen  Zählers  nnd  des 
endlichen  Nenners  all  unendlich  klein  angesehen  werden  mass.  Nan 
ist  das  Prodnkt  ans  dem  endlichen  nnd  dem  nnendlich  kleioen  Faktor 
Doendlich  klein,  also  auch  das  gegebene  Verhältnis  nnendlich  klein. 

IL  Ist  das  Verbttltois  zweier  nnendlich  kleiner  GrCsaen    im  allge- 
meinen endlich,  so  sind  diese  Grössen  von  derselben  Ordonog. 
Sind  &,  b,  c  solche   nnendlich  kleine  GrOssen   derselben  Ordnung, 

80  werden  die  Verhältnisse    .— ,  — ,  -  —   endliche  Werte  haben,  ebenso 
b,     c      c 

die    Verhältnisse  -rt■^   c^t     ■>  -  als  Produkte   zweier  endlicher  Fakto- 
b"     b'      c* 

ren,  sowie  anch  die  Verhältnisse  -7^ — ,  -^,,-  als  Produkt  dreier  end- 

b^c      b^ 
lieber  Faktoren. 

Ferner  sind  die  GrOsseo  (-r-)<=>(  —  )*''(ir/(  —  )*  *'*  ^^°' 
dakte  endlicher  Faktoren  in  einen  anendlich  kleinen  Faktor  selbst  an- 
endlich klein  and  zwar  von  derselben  Ordnang  wie  C,  b,  a. 

Die  Grössen  a,  ab,  abc  sind  naendlicb  kleine  Grössen  verschie- 
dener Ordnung.  Sind  a,  b,  c  nnendlich  Eleine  der  ersten  Ordnnng,  so 
nennt  man  die  Produkte  ab,  ac,  bc,  a',  b^  zweier  unendlich  kleiner 
Grössen  der  ersten  Ordoang  nnendlich  Kleine  der  zweiten  Ordnnng, 
ferner  die  Produkte  abc,  a^b,  bc^  c^  unendlich  kleine  der  dritten, 
die  Produkte  a'bc,  ab^c,  abc^  anendlich  Kleine  der  vierten  Ordnaog. 

III.  Denkt  man  sich  das  Differential  d  x  als  ein  anendlich  Kleines 
der  ersten  Ordnnng,  so  ist  dx^  von  der  zweit«n,  d  s^  von  der  dritten 
Ordnnng. 

Die  Differentiale  von  y  =  f  (i)  sind  nach  der  Bezeichnung  von 
Lagrange 

dy  =  f'{x)di,       d''y  =  f"(x)dx^       d»y  =  f"'(x)dx*,.. 

Da  nun  die  Ableitnngeo  f  (x),  f"  (x),  f "  (x), . .  Fnnktioneo  von  1 
sind,  die  keine  Differentiale  als  Faktoren  erhalten,  so  sind  ihre  Werte 
im  allgemeinen  endlich.  Mithin  ist  d  y  von  derselben  Ordnnng  vis 
dx,  d'y  von  derselben  Ordnnng  wie  dx'',  und  allgemein  d'y  von  der- 
selben Ordnung  wie  d  x°. 

IV.  Eine  nnendlich  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  wird  gegen 
eine  endliche  Grösse  vernacbtäsaigt.     Gesetzt  man   habe  die  Gleicbnog 

Ady+Bdx  +  Cdxdy  +  Dd''y  =  0, 

)  endliche  Grössen  bezeichnen  sollen,  so  kann  man  anch 
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In  dieser  GleichuDg  sind  die  beiden  ersten  Glieder  endlich  and 
die  beiden  letzten  Glieder  unendlich  Kleine  der  ersten  Ordnnng;  folg- 
lich werden  sie  vernachlässigt.     Man  hat  daher 

Ady  +  Bdx  =  0. 

In  der  ersten,  gegebenen  Gleichung  werden  somit  die  Glieder  der 
zweiten  Ordnung  gegen  diejenigen  der  ersten  Ordnung  vernachlässigt. 
Allgemein  gilt  der  Satz:  In  einer  Gleichung  fallen  die  Glieder  einer 
höhern  Ordnung  gegen  die  Glieder  einer  niedern  Ordnung  weg. 

y.  Es  bezeichne  x  einen  Kreisbogen,  beschrieben  mit  dem  Halb- 
Doesser  1,  s  die  Länge  der  Sehne,  welche  seine  Endpunkte  verbindet 
und  f  die  Pfeilhöhe  des  Bogens,  so  ist 


s 


=  2  8in(-|^);       f=l-cos(|-). 


Man  entwickele  sin  f  —  ]  und  cos  (  —  j  nach  §  66  in  Reihen,  so  er- 


hält man 


2  \2j  2.3.4   \2  J   ^" 

Nun  sei  x  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung,  so 
wird  die  Differenz  x  —  s  zwischen  Bogen  und  Sehne  der  Grösse  x* 
proportional,  also  eine  unendlich  kleine  Fläche  der  dritten  Ordnung 
nnd  die  Pfeilhöhe  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung. 
Somit  ist  auch  x  —  s  in  f  unendlich  oftmal  enthalten. 


IL  Entwickelnng  der  Funktionell  in  Reihen. 

271.  Reihe  von  Tayler.  Es  nehme  in  der  Funktion  f(x)  die 
Variable  x  um  eine  beliebige  Grösse  h  zu.  Man  soll  angeben,  nach 
welchem  Gesetze  der  Wert  der  so  veränderten  Funktion  f(x-f  h)  vom 
Znwachs  h  abhängt. 

Um  mit  den  analytischen  Vorgängen  eine  geometrische  Vorstellung 
zn  verbinden,  konstruiere  man  die  gegebene  Funktion  y  =  f(x)  durch 
rechtwinkelige  Koordinaten.  Die  den  Abscissen  x,  x  +  Ax,  x  +  2  Ax, 
X  +  3  Ax, . .  entsprechenden  Ordinaten  bezeichne  man  der  Einfachheit 
wegen  mit  y,  y/,y2,y3, . .  und  setze  voraus,  dass  die  Kurve  stetig  und 
keine  dieser  Ordinaten  unendlich  gross  sei,  so  erhält  man  als  Unter- 
schiede der  aufeinander  folgenden  Ordinaten 

Y/  — y=Ay,    y2  — y,  =  Ay„    ys— y2  =  Ay2,.. 

Ferner  als  Dififerenzen  der  zweiten  Ordnung 

Ay,  —  Ay  =  A^y,  Ay2  —  Ay,  =  A  Y»   Ays  —  Ay2  =  A^y2, . . 
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und  als  Differenzen  der  dritten  Ordnung 

A  Y  -  A^y  =  A»y,     A V«  -  A^y,  =  A^» •  • 
Hieraas  folgt 

y.  -  y  =  Ay, 

yj  —  y,  =  Ay+  AY 

ys  —  ya  =  Ay  +  2  A*y  +  A*y,  etc. 

Werden  die  zwei  ersten,  sodann  die  drei  ersten,  etc.  dieser  Glei- 
chung addiert,  so  erhält  man 

y,  =  y  +  Ay, 

y9  =  y4-2Ay+AY 

ys  =  y  +  3Ay  +  3  A^y  +  A »y,  etc. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Werte  der  aufeinander  folgenden  Ordi- 
naten  an,  ausgedrückt  durch  die  erste  Ordinate  und  die  Differenzen 
der  ersten,  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  dieser  Ordinate.  Die  Koef- 
fizienten der  Glieder  mit  y,  Ay,  AV»**  ^^^^  ^^^  Vorzählen  der  bino- 
mischen Reihe.  Man  erhält  deshalb  für  die  Ordinate  yn,  welche  um 
n  Distanzen  von  der  Grösse  Ax  von  y  absteht,  den  Wert 

,      ^      ,  n  (n  —  1)  ^  o     ,   n  (n  —  1)  (n  —  2)   .  ,     ,        ,     ^  „ 
yn  =  y  +  nAy  +  -^72      ^^  "*■  1.2.3 ^^  +  '•  +  ^  y- 

Diese  Reihe  kann  geschrieben  werden 

oder  auch,   indem   man  rechts  das  zweite  Glied   mit  A^,  das  dritte 
mit  (Ax)^  u.  8.  w.  multipliziert  und  dividiert 

(1)   y.  =  y  +  („Ax)||  +  (DAx)«(^--^)|^  +  ...+  A"y. 

Zwischen  den  Ordinaten  y  und  yn  sind  n  Intervalle,  wovon  jedes 
=  Ax  ist.  Folglich  ist  ihr  Abstand  =  nAx.  Man  setze  diesen  Ab- 
stand nAx  =  h,  nehme  ihn  konstant  an,  und  vermehre  die  Anzahl 
jener  Intervalle,  so  wird  der  Abstand  Ax  je  zweier  aufeinander  fol- 
gender Ordinaten  kleiner.  Wird  Ax  zum  Differential  d  x,  also  unend- 
lich klein,  so  wird  n  unendlich  gross.     In  diesem  Falle   verschwinden 

12         3 

in  der  letzten  Reihe  die  Brüche  — — ,  -r — ,  — — , . . . ,  so  dass  dieselbe 

2  n      o  n      4n 

übergeht  in 

y"""^'^  dx  *^'*"dx2*  2    "^  dx3  "2.3  "^•* 
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Da  nun  aber  y  =  f  (x)  und  yn  =  f  (x  +  b)  ?  so  kann  man  auch 
schreiben 

ro^    ff     IM      ./^   ,   df(x)^  ,   d^f(x)    h«       d3f(x)     h«     , 

(2)  f(x  +  h)  =  f(x)  +  -^h+-^.-  +  — -^.— +  .. 

und  nach  der  Bezeichnung  von  Lagrange 

(3)  f  (x  +  h)  =  f  (x)  +  f  (x)h  +  f"(x)-^  +  f'"«^  +  •  • 

Diese  in  (2)  und  (3)  dargestellte  Formel  wird  die  Taylor 'sehe 
Reihe  genannt. 

Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  ist,  so  wird  eine  der 
Ableitungen  f'(x),  f"(x)  in  Formel  (3)  zu  Null.  Also  erhält  die  Reihe 
eine  beschränkte  Anzahl  von  Gliedern.  In  allen  andern  Fällen  ist  die 
Reihe  eine  unendliche. 

Die  Taylor 'sehe  Reihe  wurde  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet, 
dass  die  Ordinalen  y^y?,  ys,*.,  welche  zwischen  y  und  y»  liegen, 
endliche  Werte  haben.     Folglich  muss  der  Unterschied  aus  Formel  (1) 

yn  -  y  =  n Ay  +  "  ^°  ;^  ^^  A^y  +  . . .  +  A"y 

zwischen  den  beiden  Endordinaten  als  eine  Summe  von  Differenzen 
angesehen  werden,  welche  endlich  oder  unendlich  klein,  nur  nicht  un- 
endlich gross  sein  können.  Die  Taylor 'sehe  Reihe  ist  also  nicht 
mehr  anwendbar,  wenn  die  Funktion  f(x)  oder  eine  oder  mehrere 
ihrer  Ableitnngen  f  (x),  f"  (x), . .  für  einen  speziellen  Wert  von  x  un- 
endlich gross  werden. 

Die  Reihen,  welche  aus  f (x  +  h)  unter  Anwendung  der  Taylor'- 
schen  Reihe  gebildet  werden,  sind,  wie  die  Reihen  überhaupt,  nur 
dann  zulässig,  wenn  sie  konvergent  sind  (§  55). 

272.  Unendlich  kleine  Zanahme  einer  fnnktlon.  Wird  in  der 
Taylor 'sehen  Reihe 

(1)       f  (x  +  h)  =  f  (x)  +  h  f  (x)  +  -^  i"  (x)  +  -^  f "  (x)  +  .  . 

die  Grösse  h  unendlich  klein,  so  ist  das  Glied  mit  h  eine  unendlich 
kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung,  das  mit  h^  eine  solche  der  zweiten 
Ordnung  u.  s.  w.  Vernachlässigt  man  die  Glieder  von  der  zweiten 
Ordnung  an,  so  wird  der  Unterschied 

f(x  +  h)-f(x) 

dem  Zuwachs  h  proportional,  also  eine  unendlich  kleine  Grösse  der 
ersten  Ordnung. 

Zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ordnung  er- 
gibt sich  aus  (1)  folgende  Gleichung 

[f  (x  +  h)  -  f  (x)]  -  h  f  (x)  =  -^  f"  (x), 
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d.  h.  es  ist  der  Unterscbied  der  beiden  anendlich  kleinen  Grössen  der 
ersten  Ordnung,  nftmlich  der  Klammergrösse  and  dem  Gliede  mit  h, 
der  GrOsse  h'  proportional,  also  ein  anendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung. 

So  besteht  die  Gleichung 

|[f(x  +  h)-f(x)]-hf(x)|--y-f"(x)  =  ^f"(x) 

zwischen  anendlich  kleinen  Grössen  der  dritten  Ordnung.  Daher  ist 
die  Differenz  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ord- 
nung links  der  Grösse  h^  proportional  u.  s.  w. 

Ersetzt  man  h  durch  dx   und  f(x)  durch  y,   so  geht  (1)  aber  in 

f(x  +  dx)  =  y  +  dy  +  -|-dV  +  -^<i'y  +  .. 

eine  Form  der  Reihe,  welche  die  Ordnung  der  Glieder  sofort  er- 
kennen Iftsst. 

273.  Entwickeliig  der  algebraischen  PunktUn  f  (x)  =  — -|; — .  Durch 

b  -f-  X 

Wiederholung  der  Differentiation  erhält  man 
^''^  "°  ~  (b  +  x)*  '    *   ^^>  ^  (b  +  x)»  *'     '    ^^>  ^  ~  (b  +  x)* ' 


^'^  C'')  =  /u  I  -N5.  etc. 


2-34a 

(b  +  x)' 

Mithin  durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Taylor 'sehe  Formel 

a  a  a       ^    ,        2a         h^  2-3a       h* 

h  + 


b  +  x  +  h        b  +  x       (b  +  x)2      '    (b  +  x)»     2        (b  +  x)*    2-3 

2»3'4a        h* 

"*"  (b  +  x)5  '  2  .  3  .  4        •  • 

Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  kommt 

•bTh=T--^'^  +  Tr»'^-^'''  +  -^''*-- 

und,  indem  man  h  mit  x  vertauscht 

^=i[-r+(Ty-(T)'+(Ty-} 

Diese  Reihe   kann  auch  durch  unmittelbare  Division  von  a  durch 
b  +  x  erhalten  werden. 

274.  EntwickeluBg  der  Vorielgrösse  j^x  +  h  in  eine  Reihe.    Hau 

setze  f  (x)  =  yr,  so  ist 

f'(x)  =— L^;r(x)= ^;  r'(x)  =-^;  f^^(x)=         ^'^ 


^yr^'     4y"p      '  ^v^'  \^^R' 
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Führt  man  diese  Werte  in  die  Taylor 'sehe  Reihe,  so  wird 

Kr+h=r7+  h  — ^+^7= — %=^+- 

2Kx       8xKx       löx^Kx        128x*Kx 

4 
_1^ 

Setzt  man  V^x  +  h  =  (x  +  h)^  und  entwickelt  nach  dem  binomi- 
schen Satze,  so  erhält  man  diese  Reihe  ebenfalls.  Mithin  ist  diese 
Reihe  nach  §  61  konvergent,  wenn  der  absolute  Wert  des  Verhält- 
nisses —  kleiner  ist  als  1.     Für  x  =  0  wird    die  rechte  Seite  nnend- 

X 

lieh  gross,  während  die  linke  sich  auf  V^  b  reduziert.  Für  diesen  Wert 
von  X  ist  die  Reihe  daher  unbrauchbar. 

275.  EntwickelaDg  iogarithnischer  Ausdrucke  in  Reihea.     Es  sei 

f  (x)  =  log  X,  so  wird 

f'(x)  =  i-;     f"(x)  =  -^;     f"'(x)  =  ^;    f^{s)  =  ^Z^.,, 

A  JL  A.  A 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  f  (x  +  h)  zu 

h         h^         h^         h*         h*^ 

(1)  log(x  +  h)  =  logx  +  --^  +  3^-^  +  ^-.. 

Setzt  man  x  =  1,  so  erhält  man  die  in  §  63  abgeleitete  Reihe 

h^        h^        h*        h^ 

(2)  log(l+h)  =  h-A_  +  -|--^  +  ^-.. 

Setzt  man  dagegen  h  =  1,  so  folgt 

(3)  ,og(l  +  x)  =  logx  +  |-^  +  3L__L  +  _i^_.. 

Diese  Reihe   (3)   ist  konvergent    für  jeden    Wert  von   x  =  1    bis 

276.  Entwickeling  trigtn^netrischer  Funktionen  in  Reihen.    Es  sei 

f  (x)  =  sin  X,       (p  (x)  =  cos  x, 
so  erhält  man  durch  Differentiation 

f  (x)  =  cos  X ;  f"  (x)  =  —  sin  X ;  f"  (x)  =  —  cos  x;  f^^  (x)  =  sin  x ; . . 
9'  (x)  =  —  sin x;  y"  (x)  =  —  cos  x;  y'"  (x)  =  sin  x ;  ^^^  (x)  =  cos  x; . . 
Setzt  man  diese  Werte  in  die  Taylor' sehe  Reihe,  so  folgt 

y2  y3  y4 

sin  (x  +  y)  =  sin  X  +  y  cos  x  — ^sin  x  —  ^—r  cos  x  +  sin  x  +  . . 

w2  yO  y4 

COS  (x  +  y)  =  cos  X  —  y  sin  x  — ^cosx  +  -^—^  sin  x  +  cos  x  —  . . 

Für  X  =  0  erhält  man  hieraus  die  in  §  66  gefundenen  Reihen 

y*_  ,        y^ 

sin  y  =  y  -  -^  + 


2-3        2-3-4-5 
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y2  y* 

cosy  =  1  —  T^  + 


12    '    1-2-3-4 

277.  Eetke  ▼•■  ladairia.  Setzt  man  in  der  Taylor 'sehen  Reihe, 
§  271,  GleicKaDg  (3),  die  Variable  x  =  0  nnd  bezeichnet  die  hierdarch 
entotandenen  Werte  von  f(x)  mit  f(0),  f  (x)  mit  f'(0),  f"(x)  mit 
f  (0),  0.  8.  w.,  80  erh&lt  man,  wenn  schliesslich  noch  h  mit  x  ver- 
tauscht wird,  die  gesuchte  Reihe 

(1)  f  (x)  =  f(0)  +  f  (0)x  +  f"(0)-y-  +  f"(0)-^  +  .  . 

Sie  dient  dazo,  eine  Fanktion  von  x  in  eine  Reihe  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  der  Variabein  x  za  entwickeln. 

Nimmt  man  an,  wie  das  in  den  §§  61  bis  71  geschehen,  es  lasse 
sich  f(x)  in  einer  Reihe  von  der  Form  darstellen 

(2)  f  (x)  =  A  +  Bx  +  Cx«  +  Dx»  +  Ex*  +  . ., 

worin  A,  B,  C, . .  unbekannte,  konstante  Vorzahlen  bezeichnen,  so  erhält 
man  die  }^erte  dieser  Vorzahlen  wie  folgt. 

Durch  Wiederholung  der  Differentiation  von  (2)  kommt 

f'(x)    =B  +  2Cx  +  3Dx2  +  4Ex«  +  .. 
r(x)  =  2C  +  2.3Dx  +  3.4Ex2  +  .. 

f'"(x)=  2.3D  +  2.3-4EX  +  .. 

etc.  etc.. 

Setzt  man  hierin,  sowie  in  (2)  x  =  0,  so  folgt 

A  =  f(0),     B  =  f'(0),     C  =  yf"(0),     D  =  ^f-(0),.. 

Fährt  man  diese  Werte  in  (2),  so  erhält  man  in  der  That  die 
Maclaurin'sche  Reihe  (1). 

Setzt  man  in  die  Taylor 'sehe  Reihe  x  =  a  und  h  =  x  — a,  so 
erhält  man  folgende  Reihe 

(3)  f  (x)  =  f (a)  +  f  (a)  (X  -  a)  +  f"  (a)  ^^^  +  f "  (a)  ^^^  +  . . 

Von  dieser  Reihe  ist  die  Reihe  (1)  nur  ein  spezieller  Fall.  Man 
nennt  deshalb  (3)  die  erweiterte  Maclaurin'sche  Reihe. 

278.  Entwickelnng  der  Exponentialgrösse  a""  in  eine  Reihe.    Man 

schreibe  f(x)  =  a'^,  so  wird  man  erhalten 

f  (x)  =  a^  log  a ;     f"  (x)  =  a^  (log  a)  ^ ;     f "  (x)  =  a'^  (log  a)  ^ ; 

f^v(x)  =  aMloga)*,.. 
Mithin  für  x  =  0: 

f(0)  =  l;     f'(0)  =  loga;     f"  (0)  =  (loga)2;     P"  (0)  =  (log  a)»; 

f^MO)  =  (loga)S.. 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Maclaurin'sche  Reihe  §  277  ein, 
so  kommt 
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a-  =  1  +  (loga).  y  +  (loga)2^  +  (loga)^^ 


+  .. 


Es  ist  dies  die  in  §  62  nach  dem   Satz  der  aDbestimmteD  Koef- 
fizienten entwickelte  Reibe. 

279.   EitwIckeiuBg  des  Kreisbogeas  durch   den   lagehörigen  Sinas. 

Es    sei  f(x)  ein  Bogen,  beschrieben   mit   dem  Halbmesser  =  1  und  x 
der  zugehörige  Sinns,  so  wird  man  haben 

f(x)     =  Are  sin  X, 

f«  =  :n=L= = (1  -  x»r  ^ 


VT^ 


X' 


r(x)  =x(l-x2)     \ 

f"(x)  =  (l-x2)     3+3x2(l  +  x^)     \ 

f^v(x)  =  9  X  (1  -  x«)     2+15x»(l-x2)     \ 

fV(x)   =9(i_x2)     2^90x2(l-x*)     2 +7.15x*(l-x2)     \ 

n.  s.  f. 
and  hieraus  fdr  x  =  0 : 

f(0)=0;  f'(0)  =  l;  f"(0)  =  0;   f'"(0)=l;  fiv(0)  =  0;    r(0)  =  9; 

u.  s.  f. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Maclaurin'sche  Reihe,   so  erhält 
man  die  gesuchte,  schon  in  §  70  auf  anderm  Wege  gefundene  Reihe 

,       .  ,     Ix^    ,     l-Sx*^     ,     1-3-5X''     , 

Are  sin  X  =  X  +   ^    ^ — h  — — r"T~  +  ":; — z — ^    „   +  •  •  • 


2-3 


2-4*5 


2-4-6-7 


280.  las  RestgUed    der  Tajl^r'sckeii    und    laelanrin^schei  Beihe. 

Die  Taylor 'sehe  Reihe  ist 

(1)    f(x  +  h)  =  f(x)  +  hf(x)+-^r(x)  +  ..+  ,    f       f''(x)  +  R. 

1*2  1 • 2 . . n 

worin  R  den  Wert   aller  Glieder  bezeichnen  soll,   welche  auf  das  von 
der  Ordnung  n  folgen.     Es  sei  die  Grösse  R  zu  bestimmen. 

Hierzu  benutzt  man  folgenden  Satz.  Man  stelle  y  =  f  (x)  geome- 
trisch dar,  indem  man  für  rechtwinkelige  Achsen  x  zur  Abscisse  und 
f  (x)  zur  Ordinate  macht;  dabei  entstehe  eine  Kurve  (Fig.  100),  welche 
die  Abscissenachse  in  zwei  Punkten,  z.  B.  für  x  =  a  und  x  =  b,  schneidet. 
Dann  wird  es  ein  Eurvenstnck  zwischen  diesen 
zwei  Punkten  geben,  das  oberhalb  oder  unterhalb 
der  Abscissenachse  liegt.  Im  einen  wie  im  andern 
Fall  kann  man  an  dieses  Eurvenstuck  eine  Tan- 
gente ziehen,  welche  parallel  zur  Abscissenachse 
läuft,  für  welche  also  die  erste  Ableitung  T  (x)  =  0 
wird.  Die  Abscisse  des  Berührungspunktes  c  muss 
ein  Wert  z  sein,  der  zwischen  a  und  b  liegt. 


Fig.  100. 
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Dies    vorausgesetzt,    fähre    man  X  — x  für   h   in   Gleicbang   (1), 
80  folgt 

(2)  f  (X) = f  (x) + (X  -  X)  f  (x) + ^^r '^'  f"(x) + ■  ■ + ?  r  '^°  +  R. 

Man   nehme  nan   nach   Caachy   an,   es  lasse  sich  das  Restglied 
darstellen  darch  den  Aasdrack 

(3)  R  =  (X-x)P, 

worin  der  Faktor  P  eine  unbekannte  Grösse  bezeichnet. 

Man   fähre    diesen  Wert  von  R  in  (2)  und    vertausche   hierauf  x 
mit  z,  so  kommt,  wenn  alle  Glieder  rechts  versetzt  werden 

f  (X)  -  f  (»)  -  (X  -  z)  f  iz)  -  ^^~f  i"  (z)  -  . . 


^^f"W-(X-z)P. 


Diese  Funktion  wird  =0  für  z  =  x ,  was  unmittelbar  aus  (2) 
folgt.  Denn  wenn  A  =»  B ,  so  ist  auch  A  —  B  =  0.  Die  Funktion 
wird  aber  auch  =0  für  z  =  X.  Bildet  man  also  die  erste  Ableitung 
dieser  Funktion  in  Hinsicht  z,  so  muss  dieselbe  =  0  werden  fär  einen 
Wert  X  =  z,  welcher  der  Tangente  des  Berührungspunktes  c  entspricht. 
Wird  diese  Funktion  difPerentiiert,  so  heben  sich  je  zwei  und  zwei 
Glieder  auf  und  man  erhält  als  erste  Ableitung 

1  •  ^  . .  n 

in   welcher  z  einen   Wert   haben   muss,    der  zwischen  x  und  X    liegt. 
Ein  solcher  kann  aber  dargestellt  werden  durch 

(5)  z  =  x  +  e(X  +  x), 

wo  O  (Theta)    einen    echten  Bruch   bezeichnet.      Es  wird  O  sieb   der 
Grenze  0  nähern,  wenn  z  nur  wenig  verschieden  ist  von  x  =  a  (Fig.  100) 
und  der  Grenze  1,  wenn  z  nur  wenig  abweicht  von  x  =  b. 
Mit  Hilfe  des  Wertes  von  z  aus  (5)  erhält  man  aus  (4) 

1  •  2  •  o  . .  n 

und  somit  aus  (3)  den  Wert  des  Restgliedes 

(6)  R=  ^^~i''C!t^\~^^°  f+'[x  +  e(x-x)]. 

Fährt  man  den  Wert  von  R  aas  (6)  in  (2)  ein  and  setzt  sodann 
X  —  X  =  h ,  so  erhält  man  folgende  mit  dem  Restgliede  versehene 
Taylor'sche  Reihe 

(7)     f  (x  +  h)  =  f  (x)  +  h  f'(x)  +  ^f"  «  +  . .  +  i.g"    „t°  (x) 

1  •  2  •  o  . .  n 
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Setzt  man  in  die  Reihe  (7)  x  =  0  ond  vertanscht  nachher  h 
mit  X,  so  erhält  man  folgende,  mit  dem  Restgliede  versehene  Maclaa- 
rin'sche  Reihe 

(8)     f (x)  =  f (0)  +  X f'(0)  +  -^f" (0)  +  . .  +  ,    f    „f"(0) 

1  *  J  1  *  ^  . .  n 

Nach  der  Bedeutung  des  Restgliedes  können  diese  Reihen  nur 
Gältigkeit  haben,  wenn  dieses  Glied,  von  einem  bestimmten  Wert  von 
n  an  abnimmt  und  verschwindet  für  ein  unendlich  grosses  n. 

Würde  man  die  Grösse  S  genau  kennen,  so  könnte  der  Wert  der 
Reihe  schon  aus  einer  kleinern  Anzahl  Glieder  berechnet  werden. 
Allein  von  der  Grösse  S  weiss  man  nur ,  dass  sie  zwischen  0  und  1 
liegt.  Man  wähle  nun  S  so,  dass  das  Restglied  möglichst  gross  und 
ebenso,  dass  es  möglichst  klein  wird,  so  gibt  die  rechte  Seite  der  Reihe  (7) 
und  (8)  zwei  Grenzwerte,  zwischen  welchen  der  Wert  von  f(x  +  h) 
oder  f(x)  liegen  muss.  An  dem  auf  diese  Weise  berechneten  Wert 
der  Funktion  haftet  daher  ein  Fehler,  der  kleiner  ist  als  der  Unter- 
schied dieser  Grenzwerte. 

I.  Anwendung  auf  die  fixponentialreihe.  Aus  f(x)  =  e^ 
folgt 

f  (x)  =  e*;     f"  (x)  =  e^  . .     f°  (x)  =  e*;     f^  +  ^x)     =  e\ 

f'(0)  =  1;      f  (0)  =  1;..      f°(0)  =  1;      f"  +  nöx)  =  e^'^- 
Daher  gibt  die  Maclaurin'sche  Reihe 

Das  Restglied  enthält  drei  Faktoren.     Der  erste 

X°"*"^        _  XXX  X 

1-2. .n  ~"^*T'Y*"3"""n" 

zerlegt  sich  in  n  4-  1  Faktoren,  die  mit  wachsendem  n  abnehmen  und 
für    n  =  QO  verschwinden,  womit  auch  ihr  Produkt  =  0  wird. 

Der  zweite  Faktor  (1  —  8)"  ist  eine  Potenz ,  deren  Grundzahl 
kleiner  ist  als  1;  daher  verschwindet  diese  Potenz  für  ein  unendlich 
grosses  n. 

Der  letzte  Faktor  e^  bleibt  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  selbst 
eine  endliche  Grösse.  Daher  ist  die  Reihe  (1)  konvergent  für  jeden 
endlichen  Wert  von  x. 

Bricht  man  die  Reihe  (1)  bei  der  fünften  Potenz  von  x  ab,  so 
erhält  man  für  n  =  4 ,  S  =  0  und  ö  =  1  folgende  Grenzwerte  der 
Funktion 

x^      .         x*         .  x*  ^^ 


e*  <  1  4-  X  +  — —  +    ,    ^    ,   +    ,    ^    „    ,    + 


1-2    '      1-2-3  1-2-3.4     '     1-2-3-4 


x«      .         X«  -* 


e*  >  1  +  X  +  — -r  +     ,     ^    ^    + 


1-2  1-2-3  1-2-3-4 
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BeDQtet  man  daher  den  Wert  vod  e*,  welchen  eine  dieser  Reihen 
liefert,  so  ist  der  Fehler,  der  begangeD  wird,   kleiner  als   das  Glied 

X» 


1-2-3-4 

Setzt  man  x  =  1,  so  findet  man  aas  obigen  Ungleichheiten 

e  <  2,75000    und     e  >  2,70833. 

Der  Unterschied    dieser  Werte   ist  =  0,04167  and   beträgt  yom 
wahren  Wert  von  e 

0,04167 : 2,71828  =  0,0153, 

d.  h.  der  Fehler  bei   Berechnung  von  e  nach   obigem  Verfahren  kann 
1,53  Prozente  des  wahren  Wertes  nicht  fibersteigen. 

II.   Anwendung  auf   die  logarithmische  Reihe.      Es   sei 
f  (x)  =  log(l  +  x),  so  wird 

f(x)  =  ^;     f"(x)=-^^;     f"(x)=^^;.. 

f(0)=l;  f'(0)  ^ 1;  f"(x)  =  2;.. 

f~*iU)--T   2-3..(n-l)n 
^'      ^      (l  +  «x)-+» 

and  daher  mittels  der  Haclaar in 'sehen  Reihet  da  f(0)  =  0 
log(l  +  x)  =  -K  — —-  +  —-  —  ..±  —  :f 


2     '     3        ••-^  n    ^  (l  +  «x)"+»* 

Damit  diese  Reihe  konvergent  wird,  moss  das  Restglied  für  ein 
anendlich  grosses  n  verschwinden.  Dieses  Glied  kann  geschrieben 
werden 


/x  — OxV 

Vi+exy  "i 


+  «x- 

Für  positive  Werte  von  x  wird  dieser  Aasdrack  =0  für  ein 
nnendlich  grosses  n,  wenn  x=l  oder  kleiner  als  1  ist.  Denn  die 
Elammergrösse  ist  dann  ein  echter  Brach,  dessen  Potenz  mit  wachsen- 
dem Exponeoteo   abnimmt   und  für  n  =  oo  verschwindet.     Der  zweite 

Faktor  — — r^- —  ist  ebenfalls  ein  echter  Brach. 

1  +  Ox 

Fär  negative  Werte  von  x  geht  das  Restglied  über  in 

/x  — exv       X 
Vi  —  öxy  '  1  —  ex' 

Nan  ist  der  Brach  in  der  Klammer  kleiner  als  1  für  jeden  Wert 
von  X,  der  kleiner  ist  als  1,  d.  h.  der  zwischen  0  and  —1  liegt. 
Daher  wird  die  d^^  Potenz  desselben,  far  wachsende  n,  abnebmeo  und 
zu  Nall  werden  für  n  =  oo. 
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X 


Ad   diesem  Resultate  kann   alsdann   der  zweite  Faktor 


1  — ^x 
nichts   ändern,  weil  er  einen  endlichen  Wert  hat. 

Die  Reihe  wird  daher  konvergent,  wenn  der  Wert  von  x  zwischen 
+  1   und  —  1  liegt  und  auch  dann  noch,  wenn  er  =  +  1  ist. 

III.    Anwendung    auf    die    hinomische    Reihe.      Es    sei 
f  (x)  =  X™,  so  wird 

f(x)  =  mx'»-^;       f"(x)  =  m(m-i)x'»-2- 
f"  (x)  =  m  (m  —  1) . .  (m  —  n  +  1)  x""- 
und  anter  Benutzung  der  Taylor' sehen  Reihe 

(1)     (x  +  h)"^  =  X"  +  mhx"^-^  +  5^-^5LZl1)  h2x°»-2 

1  *  ^ 


>  •  • 

n 


,  m  (m  —  1)  (m  —  2)  _  »   ^     ,   , 
+  1.2.3 -^'^"'-'  +  - 


1   ni  (m  —  1) . .  (m  —  n),„,-,^        n-/     ,     »x  t 

+        1   o  q    „ ^1»  "^  (i-e)"(x+»h)»— -1. 

1  •  J  *  o  . .  n 
Der  Einfachheit  wegen  setze  man  x  =  1,  so  wird 

(2)  (i+h)«  =  l  +  mh  +  ^(^h«  +  ..  +  ^(^^%^^-£±L)hn 

1  *  2fi  1  *  2  •  o  . .  n 

1  •  2s  •  o  . .  n 
Das  Restglied  kann  in  Form  von  drei  Faktoren  geschrieben  werden 

Nun  sei  dem  absoluten  Werte  nach  h  <  1,  so  nehmen  die  Fakto- 
ren in  der  ersten  Klammer  von  (3)  mit  wachsendem  Werte  von  n  ab. 

Der  letzte  dieser  Faktoren,  nämlich  die  Grösse h ,     konvergiert 

bei  endlichem  Werte  von  m  und  wachsendem  n  mehr  und  mehr  gegen 
±  h  als  Grenze  und  da  h  kleiner  als  1  vorausgesetzt  wird ,  so  wird 
mithin  die  erste  Elammergrösse  des  Restes  (3)  für  n  =  oo  verschwin- 
dend klein. 

Beim  zweiten  Hauptfaktor  des  Restes  (3)  ist  die  Grösse 

für  jeden  Wert  von  h,  der  zwischen  4- 1  und  —  1  liegt,  kleiner  als  1, 
also  wird  die  n^  Potenz  dieser  Grösse  zu  Null  für  ein  unendlich  gros- 
ses n. 

Der  dritte  Faktor  (l  +  6h)""~^  ist  eine  endliche  Grösse,  weil 
der  Exponent  m  als  endlich  vorausgesetzt  wird.  Durch  Multiplikation 
mit  den  vorangehenden  Faktoren  wird  das  Resultat  nicht  geändert. 

Die  Konvergenz  der  Reihe  (2)  besteht  daher  für  jeden  Wert 
von  h,   der  zwischen  -f- 1  und  —  1  liegt.     Dies  erfordert,   dass   der 

Antenheimer,  Elementarbuch.  19 
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absolute  Wert  des   zweiten  Gliedes  des  Binoms  1  ±  h  kleiner  ist  als 
das  erste  Glied. 

Das  Gleiche  gilt  aoch  für  die  Entwickelang  von  (x  +  h)"'»   da  in 
der  GleichoDg 


(x  +  h)™  =  (l  +  yy.x» 


nar  —  <  1  voransgesetzt  zn  werden  braucht,  um  die  Konvergenz  der 
Reihe  (1)  herzustellen. 


111.  Differentiation  der  Funktionen  mit  mehreren  Veränderliehen 

nnd  der  nnentwickelten  Funktionen. 

S81.   ier  TajUr'iche  Sati   fir    ViiktlMei   Mit    zwei    ■■abhiigig 
ferftnderlichei  ttrossei.     Die  gegebene  Funktion  sei 

u  =  f(x,y). 

Man   lasse  x  in  x  -f  1^  übergehen  und  betrachte  y   als   konstant, 
so  erhält  man 

du  d*u  h*       d'u    h' 

(1)        f(,  +  h.y)  =  u  +  ^h  +  ^-  +  ^— +  .. 

In  sämmtlichen  Gliedern  dieser  Gleichung  lasse   man  y  in  y  +  k 
übergehen  und  betrachte  x  als  unveränderlich,  so  wird 


du  d^u       k^  d^u        k^ 

dy      "^      dy^        2"*"      dy»       2-3 


U        zu    U  +  —TT-  k  H 7-2 K-  H 1—8 -TT^  +  •  • 


da 

dx 

d»u 

dx» 

d»a 

.  du      d^u         d»u   k^ 
"^  dx   "^  dxdy    "^  dxdy2   2  "*" " 


d'u         d»u 
dx*        dx^dy 


+  -4.:^   +^^:^     k  +.. 


d^u 
dx»  " dx 


+   ._,       +.. 


Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  kommt  als  gesuchte  Reihe 

du  d*u      k»  d^u       k» 

dy      "^     dy*       2    "^     dy»     "2-3 

du..       d*u     .  ,    .       d»U'     hk 
dx  dxdy  dxdy*       2 


(2)    f(x  +  h,y+k)  =  a  +  -j^k  +  -^f^;j _  +  ___-.__  +  .. 


d^n     h"  d»n      h»k 

"^     dx»       2   "•"  dx«dy  *   2    "^'" 

d'n        h» 

"^    dx»    "i^"^" 


Differentialverhältnis  in  Hinsicht  y;    ^    ^  ^^  zweite  partielle  Differen- 
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die  aach  wie  folgt  geschrieben  wird 

l-2-3\dx'  dx^dy  dxdy^  dy*      / 

Hierin  ist  - —  das    partielle    Differentialverhältnis ,    das   entsteht, 
dx 

wenn   man  f(x,  y)  nar  in   Hinsicht   x  differentiiert,  -^j —  das    partielle 

d^g 
dx' 

tialverhältnis   von  n,  d.  h.  dasjenige   Verhältnis,   das  ans  --: —  durch 

d^u 
nochmalige  Differentiation  in  Hinsicht  x  sich  bildet ;    — — - —  dasjenige 

Verhältnis,    das    aus  -; —  erhalten  wird,  wenn  man  in  Hinsicht  y  allein 

dx  ^ 

differentiiert,  etc. 

Lässt  man  in  f  (x,  y)  zuerst  y  in  y  +  k  and  sodann  x  in  x  +  h 
übergehen ,  so  mass  eine  Reihe  für  f  (x  -f-  h,  y  -f  k)  entstehen ,  welche 
der  vorstehenden  gleich  ist,  woraas  folgt,  dass  in  beiden  Reihen  die 
Glieder  mit  denselben  Potenzen  von  h  und  k  einander  gleich  sein 
müssen.     Dies  fuhrt  zu  folgenden  Relationen 

d^g  ^  d^u    d»u  ^   d»u      d»u   ^   d»  u 
dxdy   dydx'  dxdy^    dy^dx'   dx^dy    dydx^* 

Hieraus  folgt,  dass  bei  der  Ableitung  dieser  Differential  Verhält- 
nisse die  Reihenfolge  der  Operationen  gleichgültig  ist. 

28S.  ilfferentiatUn  der  Vanktitnen  nit  Mehreren  unabhängig  ver- 
aiderllchei  ttrdssen.  Lässt  man  in  der  vorstehenden  Taylor 'sehen 
Reihe  für  f(x  +  h,y  +  k)  die  Grösse  h  in  dx,  k  in  dy  übergehen, 
so  folgt 

f (x  +  dx,y  +  dy)  -  f (x,y)  =  -^dy  + -^ f"  +  •  • 

du  d'^u 

+  -7— dx+  'dxdy  +  .. 

dx  dxdy 

,     d^u      dx2 

+  :d^'"~2~  +  -- 

Die  linke  Seite  ist   das  vollständige  Differential  von  f(x,  y).     Auf 

der  rechten  Seite  sind  die  Glieder  —^ —  d  y  und  — —  d  x  die   partiellen 

dy     -^  dx  '^ 

19» 
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Differentiale  der  Fanktion  and  als  solche  unendlich  kleine  Grössen 
der  ersten  Ordnung.  Die  Glieder  mit  dy^  dxdy,  dx^  sind  unendlich 
kleine  Grössen  der  zweiten  Ordnung  und  verschwinden  gegenüber  denen 
der  ersten  Ordnung.  Um  so  mehr  werden  in  der  Reihe  die  Glieder 
mit  dy^  dxdy^,  etc.  vernachlässigt  werden  können.  Mithin  ist  das 
vollständige  Differential 

(1)  df(x,y)  =  i^dx  +  ii^dy. 

Auf  demselben  Wege  findet  man  als  Differential  einer  Funktion 
mit  drei  unabhängig  veränderlichen  Grössen 

(2)  df(x,y,z)  =  ^l^>dx  +  ^^i%I^dy  +  ä%y^dz. 

Mithin  erhält  man  das  vollständige  Differential  einer  Fanktion  mit 
mehreren  unabhängig  veränderlichen  Grössen,  wenn  man  die  Funktion 
in  Hinsicht  einer  jeden  Veränderlichen  besonders  differentiiert  und  die 
erhaltenen  partiellen  Differentiale  addiert.  Man  sieht,  dass  man  das- 
selbe Resultat  erhält,  wie  wenn  man  nach  den  Regeln  verfährt,  welche 
in  der  ersten  Abteilang  über  die  Differentiation  von  Aggregaten,  Pro- 
dukten, Quotienten,  etc.  bei  Fanktion  mit  einer  Variabein  gelehrt 
wurden. 

Beispiel.  In  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  101)  sei  die  Standlinie  c 
mit  der  Messkette  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  A  und  B  mit 
einem  Winkelinstrumente  gemessen.  Die  Resultate  dieser  Messungen 
seien  mit  kleinen  Fehlern  behaftet.  Man  soll  den  Einfluss  dieser  Feh- 
ler auf  die  dem  Winkel  A  gegenüberliegende  Seite  a  bestimmen. 

Fig-  101'  Man  hat  die  Relation 

a :  c  =  sin  A :  sin  C. 

Setzt  man  hierin  C  =  180  —  (A  +  B),  so  folgt 

a  sin  (A  +  B)  =  c  sin  A. 

Man  nehme  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  kommt 

(1)  log  a  +  log  sin  (A  +  B)  =  log  c  +  log  sin  A. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

da    ,  cos(A  +  B)  ,   jm       de    ,    cosA 

— +  sm(A  +  B)('^^  +  '^^)  =  — +  -ibÄ^^' 

da         de        r cos A       cos (A  +  B)1  ,  .       cos (A  +  B) 


=  ^^  + 


a  c 


fcosA       cos(A  +  B)"]  cos(A  +  B) 

LsinA        8in(A+  B)J  sin(A  +  B)       ' 

Betrachtet  man  in  Formel  (1)  die  Grössen  c,  A,  B  als  unabhängig 
Veränderliche,  also  loga  als  die  Funktion,  so  besteht  das  Differential 
von  loga  aus  drei  partiellen  Differentialien.  In  der  That  ist  in  (2) 
das  erste  Glied  rechts  das  partielle  Differential  von  (1)  in  Hinsicht  c, 
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das    zweite  Glied  dasjenige  in  Hinsicht  A  und  das  dritte  dasjenige  in 
Hinsiebt  B. 

^an  seien  de,  dA, dB  die  sehr  kleinen  Fehler  der  Grössen  c,  A, B, 

da 
so    wird  da  der  gesuchte  Fehler   der  Seite  a  und  das  Verhältnis 

dieses  Fehlers  zur  Seite  sein. 

283.  Höhere  DiffereDtlale  einer  FaoktUD  Mit  mehreren  nnabhangig 
Teran4erlichen  Crossen.     Die  gegebene  Funktion  sei 

u  =  f(x,y), 

so  ist  ihr  erstes  Differential  nach  Formel  (1)  des  §  282 

(1)  du  =  — dx+^dy. 

In  diesem   Ausdrucke    sind   die   Differentialverhältnisse 


dx'    dy 

Funktionen  von  x  und  y.  Da  aber  x  und  y  von  einander  unabhängig 
sind,  so  nimmt  man  ihre  ersten  Differentiale  dx  und  dy  als  konstant 
an  und  man  erhält 


(4f)= 


— rdx  +  jTTzdy, 


dx/        dx*  dxdy 

,/du\      _d«u    ,      ,     d^u    , 

%-df;=d7di'^^+-d?-^y- 

d^u  d^u 

Da   nun  -; — —  =  -^ — r->  so  wird  das  Differential  von  du  in  Formel  (1) 
dxdy       dydx 

(2)         d2u  =  -f4-dx^  +  2-^dxdy  +  -^dy^ 

dx^  dxdy  d  y'     "^ 

Wird  diese  Gleichaog  nochmals  differentiiert,  so  erhält  man 
zunächst 

./d«uN  d»u_.       ,        d»n      , 

**  VTi^- j  = -dl^  <1  ^  + -dI5d7  **  y ' 

,^d'aN_      d»n  ,       d»n      , 

*^Vdxdyy        dx'dy         "^  dxdy«     ^' 

./^_dfu\  d»n      ,      ,       d»o      _, 

Deshalb  wird  das  dritte  Differential  von  u  sein 

^   ^       dx»         ^     dxMy        ^y^'^dxdy«^    ^   ^  dy«  ^  ' 

Auf  ähnliche  Weise  kann  die  Differentiation  fortgesetzt  und  ebenso 
die  Wiederholung  der  Differentiation  einer  Funktion  mit  mehr  als  zwei 
unabhängig  Variabein  ausgeführt  werden. 
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284.  Wiederholte  llffereiliatlM  eiaer  iBeilwiekelcei  PuktUn  ait 
eiier  uabhMgig  TeriiderlickeB.  Es  sei  die  Fanktion  a  =  f(x,y)=0 
za  di£ferentiieren. 

Man  betrachte  x  als  die  aDabhftngig  Variable,  so  wird  im  Folgen- 
den ihr  Dififerential  dx  als  konstant  angesehen.  Nach  §  28  gibt  die 
erste  Differentiation 

^  '  dx        dy     dx 

dy 
Hierdurch  ist  der  Wert  des  Verhältnisses  -p-  =  tang  a  (§  6)  gegeben. 


Um  anch   das  zweite  Differential  Verhältnis  -^-^    za    bestimmen,    ver- 


d^y 

dx' 

fährt  man  mit  Gleichang  (1)  gerade  so,  wie  in  §  28  mit  der  gegebenen 
Fanktion  verfahren  warde,  am  das  erste  Differentialverhältnis  abzu- 
leiten, d.  h.  man  differentiiert  (1)  in  Hinsicht  x,  dann  in  Hinsicht  y 
nnd  setzt  die  Summe  aus  den  erhaltenen  Differentialverhältnissen  =  0. 
Nun  sind  die  partiellen  Differential  Verhältnisse  von  (1) 

.     TT.    .  ,  ^  d^u     ,     d^u      dy 

m  Hinsicht  x:      .    »    + 


dx*        dydx    dx' 

u      dy         d^u     /dy\*       du      d* 


.     „.     .  .^  d^u      dy    ,     d^u     /dyV  . 

in  Hinsicht  y:  ■^—r-'-r-  +  —7-r'[-r-)  +    .         ^    2  » 

dxdy    dx         dy^     \dx/         dy      dx^ 

somit  das  vollständige  Resultat  der  Differentiation  aus  (1) 

d^u     d^u   dy    d*u  /dyN*   du   d^y 


(2)  ^+2-f^.^+^.m\ 

dx^     dydx  dx    dy^  \dx/ 


+  -1 -r-^  =  0. 


dydx  dx    dy*  \dx/    dy   dx 

12 


2 


d  V  d  V 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  ^-^aus  (1),  so  kann    -   i.  als    gefnn- 

dx  dx^ 

den  betrachtet  werden.  Man  erkennt  aus  der  Art,  wie  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  entstanden  sind,  dass  in  gegebenen  Fällen  keine  andern 
Regeln  zur  Anwendung  kommen,  als  wie  sie  im  ersten  Abschnitt  über 
die  Differentiation  von  Summen,  Produkten,  Quotienten,  etc.  bei  ent- 
wickelten Funktionen  aufgestellt  wurden.  Es  ist  daher  auch  überflüssig, 
hier  noch  weitere  Differentiationen  auszufuhren. 

285.  üfferentiatitn  einer  nnentwickelten  FanktUn  nit  Mehreren 
unabhängig  Teränderliehen.  Es  sei  u  =  f  (x,  y,  z)  =  0  zu  differentiieren. 
Man  betrachte  x,  y  als  unabhängig  veränderlich ,  so  wird  z  von  x,  y 
abhängen.  Setzt  man  in  Formel  (2)  des  §  282  die  Grösse  f  (x,  y,  z)  =  0, 
so  erhält  man  als  erstes  Differential 

Bei  Wiederholung  der  Differentiation  beachte  man,  dass 


dx'    dy' 

du  y. 

— — Funktionen  sind  vonx,  y,  z,  dass  die  Differentiale  dx,dy  konstant 

Q  Z 
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d  u 
genommeD   werden   and   dass  das  letzte  Glied  — — dz  ein  Prodakt  ist 

d  z 

ans  den  veränderlichen  Faktoren  — —  and  dz.     Folglich  erhält  man 

d  z 


(©  - 


dx^  dxdy  dxdz 


,/da\      d^a  ,   ,  d^a  ^   ,  d^a  ^ 
dl -5— )   =  ,  .  dx+  ,  n  dy  +  ■  ■  dz, 
Vdyy     dydx     dy*  ^       dydz 

,/da,\   /d^a,   ,  d^u,   ,  d*a,\.   ,  da,« 
d  ( -^dz  )  =  (  ;p-p- dx  +  j— r-dy  + -^-g- dz  )  dz  + -7- d^ z. 
\dz   /   \dxdz     dydz     dz^   /     dz 

Mithin  das  Dififerential  der  Formel  (1) 

(2)     -r-^dx2  +  2T-3-dxdy  +  2-T— r-dxdz  +  -r-^dy2 
^  '      dx^  dxdy         ^  dxdz  d  y^      ^ 

+  2^5— T- dydz  + -p-ä-dz*  + --—d*z  =  0. 
dydz  dz^  dz 

Aas  (1)  kann  dz,  aas  (2)  d^z  dargestellt  werden.  Aach  hier 
kann  nach  den  Regeln ,  welche  im  ersten  Abschnitt  über  die  Differen- 
tiation der  Fanktionen  mit  einer  anabhängig  Variabein  aafgestellt  war- 
den,  verfahren  werden,  wenn  man  nar  beachtet,  dass  die  ersten  Diffe- 
rentiale der  anabhängig  Veränderlichen  konstant,  das  der  abhängig 
Variabein  veränderlich  angenommen  wird. 

Beispiel.     Es  sei  za  differentiieren 

(a  -  x)«  +  (b  ~  y)2  +  (c  -  z)2  -  R2  =  0. 

Man  erhält  zunächst 

(1)  (a  -  x)dx  +  (b  -  y)dy  +  (c  -  z)dz  =  0. 
Ist  z  die  abhängig  Veränderliche,  so  ergibt  sich  hieraas 

(2)  -  d  x2  -  d  y2  -  d  z«  +  (c  -  z)  d«  z  =  0. 

Aas  (1)  folgt 

(a  — x)dx  +  (b  — y)dy 

az  = . 

c  —  z 

Fährt  man  diesen  Wert  in  (2)  ein  and  ordnet  nach  den  Potenzen  von 
dx,  dy,  so  erhält  man 

(c-z)2  +  (a-x)'  2(a-x)(b-y) 

(C-Z)»  "''     +  (c-2)»  ^ 

I   (c-^)'  +  (b-y)'      . 

^  (c-z)»  ''y 

oder  anch 

d.,^R'-(b-y)',,,+  2(a-x)(b-y)^^ 

(c  —  z)*  (c  —  z)'  •' 


R'  -  (a  -  x)» 
(c  -  z)« 


+      /.     -N«  '  dy'- 


> 
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IV.    AnflOsong  niimeriseher  ftleieliiingeB. 

2M.  Ueickiig  Mit  eher  VibekaMtei.  Es  sei  f  (x)  =  0  die  aaf- 
zaldsende  Gleichung. 

I.  Methode  von  Newton.  Lässt  man  x  zanehmen  nm  h,  so 
erhält  man  nach  der  Taylor' sehen  Reihe 

f(x  +  h)  =  f(x)+f(x)h  +  f'(x)-^  +  .. 

nnd  folglich,  wenn  x  mit  a  vertauscht  wird 

(1)  f(a  +  h)  =  f(a)  +  r(a)h+f"(a)-^  +  .. 

Gesetzt  es  sei  a  sehr  nahe  eine  Wnrzel  der  Gleichung  und  h  ihr 
sehr  kleiner  Fehler,  so  dass  h  einen  sehr  kleinen,  echten  Bruch 
bezeichnet,  so  wird  a  +  h  eine  exakte  Wurzel  der  Gleichung,  also 
f(a  +  h)  =  0  sein. 

Vernachlässigt  man  nun  in  (1)  die  Glieder  mit  der  zweiten  und 
den  höheren  Potenzen  von  h,  so  erhält  man  annähernd 

f(a)  +  f'(a)h  =  0, 
woraus  folgt 

(^^  ^        TW"- 

um  also  den  Fehler  h  der  Wurzel  annähernd  zu  finden,  bilde 
man  den  ersten  Differentialquotienten  der  gegebenen  Funktion,  setze 
sodann  in  die  Funktion  und  ihren  Differentialquotienten  statt  x  den 
angenäherten  Wurzelwert,  dividiere  die  erstere  Grösse  durch  die  letz- 
tere und  nehme  das  Resultat  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Als- 
dann ist  a  +  h  =  b  ein  Wert,  welcher  der  wahren  Wurzel  näher  liegt 
als  a.  Verfährt  man  mit  b  wie  mit  a,  so  erhält  man  eine  weitere 
Annäherung  an  die  wahre  Wurzel. 

Ist  h  nicht  klein  genug,  um  in  der  Gleichung  (1)  die  Glieder  mit 
h^,  h^, ..  vernachlässigen  zu  können,  so  muss  der  Wert  von  a  durch 
neue  Versuche  genauer  ermittelt  werden. 

Beispiel.     Es  sei 

f(x)  =  x'*-8x  +  8  =  0, 
so  wird  sein 

f  (x)  =  3x2-8. 

Für  den  angenäherten  Wurzelwert  a  =  1  hat  man 

f(a)  =  1^-8- 1  +  8=1, 

f(a)  =  3-l2-8=  -5. 

Fehler  der  Wurzel   h  = —  =  0,2. 

—  5 

Verbesserte  Wurzel  b  =  1  +  0,2  =  1,2. 
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Verfährt  man  mit  diesem  Werte  b  ==  1,2,  wie  soeben  mit  a  =  1,  so  ist 

f  (b)  =  1,2*  -  8  . 1,2  +  8  =  0,128, 
f'(b)  =  3- 1,2^-8=  —3,68. 

O  128 
Fehler  der  Wurzel   h  = ^^  !"     =  0,035. 

Verbesserte  Wurzel      =  1,2  +  0,035  =  1,235. 

Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  kann  noch  eine  grössere  Annäherung 
erzielt  werden. 

n«  Regula  falsi.  Wenn  man  in  der  Gleichung  f(x)  =  0  die 
Unbekannte  x  um  die  sehr  kleinen  Grössen  h  und  k  zunehmen  lässt, 
so  hat  man  nach  der  Taylor' sehen  Reihe  annähernd 

f(x  +  h)-f(x)  =  f'(x)h, 
f(x  +  k)-f(x)  =  f'(x)k, 

indem  man  die  Glieder  mit  der  zweiten  und  den  höheren  Potenzen  von 
h  und  k  vernachlässigt;  folglich  durch  Division  dieser  Gleichungen 

f(x  +  h)-f(x)    ^  h 
f(x  +  k)-f(x)    ""  k' 

Wird  hierin  x  -]-  h  ==  a  und  x  +  1^  =  b  gesetzt  und  angenommen, 
dass  X  die  wahre  Wurzel  der  Gleichung  bezeichne,  so  wird  f(x}=:0, 
f(x  +  h)  =  f(a),  f(x  +  k)  =  f(b)  und  die  vorstehende  Formel  gibt  die 
Proportion 

f  (a)  _  a  ^  X 

TÖby^b"^^' 

Folglich  verhalten  sich  die  Funktionswerte  wie  die  Fehler  der  Wurzel. 
Diese  Proportion,  Regula  falsi  genannt,  ist  um  so  richtiger,  je  kleiner 
die  Fehler  h  =  a  —  x  und  k  =  b  —  x  sind.    Aus  obiger  Proportion  folgt 

(a-b)f(a) 


X  =  a  — 


f(a)-f(b) 


ein  Ausdruck,  durch  welchen  die  Wurzel  x  sehr  annähernd  berechnet 
werden  kann. 

Beispiel.     Die  aufzulösende  Gleichung  sei 

(1  +  x)»  ^  100. 

Man  nehme  zuerst  auf  beiden  Seiten  die  gemeinen  Logarithmen, 
so  wird  die  aufzulösende  Gleichung  sein 

f(x)  =  xlog(l  +  x)-2  =  0. 

Setzt  man  hierin  a  =  3  und  b  =  3,3  für  x,  so  folgt 

•      f  (a)  =  3  log  4  -  2        =  -  0,193820, 
f  (b)  =  3,3  log  4,3  —  2  =      0,090446, 

a  -  b  =  -  0,3;     f  (a)  -  f  (b)  =  -  0,284266, 
--,       ,  ^   ,    0,3-0,193820        ^^^, 

^'^^^  ^  =  ^  +       0,284266       =  ^'^^^- 
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Beteicfanet  man  diesen  geotberten  Wert  von  i  mit  c,  m  ist 

f(c)=3,204log4,204  — 2=  -0,0017847. 

Verfthrt   man   mit  a  =  3  und  c  =  3,204   wie   oben  mit  a  and  b, 
erh&lt  man 

a  —  c 0,204;     f  (a)  —  f  (c)  =  —  0,1920353, 

w™.,  ._,   ,     0,204-0,19382    _,„„,, 


Anf  diesem  Wege  kann  die  Wnrzel  bia  zd  einem  beliebigen  Grade 
der  AnDSbemng  bestimmt  werden. 

llt.   Geometrische  Darstellang  der  beiden  Anflfisnngs- 

metboden.     Es  seieD  Os.Oy  (Fig.  102)  zwei  rechtwinkelige  Koordi- 

natenacbsen.     Man  trage  eine  Reibe  von   Werten 

tig.  1U2.  ,^^  j  als  Abscissen  und  die  entsprechenden  Werte 

von  f(x)  als  Ordinaten  anf,  so  erh&lt  man  eine 

Korve  b'ca'.     Diese  Korve  schneide  die  Abscissea- 

achse  Ox  in  c,  so  wird  Oc  ^^  s  eine  wahre  Wurzel 

der  Gleichnng  f(x)  =  0  sein.     Nan  seien  Oa  =  a, 

Ob  =  b  zwei   angen&herte  Wurzeln   der   Gleichang 

f(x)  =  0.     Man  setze   in  f(x)  die  Werte  a  nnd  b 

statt  X,  so  wird  f(x)znf{8)  =  aa'nnd  zu  f(b)  =  bb'. 

Da  ac  =  a— X  and  bc  =  K  — b  sehr   klein   voransgesetzt  werden,  so 

kOnneo    die  KorveDStScke   a'c   nnd   b'c  als  gerade  Linien  angeeebeD 

werden. 

Alsdann  ist 

aa  f(a) 

tang  a'  c  a  = = —. 

ac        a  —  X 

Allein  die  Tangente  durch  a'  an  die  Kurve  ist  gleich  dem  ersten  Diffe- 
rentialqaotienten  (§  6)  der  Fnnktion,  also  =f(a);  folglich  wird  sein, 
wenn  man  noch  den  Fehler  x  —  a  der  Wnrzel  =  h  setzt 


,  woraus  h  = 


P(a)- 


Sind  die  KurvenstQcke  a'c  nnd  b'c  in  einer  geraden  Linie,  was  sehr 
nahe  der  Fall  sein  wird,  so  hat  man  die  Proportion 


oder 


f(a) 


bb'        bc  -f(b)         x-b' 

Diese  letztere  Proportion  stimmt  mit  der  oben  aufgestellten  ober- 
ein,  wenn  anf  beiden  Seiten  mit  —  1  mnltipliziert  wird.  -Bei  Ableitnng 
dieser  Proportion  wurde  voraasgesetzt  a  >  x,  b  <  x.  Es  ergibt  sich 
dieselbe  Proportion,  wenn  a  nnd  b  zugleich  grAsser  oder  zugleich  kleiner 
als  X  sind. 
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287.  MelehHigea  mH  iwel  ünbekanntei.  Die  anfzaldsenden  Glei- 
ch oDgen  seien 

(1)  f(x,y)  =  0,     F(x,y)  =  0. 

Aendern   sich   die  Grössen  x,y  nm  h  and  k,  so  erhält  man  nach^ 
der  Taylor' sehen  Reihe 

(2)  f(x  +  h,y  +  k)=  f(.,y)  +  -li^h+il^k  +  .. 

(3)  p(x  +  h,y  +  k)  =  F(x,y)  +  ^^^h  +  ^^^k  +  .. 

Nun  seien  a,h  zwei  sehr  angenäherte  Wnrzelwerte  und  h,  k  ihre 
Fehler,  so  dass  a  +  h,  h  -f  k  wahre  Wurzeln  der  Gleichungen  bezeichnen. 

Setzt  man  nun  in  den  Gleichungen  a  für  x,  b  für  y,  bricht  die 
Reihen  wegen  der  Kleinheit  von  h  und  k  bei  den  ersten  Potenzen 
dieser  GrOssen  ab  und  berücksichtigt,  dass  die  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen  (2),  (3)  =  0  werden,  so  hat  man 

(4)  0=  f(a,b)  +  ^^h+^i|^k. 

(5)  o  =  F(a.b)  +  i^h  +  l?;^k. 

dx  dx 

Diese  Gleichungen  enthalten  nur  noch  die  Unbekannten  h  npd  k 
in  der  ersten  Potenz,  indem  alle  andern  Ausdrücke  aus  den  Funktionen 
und  ihren  partiellen  Ableitungen  erhalten  werden,  wenn  man  die  be- 
kannten Werte  a,  b  für  x,  y  einführt.  Mithin  ist  die  Aufgabe  auf  die 
Auflösung  zweier  Gleichungen  vom  ersten  Grad  zurückgeführt. 

Sind  diese  Werte  von  h  und  k  ermittelt,  so  setze  man  a'  =  a  +  1^» 
b'  =  b  -f  k  als  angenäherte  Wurzelwerte  und  bestimme  ihre  Fehler  h^ 
und  k'  auf  dieselbe  Weise,  wie  h  und  k  bestimmt  werden,  so  erhält 
man  eine  weitere  Annäherung. 

Beispiel.  f(x,y)  =  x' -  2xy2  +  5  =  0, 

F(x,y)  =  y2  +  3xy+io  =  0. 

ii^  =  3x^-2y^     MMl=-4xy. 

Ii;j5^  =  3y;  ^i;^  =  2y  +  3x. 

dx  ^  dy  ^ 

Für  X  =  2,3  und  y  =  —  2  wird 

f(x,y)=- 1,233;       F(x,y)  =  0,2. 

Da  die  Funktionen  für  diese  Werte  der  unbekannten  klein  aus- 
fallen, so  nehme  man  a  =  2,3  und  b  =  —  2,  führe  sie  in  die  ersten 
Di£ferentialquotienten  ein  und  schreibe  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  an, 
so  kommt 

0  =  -  1,283  +  7,87  h  +  18,4  k, 
0=      0,2      -6h      +    2,9  k, 


—     300     — 

woraus  man  für  die  beideo  Fehler  der  Wurzeln  findet 

k  =  0,044,        h  =  0,054. 

Deshalb  sind  die  angenäherten  Wurzeln 

a  +  h  =  2,3  +  0,054  =  2,354 ;     b  +  k  =  -  2  +  0,044  =  —  1,956. 

Hierfär  werden  die  gegebenen  Funktionen 

f  (x,  y)  =  0,039 ;     F  (x,  y)  =  0,013, 

also  sehr   nahe  =  0;   mithin  sind  x  =  2,354  und  y  =  —  1,956    sehr 
angen&herte  Wurzelwerte. 

288.  Algebriiiehe  Ueichiigei  mH  gleichen  Warseln.  Es  seien 
a,  b,  c, . .  Wurzeln  einer  Gleichung,  so  lässt  sich  dieselbe  in  ein  Pro- 
dukt (x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c) . .  zerlegen.  Sind  drei  dieser  Wurzeln 
einander  gleich,  z.  B.  gleich  a,  so  wird  jenes  Produkt  den  Faktor 
(x  — -  a)'  enthalten.  Nun  enthalte  eine  Gleichung  n  gleiche  Wurzeln  a, 
so  wird  sie  in  ein  Produkt  zerlegt  werden  können  von  der  Form 

(1)  F(x)  =  (x-a)°f(x)  =  0. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  folgt 

,_v  d  F  (x)  ,  N„     1  -  /  N    .   /  N«  cl  f  (x) 

(2)  -j^  =  n  (x  -  a)°-if  (x)  +  (x  -  a)°-^. 

Wenn  nun  n  =  2,  so  hat  die  Gleichung  (1)  zweimal,  und  der 
erste  Differentialquotient  (2)  einmal  den  Faktor  x  —  a.  Wenn  daher 
die  Gleichung  und  ihr  erster  Differentialquotient  einen  gemeinschaft- 
lichen Faktor  von  der  Form  x  —  a  enthalten,  so  hat  die  Gleichung 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

Durch  Differentiation  von  (2)  folgt 

(3)  '^'f'f^  =  n  (n  -  1)  (x  -  a)°- "  f  (x)  +  2  n  (x  -  a)-  ^-^ 

d  x^  dx 

d2f(x) 


+  (x  -  a)' 


dx 


2 


Wenn  n  =  3,  so  enth&lt  die  Gleichung  (1)  den  Faktor  x  — a 
dreimal,  der  erste  Differentialquotient  (2)  zweimal  und  der  zweite 
Differentialquotient  (3)  einmal.  Wenn  somit  der  erste  und  zweite 
Differentialquotient  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  von  der  Form 
X  —  a  haben,  so  hat  die  ursprüngliche  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln. 

Auf  diesem  Wege  ergibt  sich  folgender  allgemeine  Satz:  Wenn 
der  (n  —  1)**  Differentialquotient  einer  Gleichung  mit  dem  vorhergehen- 
den einen  gemeinschaftlichen  Faktor  hat  von  der  Form  x  —  a,  so  hat 
die  gegebene  Gleichung  n  gleiche  Wurzeln  a. 

Beispiel  1.     Aus     F(x)  =  x»  -  3x  +  2  =  0 

folgt  Ai«-^  3x^-3. 

°  dx 
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Nun  haben  die  Polynome  x'  —  3  x  —  2  und  3  x^  —  3  den  gemein- 
schaftlichen Faktor  x  -h  1 ;  folglich  hat  die  Gleichung  F  (x)  =  0  die 
beiden  gleichen  Wurzeln  —1.  Die  zweite  Ableitung  von  F(x)  ist 
=  6  X.  Diese  hat  mit  der  ersten  3  x^  —  3  keinen  gemeinschaftlichen 
Faktor.     Somit  hat  auch  die  Gleichung  nicht  drei  gleiche  Wqraeln, 

Dividiert  man  die  gegebene  Gleichung  durch  (x  -f  l)^  so  findet 
man  als  Quotienten  x  —  2 ;  folglich  ist 

F(xj  =  x»  -  3x  -  2  =  (x  +  l)2(x  -  2)  =  0. 

Beispiel  2.  Die  zweigliederige  Gleichung  x°  ib  ^  =  0  hat  zur 
ersten  Ableitung  nx"~^.  Da  diese  Ableitung  und  die  Gleichang  keinen 
gemeinschaftlichen  Faktor  haben,  so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
alle  ungleich. 


y.   BestimmiiBg  der  Werte  der  Funktionen,  welche  die  nnbe- 

stimmte  Form  ^  annehmen. 


im    Bruche  -; ^^  die  Variable  x  =  1  setzt,  so  geht  der  Brach  über 


289.   Bestinnuog  der  Werte  ^  in  speiiellen   falleo.     Wenn   man 
1  — X 

1-x' 

in  die  unbestimmte  Form  %,     Dividiert  man  aber  Zähler   und  Nenner 
des  gegebenen  Bruches  durch  1  —  x,  so  folgt 

l~x    ^      1 
1  -  x«  ""  1  +  X* 

Setzt  man  hierin  x  =  1,  so  findet  man  als  gesuchten  Wert  ^  =  ^. 

sin  X 
Wird   in  dem   Bruche die    Veränderliche  x  =  0   gesetzt,   so 

X 

erscheint  dieser  Bruch  ebenfalls  unter  der  Form  f.    Allein  nach  §  276  ist 

X»        .  X« 


sin  X  =  X  —  -    -  + 


2-3    '      2-3-4-5 
folglich 


sin  X       .         x^      .  X* 


=  1-1^  + 


2-3    '     2-3-4-5 
Für  X  =  0  gibt  diese  Gleichung   -— —  =  tt  =  1  ^Is  gesuchten  Wert. 

2M.  Allgeneines  Yerfahren  •  lur  BestiuMung  der  Werte  ^.  Man 
stelle  den  Zähler  des  Bruches  durch  f(x),  den  Nenner  durch  9{^)  dar, 
lasse  X  in  x-{-h  übergehen  und  entwickele  nach  dem  Taylor 'sehen 
Satze,  so  erhält  man 

f(x  +  h)_.    fW  +  f'Wh  +  f"(x)-^+.. 
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Nun  gehe  Z&hier  aod  Nenner  des  Braches  — 7-4-  für  x  =  a  in  -77 

y  (x)  0 

über,  so  yerschwinden  in  diesem  Falle  die  ersten  Glieder  im  Zähler 
and  Nenner  rechts.  Setzt  man  also  x  =  a  and  dividiert  sodann  rechts 
im  Zfthler  and  Nenner  durch  h,  so  folgt 


f(^  +  ^)        y.(»)^.y«(,)^  +  y.«(,)^  +  .. 


Wird  hierin  h  =  0  angenommen,  so  kommt 

f(a)         f(a)         0 


9(a)       ^P'(a)    .    0' 

Somit  wird  der  Wert  des  Braches,  welcher  für  x  =  a  anter  der  unbe- 
stimmten Form  %  erscheint,  erhalten,  wenn  man  die  erste  Ableitung 
des  Zählers  durch  die  erste  Ableitung  des  Nenners  dividiert  und  im 
Resaltate  x  =  a  setzt. 

Sollten  auch  die  Grössen   f*  (a)  und   9^  (a)  für  x  =  a  gleichzeitig 
verschwinden,  so  gibt  die  Formel  (1),  nachdem  noch  Zähler  und  Nenner 

mit  -^  dividiert  sind 

f(.+h)_ '"<"+''"<«)i+- 


»<*+'"    r(.)+»"'C.)-^+..' 

Setzt  man  hierin  h  ===  0,  so  folgt 

f(a)  ^    r(a)  ^  0 

In  diesem  Falle  wird  also  die  zweite  Ableitung  des  Zählers  durch 
die  zweite  Ableitung  des  Nenners   dividiert  und  sodann  x  =  a  gesetzt, 

um  den  Wert    ^,  .  =  -;r-  zu  erhalten. 

y(a)        0 

Man  sieht  hieraus,  dass  man  haben  würde 

f(a)  ^    f^^(a)  ^  0 
V  (a)        »'"  (a)         0  ' 

wenn  im   Ausdrucke  (2)  f^(a)   und   9''(a)   gleichzeitig  zu  Null   wür- 
den, u.  s.  w. 

j  n  Q 

Beispiel  1.     Der  Bruch  —5 5-  wird  für  x  =  a  zu  -r-.     Man 

«-  x'  — a'  0 

schreibe 

fW  _   x-a  _rW  _ _1_ 

9{x)  ~  x»-a»  '    "  '"  rW  ~   3x»  • 
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Für  X  =  a  wird  daher  der  Wert  von  %  gleich 

f(a)  ^    f  (a)  _^      1      ^  0 
y  (a)        q>'  (a)         3  a*^         0  ' 

Beispiel  2.     Es  soll  der  Wert  des  Bruches  - ,  für  x  =  1 

Vl-x 

bestimmt  werden.     Nan  ist 


f(x)        lognatx         f'(x)  x  2  VT 


VW     Vi^:y'    y'W 


2V1  —  X 


0  f  (1) 

Für  X  =  1    wird  -r-  =  --jttx-  ==  0  der  gesachte  Wert  sein. 

0       9  \l) 

X   ~~'  sin  X 
Beispiel   3.      Es    sei    der   Wert    des  Braches   3 für 

X  =  0  zu  prüfen.     Man  hat 

f  (x)   _   x^  —  sin^x  f  (x)    _  2  X  —  2  sin  x  cos  x 

"yW  "      ^      '  r(x)  3^2    :    ' 

f  (x)  __  1  —  cos^x  +  sin^x  f"  (x)  __  4  cos  x  sin  x 

9^ ""  3"i  '        ¥^  3  • 

Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  gehen  die  drei  ersten  Brüche  in  die  un- 
bestimmte Form  f  über  und  der  letzte  wird  =  0;  folglich  ist  auch 
der  gegebene  Bruch  =  0  für  x  =  0. 

291.    Zahler  und  Neuer   enthalten    einei   Faktor   Ten   i|er   Htm 

m 

(x  —  a)°.     Ein  Bruch  von  der  Form 

m 

f(x)  ^  (x-a)°»(x) 

F  (x)  P  ' 

(x-a)^V'(x) 

dessen  Zähler  und  Nenner  den  Faktor  (x  —  a)  mit  irgend  einem  Ex- 
ponenten enthält,  wird  immer  zu  ^  für  x  =  a.  Wenn  die  Exponenten 
des  Faktors  x  —  a  gebrochen  sind,  wie  dies  im  vorstehenden  Ausdrucke 
der  Fall  ist,  so  sind  die  Regeln  des  §  290  zur  Bestimmung  der 
Werte  ^  unzureichend.  Denn  so  oft  auch  die  Differentiation  im  Zähler 
und  Nenner  wiederholt  wird,  immer  enthält  jedes  Glied  des  Zählers 
und  Nenners   der  entstandenen  Brüche   den   Faktor  x  —  a,  im  Zähler 

versehen  mit  den  Exponenten 1, 2, . .  und  im  Nenner  mit 

den  Exponenten  ^  -  l,  -E-  -  2, . . .    sLmüiche  Glieder  werden  also 

q  q 

=  0  für  X  =  a;  also  nehmen  die  Quotienten  aller  aufeinander  folgenden 
Ableitungen  die  Form  %  an. 
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Id  diesem  Falle  entwickelt  man  Z&hler  und  Nenner  des  gegebenen 
Braches  direkt,  indem  man  a  +  h  fär  x  einführt  and  sodann  h  =  0 
setzt.     In  jedem  besondern  Falle  ist  also  der  Wert  des  Braches 

f(a  +  b) 
F(a  +  h) 
za  bestimmen  für  h  =  0. 

Beispiel.  Das  eben  Gesagte  findet  seine  Anwendung  aaf  den  Brach 

j_ 

f(x)  ^  (x^-4ax  +  3a^)^ 

F (x)  1         • 

(x»~a»)^ 

0  f'(x)      f"(x) 

Derselbe  wird  zu  ---  für  x  =  a;  aber  ebenso  -^. .  v,  „.. ,  .,    etc. 

0  r  (x;     r    (x; 

Man   setze  a  +  h  für  x,    so   erhält   man,    wenn   die   Grössen    in    den 
Klammern  reduziert  werden: 

f(a  +  h)  ^  (h^-2ab)^  ^    1  (h-2a)^ 

F(a  +  h)  ^L        1.  r 

(3a2h  +  3ah*  +  h»)8       h«  (3a«  +  3ah  +  h^)^^ 

Für  h  =  0  wird  dieser  Brach  =  —  oo ;  folglich  wird  auch  der 
gegebene  =  —  oo  für  x  =  a. 

00  f(x) 

2tt.  BestlMMung  der  werte  — .    Der  Bruch  •=^t^  werde  für  x  =  a 

^  00  F  (x) 

00 

zu  — .     Um  dessen  Wert  zu  bestimmen,  schreibe  man 

QC 


f(x)         F(x) 


F(x) 


f(x) 

so  wird  der  Annahme  zafolge  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  über- 
gehen in  die  Form  ^  für  x  =  a.  Der  Wert  dieser  Form  kann  aber 
nach  dem  Vorhergehenden  bestimmt  werden. 

Durch  passende  Umformungen  lassen  sich  die  Werte  der  unbe- 
stimmten Formen  0*  oo,  oo  •  oo,  etc.  immer  auf  die  Form  %  bringen 
und  somit  bestimmen. 

Beispiel.      Die   Formel ; gibt   oo  —  oo    für  x  =  0. 

^  X         sm  X 

Nun  bringe  man  beide  Brüche  auf  gleiche  Nenner,  so  erhält  man  dafür 

sin  X  —  X 
X  sin  X   ' 

welcher  Bruch  zu  %  wird  für  x  =  0.  Nach  dem  obigen  Verfahren 
findet  man  hierfür  durch  zweimalige  Differentiation  im  Zähler  und 
Nenner  den  Wert  ^  =  0. 
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VI.   Zerlegung  gebroeliener  rationaler  Fonktionen  in 

Partialbrttche. 

293.  ErkläruDgen.  Die  gebrochenen,  rationalen  Funktionen  sind 
enthalten  in  der  allgemeinen  Form 

px°~^  +  qx'^-^  +  .»  +  sx  +  t 
x'»  +  Px'»-i  +  Qx"-2  +  ..+  Sx  +  T' 

worin  der  Exponent  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  die  Grössen  p, 
q, . .  P,  Q, . .  konstante  Koeffizienten  bezeichnen.  Der  höchste  Exponent 
ist  im  Zähler  wenigstens  um  eine  Einheit  kleiner  als  im  Nenner  voraus- 
zusetzen. Denn  wenn  der  Zähler  in  Hinsicht  x  von  gleichem  oder 
höherm  Rang  ist  als  der  Nenner,  so  lässt  sich  immer  die  Division  des 
Zählers  durch  den  Nenner  so  weit  fortführen,  bis  man  auf  einen  Rest 
kommt,  dessen  Rang  um  die  Einheit  niedriger  ist  als  der  des  Divisors. 

Man  setze  den  Nenner  der  gegebenen  Funktion  =  0,  und  bestimme 
die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung,  was  immer  möglich  ist,  wenn  die 
Vorzahlen  P,  Q, . .  numerische  Werte  sind.     Die  reellen  Wurzeln  seien 

a,  b,  c, . .  die  imaginären  Wurzeln  haben  die  Form  a  dz  /^  V^—  1  und 
kommen  in  der  Art  paarweise  vor,  dass  cc-\-  ß  V^—  1  und  a  —  ßY^—l 
gleichzeitig  auftreten. 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Nenner  als  ein  Produkt  angesehen  werden 
kann    aus   den  reellen,  binomischen  Faktoren  x  •—  a,  x  —  b,  x  —  c, . . 

und  aus  den  imaginären  Faktoren  x  —  (a  i  /J  V^—  l), . . 

294.  Erster  Pall  der  Zerlegung.    Der  Nenner  könne  zerlegt  werden, 
in   ein  Produkt   ungleicher   reeller  Faktoren.     In  diesem  Falle   kann 
folgende  Gleichung  vorausgesetzt  werden 

m    Px°-'  +  qx°-^  +  ..  +  t^     ABC 

^^       x°  +  Px°-i  +  ..  +  T         x-a"^x-b"^x-c"^"* 

worin  die  Grössen  A,  B,  C, . .  unbestimmte,  von  x  unabhängige  Zahlen 
sein  sollen. 

Denn  wenn  mit  dem  Nenner  multipliziert  wird,  so  erhält  man  auf 
beiden  Seiten  Polynome  vom  (n  —  1)'®"  Grad.  In  denselben  müssen, 
nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffizienten  (§  60),  die 
Vorzählen  gleich  hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich  sein.  Dadurch 
erhält  man  n  Bedingungsgleichungen,  aus  welchen  die  n  unbestimmten, 
konstanten  Grössen  A,  B,  G, ..  bestimmt  werden  können. 

In  der  vorstehenden  Formel  werden  die  Brüche  mit  den  einfachen 
Nennern  x  —  a,  x  — b,..  Partialbrüche  genannt. 

o    .      .    ,  2x  +  3  A       ,       B 

Beispiel.  — 2 7"  =  — 7-^-] -. 

'^  x-*  —  4         x+2x— 2 

Mit  x2  —  4  multipliziert  2  x  +  3  =  A  (x  -  2)  +  B  (x  +  2), 

2x  +  3  =  (A  +  B)x-2(A-B). 

Antenheimer,  ElemenUrbuch.  20 
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Die  Vorzählen  gleich  hoher  Potenzen  von  x  geben  die  Relationen 

A  +  B  =  2,       -  2  (A  -  B)  =  3, 
woraus  folgt 


*=i. 

»=i- 

2x  +  3              1 

,          7 

somit 

'x2-4    ~4(x  +  2)   '   4(x-2y 

2fS.  Iwelter  fall  4er  Xerlegimg.  Der  Nenner  könne  zerlegt  werden 
in  reelle  Faktoren  vom  ersten  Grad,  wovon  jedoch  einzelne  einander 
gleich  seien. 

Nach  dem  ersten  Falle  kann  geschrieben  werden 

(2)  px»  +  qx^  +  rx  +  s         ^     A      ^      B      ^      C      ^      D 


(x  — a)(x  —  b)(x  — c)(x  —  d)      x— a      x— b      x— c      x — d 

Wenn  nun  etwa  a  =  b  =  c  wird,  so  geht  hieraus  hervor 

px*  + .».  +  s  __     A^      ■       D 
(x  -  a)»(x  -  d)  ""  X  -  a  "^  X  -  d' 

wenn  n&mlich  A,  für  A  +  B  +  G  gesetzt  wird.  Multipliziert  man  diese 
Gleichung  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner,  so  erhält  man  auf  beiden 
Seiten  Polynome  vom  3^°  Grad,  welche  4  Bedingungsgleichungen  anter 
den  Konstanten  p,  q, . .  A,,  D  liefern.  Unter  diesen  Konstanten  sind 
aber  nur  zwei  Grössen,  nämlich  A,  und  D,  unbekannt.  Folglich  erhält 
man  für  A,  und  D  im  allgemeinen  Werte,  welche  sich  widersprechen. 
Also  ist  die  obige  Voraussetzung  (2)  unzulässig. 

Damit  die  hypothetische  Gleichung,  welche  die  Zerlegung  in  Par- 
tialbrüche enthält,  richtig  sei,  müssen  in  ihr  so  viele  unbestimmte 
konstante  Grössen  vorkommen ,  als  Bedingungsgleichungen  entstehen. 
Dieser  Forderung  wird  entsprochen  durch  die  Formel 

px»  +  qx^  +  rx  +  s  ^Ax^  +  Bx  +  C  D 

(x-a)»(x-d)       ~        (x-a)«        "^x-d* 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  rechtfertigen 
,.,       px»  +  qx^  +  ..  +  t         Ax^  +  Bx  +  C  ,  Dx+E   .       "R* 


(x-a)«(x-b)*(x~c)  (x-a)»         '   (x-b)^      x-c* 

Denn  hier  entstehen,  wenn  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner 
multipliziert  wird,  zu  beiden  Seiten  Polynome  vom  5^°  Grad,  welche 
zwischen  den  Koeffizienten  6  Bedingungsgleichungen  liefern,  aus  denen 
die  6  Unbekannten  A,  B, . .  F  bestimmt  werden  können. 

Gesetzt  es  sei  die  Zerlegung  nach  (3)  ausgeführt,  so  dass  die 
Grössen  A,  B,  C  als  bekannt  anzusehen  sind,  so  kann  der  erste  Bruch 
rechts  in  (3)  durch  folgende  Formel  weiter  zerlegt  werden 

,,,         Ax2  +  Bx  +  C  A'         ,        B'         ,      C 

W         7Z :X3 =  71 TTJT  +  7Z 7\2  + 


(x  —  a)^  (x  —  a)*       (x  —  a)^       x  —  a 
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Denn  darch  BntferouDg  des  gemeioschaftlicheD  Nenners  entstehen 
za  beiden  Seiten  Polynome  vom  2^®"  Grad.  Dieselben  liefern  drei  Be- 
diDgungsgleichnngen,  gerade  so  viele,  als  zur  Bestimmung  der  Unbe- 
kannten A^B^C  nötig  sind. 

Nach  dieser  Zerlegungsweise  (4)  kann  man  nun  statt  des  Braches 
(3)  schreiben 

px^  +  qx^  +  « «  +  t 
(x-a)3(x-b)2(x-c) 


(x— a)*      (x  — a)^      X  — a       (x  — b)^      x— b      x  — c* 

Man  sieht  hieraus  leicht,  wie  die  Zerlegung  vorzunehmen  wäre, 
wenn  der  Nenner  der  gegebenen  Funktion  die  Faktoren  (x  —  a)" 
(x  —  b)"*  enthielte. 

296.  Britter  Vall  der  Zerlegung.  Der  Nenner  des  zu  zerlegenden 
Bruches  enthalte  imaginäre  Faktoren. 

Die    konjugierten    imaginären    Faktoren  x  +  a  +  /9  V  —  1    und 

x-\- a  —  ßy—l  geben,  mit  einander  multipliziert,  einen  quadratischen 
Faktor  von  der  Form 

(x  +  a)2  +  iJ2  =  x2  +  2  a  X  +  «2  +  ^2^ 
Nun  lässt  sich  die  Richtigkeit  der  Zerlegung  durch  die  Formel 
px  +  q        _     A+bK^=^       ,      A-BK^ 


worin  A,  B  zu  bestimmende  Eonstanten  sind,   leicht  nachweisen;    denn 
man  multipliziere  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner,  so  kommt,   da 

sich  alle  Glieder  mit  V^—  1  aufheben 

px  +  q  =  2Ax  +  2Aa  +  2B/?, 

Diese  Zerlegung  wird   aber  gewöhnlich    nicht  ausgeführt,  um   in 

den  Partialbrächen  den  imaginären  Faktor  V^—  1  zu  vermeiden.     Der 

p  X  -f-  q 

Bruch    ^  ,    _ ,      o   , — ^K  wird  also  bereits  als  in  seiner  einfachsten 

x'*  +  2  «  X  +  «^  +  p-* 

Gestalt  angesehen. 

Ist  der  quadratische  Faktor  im  Nenner  mehrmals  vorhanden,  z.  B. 

dreimal,  so  ist  das  Schema  der  Zerlegung 

px»  +  qx^  +  ..  +  t      ^ Ax  +  B 

"(x^  +  2ax  +  a^  +  ß^        (x^  +  2  a  x  +  a^  +  ßy 

A^x  +  B^ ,  A"x  +  B" 


(x2  +  2ax+a2  +  /j2)2    i     x«  +  2  ax  +  a^  + /J2  • 

Denn  hier  geben  Zähler  und  Nenner  Polynome  vom  b^°  Grad  mit 
6  Bedingungsgleichungen ,  aus  welchen  die  6  Konstanten  A,  B,  A', . . 
bestimmt  werden  können. 

20* 
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2t7.  AllgeMeiier  hll.  Die  gebrochene  Faoktion  habe  einen  Nenner 
von  der  Form  (x*  +  2  «  x  +  «*  +  ß^Y  (x—  a)  "*  (x  —  b)^  . . .  Nach  den 
entwickelten  Gründen  gibt  die  Zerlegung  folgende  Partialbrüche 

Ax  +  B  A,x+  B, 

•     /«2  J^  O  «  „     I     ^2    1     Ä2\n  — 1     '     •  • 


(x2  +  2ax  +  a2  +  /5^')"       (x'^  +  2  «x  +  «« +  /?7 

,  An  -  1  X  +  Bn  —  1  ,  C I C^ ,  ,     Cm  — 1 

"^x2  +  2ax  +  a2^/J2  "^(x-  a)™  "^  (x  -  a)"*-^  "l"  . . -^  ^_^ 

^(x-b)P  ^  (x-b)P-^  ^'-^x-b' 

Beispiel.    Es  sei  der  Brach  zu  zerlegen    ,  o   ,    . t-^tt — nTT* 

*^  (x^  +  4  X  +  8)  (x  +  2) 

Da  hier  der  quadratische  Faktor  die  imaginären  Faktoren 

x2  +  4x  +  4  +  4  =  (x  +  2  +  2  y"^)(x  +  2-2  K^) 
gibt,  so  wird  das  Schema  der  Zerlegung  sein 

6x  +  2x*  A  +  Bx  C 


(x2  +  4x  +  8)(x  +  2)        x2  +  4x  +  8  ^x+2' 
6x  +  2x2  =  (2A  +  8C)  +  (A  +  2B  +  4C)x  +  (B  +  C)x2. 

Die  Vorzahlen  gleicher  Potenzen  von  x  geben  die  Bedingungsgleichnngen 

2A  +  8C  =  0,..A  =  4, 
A  +  2B4  4C  =  6,..B  =  3, 

B  +  C=2,..C=-1;  folglich 

6x  +  2x^ 4  +  3x 1_ 

"(x2~+4x  +  8)(x  +  2)   ~  x2  +  4x  +  8       x  +  2* 

298.  Aowendnng  der  BiffereDtialrechnaDg  auf  die  Zerlegung  in  Par- 
tialbruche. Die  Bestimmung  der  unbekannten  Konstanten  in  den  Zäh- 
lern der  Partialbrüche  ist  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten oft  sehr  weitläufig.  Schneller  führt  die  Anwendung  der  Diffe- 
rentialrechnung zum  Ziele. 

Erster  Fall.  Der  Zähler  der  gebrochenen  Funktion  sei  f(x), 
der  Nenner  F(x),  so  hat  man 

f(x)   _     A     +     B     ^_^_^___ 


F(x)        X— a      X—  b      X—  c 
Man  multipliziere  mit  x  — -  a,  so  folgt 

f  (x).  Vf^  =  A  +  B^^  +  C  ^^^  +  .. . 
^       F  (x)  X  —  b  X  —  c 

Setzt  man  hierin  x  =  a,   so  wird  F  (x)  =  0,  da  a  eine  Wurzel   dieser 
Gleichung  ist.     Folglich  geht  die  vorstehende  Formel  über  in 

f(a).*  =  A. 
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Nao  wende  man  die  in  §  290  angegebenen  Regeln  zur  Bestimmung 
von  „.  .  =  —  an.  Die  erste  Ableitnng  des  Zählers  ist  =  1 ,  des 
Nenners  =  F'  (x) ;  folglich  für  x  =  a 

0  1 


0        F' (a)  • 
Folglich  A  =  4tt;     ebenso  B=  4^;     0=4-^'^ 


F'  (a) '     F'  (b) '  F'  (c) 


n.  8.  w. 


x2  +  4 
Beispiel.     Es  sei  zu  zerlegen  — «   ,    ^ — »   ,    ,  ^ r-ir-' 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  +  6x^  +  llx  +  6  =  0  sind  —  1, 
—  2,  —  3.     Ferner  ist 


f(x)-x«  +  4, 

F'(x)-3x*+12x  +  ll, 

für  X  —  —  1, 

f(-l)-    5, 

F'  (-  1)  -  2, 

X--2, 

f(-2)-    8, 

F'(-2)--l, 

X  —  —3, 

f  (-  3)  -  13, 

F'  (-  3)  -  2, 

-i. 

B-     \-       8, 

P_  13 
^-   2' 

X* 

+  4                          5 

8       ,         13 

x3+6x2  +  llx  +  6         2(x  +  l)      x  +  2   '   2(x+3y 

Zweiter  Fall.     Man  habe  die  Zähler  der  Partialbrüche  in   fol- 
gender Formel  zu  bestimmen: 

f(x)  A         ,         B  _C D 


(x  —  a)*       (x  —  a)*        (x  —  a)*       (x  —  a)^       x  —  a* 

Multipliziert   man    mit   dem    Nenner    und    differentiiert    die    ent- 
standene Gleichung,  so  erhält  man  successive: 

.       f  (x)     =  A  +  B  (x  -  a)  +  C(x  -  a)2  +  D  (x  -  a)», 
f'(x)    =B  +  2C(x-a)  +  3D(x-a)2, 

f"(x)  =2C  +  6D(x-a), 
r'(x)  =  6D. 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  x  =  a,  so  erhält  man 

A  =  f(a),      B  =  f'(a),      C  =  yf"(a),       D  =  ^i^f'"(a). 

Man   sieht,   wie  zu  verfahren  ist,   wenn  der  Nenner  der  Funktion 
(x  —  a)"  wäre. 

x^  +  2 
Beispiel.     Es   sei   zu  zerlegen    .    _  qu  •     ^*°  erhält 
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f  (x)     =  X»  +  2,  folglich  A  =  f  (8)         =  11, 
f(x)    =2x,  B  =  f(3)        =    6, 

f"  (x)  =  2,  C  =  i  f "  (3)  =    1, 

f"(x)  =  0,  D=  =0, 

x'  +  2 11 6  1 

"(x-3)*       (x-3)*"^  (x-3)»'^  (x-3)»' 

Ferner  sei  der  Nenner  der  gegebenen  Funktion  (x  —  a)'  (x  —  b). 
Man  wird  voraassetzen 

iW A         ,       B      ,       C 

,a/_      i.\    — /_      -\9  "T  r       r"r 


(x  —  a)'  (x  —  b)        (x  —  a)'      x  —  a      x  —  b' 

Man  schaffe  den  Nenner  weg  nnd  bilde  die  Ableitungen  der  entstan- 
denen Funktion,  so  erh&lt  man 

f  (x)    =  A(x  -  b)  +  B(x  -  a)(x  -  b)  +  C(x  -  a)«, 

f(x)  =A  +  B(x-a)  +  B(x-b)  +  2C(x-a), 

f"(x)  =  2B  +  2C. 

Setzt  man  hierin  x  =  a,  so  folgt 

f(a)  =  A(a-b),      f  (a)  =  A  +  B(a- b),       f"(a)  =  2B4-2C, 

aus  welchen  Gleichungen  A,  B,  C  sich  leicht  ergeben. 

Endlich  sei  der  Nenner  der  gebrochenen  Funktion  (x  —  a)"  9>  (x), 
so  dass  man  folgendes  Schema  der  Zerlegung  hat 

fW  A  B  C 

(x-a)°y(x)        (x-a)»  ^  (x-a)— »  ^  (x-a)—»  ^" 

I      H  fix) 

worin  V  (^)  ^io  ganzes  rationales  Polynom  ist  von  niederem  Grade  als 
9>(x).     Durch  Beseitigung  des  Nenners  erh&lt  man 

f(x)  =  A9)(x)-fB(x-a)y(x)  +  C(x-a)»y(x)  +  .,.     . 

-f  H(x  —  a)"-»  9»  (x)  +  V  W-  (x  —  a)°. 

Wird  diese  Gleichung,  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Zer- 
legungen, wiederholt  differentiiert  und  sodann  x  <=  a  gesetzt,  so  er- 
h&lt man 

f(a)     =A.y(a), 

f(a)    =A.y'(a)  +  B.y(a), 

f"(a)  =A.y"(a)-f  B-2  9''(a)-f  C.2  9(a), 

f "  (a)  =  A  •  V"  (a)  -f  B .  3  y"  (a)  +  C .  6  y  (a)  -f  D .  6  9  (a), 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  unbestimmten  Eon- 
stanten A,  B,  G, . .  bestimmen. 
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Dritter  Fall.     Der  Nenner   enthalte    zunächst    nar    einen   qua- 
dratischen Faktor,  so  dass  man  hat 

f(x)  „  Ax  +  B  _^_  V« 


(x«  +  2ax  +  a2  +  /J2)y(x)         ^2+ 2ax  +  a«  + /J'^     '    y(x)' 

wo  V^(x)  ein  ganzes  rationales  Polynom  ist  von  niederem  Grade  als 
9>(x).     Durch  Entfernung  des  Nenners  folgt 

f  (x)  =  (Ax  +  B)  V(x)  +  V'(x)  •  (x«  +  2  ax  +  a^  +  ß^). 

Setzt    man    hierin    x^  +  2  ax  +  «^  +  /J^  =  0,    also  x  =  —  a 

i  /J]^—  i,  so  verschwindet  der  letzte  Teil  rechts  und  es  sind  in  der 
Gleichung  nur   noch  die  Unbekannten  A,  B,   nebst  konstanten  Grössen 

mit  oder  ohne  K^—  1   enthalten.     Die  Gleichung  lässt   sich   also   auf 

die  Form  bringen  P  +  QV^— 1=0.  Diese  Gleichung  kann  aber  nur 
bestehen,  wenn  P  =  0  und  Q  =  0.  Aus  diesen  beiden  Bedingungs- 
gleichungen ergeben  sich  alsdann  A  und  B. 

Wenn  der  Nenner  den  quadratischen  Faktor  mehrmals  enthält,  so 
kann  man  setzen 

f(x)  Ax  +  B 


2\n 


(x2  +  2  «  X  +  «^  +  ß^T  y  W       (x2  +  2  a  X  +  «^  +  ß^) 

.  C^  +  D  I        .    V^W 

^  (x2  +  2ax  +  a2_f.|j2)u-i    ^••^y(x)' 

wo  V^  (x)  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  oben.  Man  entferne  die  Nenner, 
so  folgt 

(a)    f(x)  =  (Ax  +  B)y(x)  +  (Cx  +  D)(x2+2ax  +  a2  +  ^2)y(x)^^^ 

+  (x2  +  2  ax  +  «2  +  ß^y^p(x). 

Für  x^  +  2  a  X  -f  «^  +  /J^  =  0   verschwinden   alle  Glieder  rechts 
bis   auf  das   erste,    es  bleibt  noch   eine  Gleichung,   welche  die   Form 

P  +  QV^— 1=0  annimmt.  Aus  den  Bedingungsgleichungen  P  =  0 
und  Q  =  0  ergeben  sich  sodann  die  darin  enthaltenen  unbekannten 
A  und  B. 

Um   G    und    D    zu    bestimmen,    bilde    man    die    erste   Ableitung 
von  (a).     Man  hat 

f(x)=A<|P(x)  +  (Ax  +  B)y'(x)  +  [C9)(x)  +  Cxy'(x)  +  Dy'(x)] 

x(x2+2ax  +  «2  +  /J2)  +  (Cx+D)(2x  +  2iy)y(x)  +  ,... 

Setzt  man  hierin  x^  +  2  a  x  +  «^  +  /J*  =  0,  so  folgt- 

f'(x)  =  A  y  (x)  +  (Ax  +  B)  V'(x)  +  (Cx  +  D)(2x^+  2'«)9>(x), 

in  welche  Gleichung  x  =  —  a  ±  /J  y  —  1   zu  setzen  ist.     Auch   diese 

Gleichung  nimmt  die  Form  P  +  QV^— - 1  =  0  an,  so  dass  aus  P  =  0 
and  Q  =3  0  sich  C  und  D  ermitteln  lassen.  Natürlich  müssen  die 
Werte  von  A  und  B  aus  den  vorigen  benutzt  werden. 

Man  sieht,   wie  zu  verfahren  ist,    wenn  zwei  weitere  Eonstanten 
bestimmt  werden  sollen. 


VII.   Mtxtaft  »d  Mlniiu  der  Finktinen. 

SH.  FiHktlaici  alt  clier  Virlabela.  Es  wurde  in  §  ^9  erkl&rt, 
vras  unter  dem  Haximam  and  HiDimum  eioer  Pnnktion  zn  ventebea 
ist  and  gezeigt,  dass  solche  Werte,  die  man  aach  Oft«ra  aasgeieicb- 
nete  aennt,  als  Ordinaten  einer  Earve  y  ^  f (s)  gedacht,  Dar  mOgHch 
sind,  wenn  man  eine  Tangente  so  an  die  Kurve  legeo  kann,  dasB  sie 
parallel  mit  der  Abscissenachse,   d.  h.  dass  das   DiffereDtialverh&itDis 

dy 

— i-  =:  0  wird.     Allein  es  konate  daselbst  noch  kein  anf  die  Differeu- 

di 

tialrecbnaog  gegründetes  analytisches  Merkmal  ang^eben  werden,   um 

diese  Werte  als  grOsste  und  kleinste  in  erkennen. 

Es  bezeichne  x  die  einem  Maxirnnm  oder  Hinimom  entsprechende 
Abscisse  0  A  (Fig.  103),     Man  lasse  x  um  h  =  A  C  =  A  C  in-   oder 

dy 
abnehmen,  so  ist  nach  dem  Taylor'schen  Satze,  wenn  bereits  — — ■  =  0 

gesetzt  wird 

-jiy     h*        d*v      h' 

u.       .         dI^'2-3"^*' 

Man  nehme  nnn  h  so  klein  an,  dass  in  diesen  Reihen  die  Glieder 
mit  der  dritten  und  den  höheren  Potenzen  von  h  gegen  die  Glieder 
mit  b^  verschwinden  (§  270,  IV).    Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also 


(3)  f  (x  +  h)  -  f  W  = 

(4)  f{x   -  b)  -   f{l)  : 


d'y 


'  d  X*  ■   2 


Sind  die  beiden  Nachbarwerte  C  D  =  f  (x  +  h)  und  C  D'  =  f  {x  —  b) 
zugleich  kleiner  alsAB  =  f(x),  so  ist  f(s)  ein  Maximum;  sind  sie  zu- 
gleich grosser  als  f(x),   so  ist  f(x)  ein  Minimum.     Für  eia  Maximum 
müssen    also   die   rechten   Seiten    in  (3)   und   (4) 
Flg.  1(W.  negativ  sein,  was  nur  mCgIich  ist,  wenn  der  Fak- 

d^y 
tor   -^f  negativ   ist,   da  der   andere   Faktor  b* 

immer  positiv  bleibt.     FBr  ein  Minimum  müssen 
jene  rechten  Seiten  positiv  sein,  was  nur  möglich 

d'y 

ist,  wenn  ^-^-  i 

M&n   bilde  aus   der  Gleichung  y  =  f  (x)  oder  auch  aus  der  Glei- 
chung fp  (x,  y)  =  0  den  ersten  und  zweiten  Differentialquotientes,  setze 

den  ersten  -j-^  =  0,  bestimme  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  -^ —  =  0 


-  positiv  ist. 


—     313     — 

and    fähre   sie   in   die  Grösse        ^    ein.     Diejenigen  Wurzeln,   welche 

d^y  d^y 

-r— 2   negativ    machen,   liefern   ein  Maximum;  diejenigen,  welche    -    2 

positiv  machen,  ein  Minimum. 

dy 
Bewirken  die  Wurzeln,  welche  aus  -r-^  =  0  entspringen,  dass  auch 

d  X 

j—i-  ==  0  wird,  so  gehen  die  Formeln  (1)  und  (2)  über  in 
d  X 

d*v      h*  d*v  h* 

(5)  f(.  +  h)-f(x)=  ^3-^  +  ^.^,3^  +  .. 

(6)  f(.-h)-fW=-0.^  +  ^.^^-.. 

Man  denke  sich  hierin  h  wieder  so  klein,  dass  die  Glieder  mit 
h^,  h^, ..  gegen  die  Glieder  mit  h^  verschwindend  klein  werden.  Diese 
Glieder  mit  h*,  welche  den  Wert  der  Differenzen  f(x  +  h)  — f(x)  und 
f  (x  —  h)  —  f(x)  in  (5)  und  (6)  bestimmen,  haben  entgegengesetzte 
Zeichen.  Diese'  Differenzen  können  alsdann  nur  gleiche  Zeichen  an- 
nehmen, wenn  die   ersten  Glieder   rechts   zu  Null  werden.     Allein  der 

d^y 
Faktor  h*  ist  nicht  =  0|   folglich  muss        3  =  0  sein. 

Alsdann  können  in  den  Reihen  (5)  und  (6)  die  Glieder  mit  h^, 
wegen  der  Kleinheit  von  h,  grösser  vorausgesetzt  werden,  als  die  Summe 
aller  folgenden  Glieder.  Die  Glieder  mit  h^  haben  gleiche  Zeichen. 
Es  wird   also  y  ein  Maximum,  wenn  diese  Glieder  negativ,   also  wenn 

d*y 

,    ^    negativ  ist;  es  wird  y  ein  Minimum,  wenn  diese  Glieder  positiv, 

d*y 

also  wenn    .    ,    positiv  ist. 

dx* 

dy      d^y  d*y 

Sollten  die   Werte   von  x,   welche  -r^,    ,   i.    und     .    ^    zu  Null 

dx      dx^  dx' 

d*y 
machen,  bewirken,   dass  auch  -r-.  =  0  wird,  so   wäre   dasselbe  Ver- 

d  X* 

fahren  auf  die  folgenden  Differentialverhältnisse  zu  äbertragen. 

SN.  Aifgabe.  Zu  ermitteln  die  ausgezeichneten  Werte  der  alge- 
braischen Funktion 

y  =  x^  +  a  X  +  b. 

Man  erhält  durch  Differentiation 

dy       ^      .  d^y 

-r^  =  2x  +  a;     -7-2  ==2. 
dx  dx^ 

a 


Setzt  man  den  ersten  Differentialquotienten  2  x  +  a  =  0,  so  wird  x  =  —     . 

Ja 


a* 


Für  diesen  Wert  von  x  wird  die  Funktion  y  =  b —  ein  Minimum, 
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weil  der  zweite  DiffereotialqaotieDt  =  -f  2 ,  also  positiv  ist.  Jede 
Fanktioo  von  der  Form  x^  4~  &  x  -[-  b  hat  also  eioen  aasgezeichoeten 
Wert  UDd  zwar  ein  HiDimam. 

S91.  Aifgabe.    Zo  bestimmen,  für  welche  Werte  von  x  das  Polynom 

y  =  3x*4-4x»-36x^  +  24 

za  einem  ausgezeichneten  Werte  wird. 
Man  hat 

4^=12x»+12x*-72x;   4-4"  =  36  x«  +  24  x  -  72. 

dx  dx^ 

dy  -^ 

Setzt    man    ,—  =  0,  so  folgt 
dx 

x'*  +  X*  -  6  x  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

X  =  0,     X  =  2,     X  =  —  3. 

d^v 
Für  X  =  0  wird  -t-\  =  —  72,  also  negativ.     Somit  ist  das  Poly- 

d  x'* 

nom  für  x  =  0  ein  Maximum  und  zwar  =  24. 

d^v 
Für  X  =  2   ist  -r-\  =  120,  also  positiv.     Somit  wird  die  Funk- 

d  x^ 

tion  hierfür  zu  einem  Minimum.     Dieses  Minimum  ist  =  —  40. 

d^y  _ 

dx' 
mit  die  Funktion  zu  einem  Minimum,  dessen  Wert  =  —  165. 


Für  X  =  —  3  endlich  wird  -j-^  =  180»  also  wieder  positiv,  so- 


3#2.  Aufgabe.     Man  soll  bestimmen,  für  welche  Werte  von  x  in 
der  unentwickelten  Funktion 

(1)  y2  +  2xy  + 4x2 -12  =  0 

die  Grösse  y  ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Indem   man  x  als    unabhängig  Variable    betrachtet   und  zweimal 
difPerentiiert,  so  kommt 

(2)  (2y  +  2x)dy  +  (2y  +  8x)dx  =  0; 

(3)  (dy  +  dx)dy  +  (y  +  x)d2y  +  (dy  +  4dx)dx  =  0. 
Man  dividiere  (2)  mit  dx  und  (3)  mit  dx^  so  ist 

(y  +  x)^  +  (y  +  4x)  =  0; 

dy 
Setzt  man  in  diesen   Gleichungen  -=-^  =  0,  so  folgt 

dx 

(4)  y  +  4x  =  0; 
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(5) 


dx^  x  +  y' 


Mit  Hilfe  von  (4)  und  (1)  erhält  man  als  korrespondierende  Werte  der 
Yariabeln 

d^y  4 

x  =  +  l,     y=— 4;     folglich     -J^  =  +  Y' 

x=-l       v=+4-  i!l.=  -± 

Folglich   wird  fär  x  =  -|-  1  die  Grösse  y  za  einem  Minimnm  und  för 
X  =  —  1  zn  einem  Maximum. 

3#3.  Aafgahe.     Für  welche  Werte  von  x  wird  in  der  Formel 

y  =  (a  -  x)*  +  b 

die  Grösse  y  ein  Maximum  oder  Minimum? 
Es  ist 

-^=-4(a-x)^       i!l-  =  i2(a-x)^ 
ux  dx'* 


dy  d^  y 

Aus  —r-  =  0  folgt  X  =  a.     Hierfür  wird    .   i  =  0.     Also   kann 
dx  dx^ 

ans  dem  zweiten  Differentialquotienten  nicht  entschieden  werden,  ob 
X  =  a  einen  ausgezeichneten  Wert  liefert.  Allein  durch  weitere  Diffe- 
rentiation erhält  man 

i^=-24(a-x).       ^  =  +24. 

Für  X  =  a  wird  nun  auch  der  dritte  Differentialquotient  =  0  und 
da  der  vierte  positiv  ist,  so  wird  y  ein  Minimum  für  x  =  a. 

3#4.  Aufgabe.     Es  sollen  die   ausgezeichneten  Werte  der  Funktion 

y  =  sin^x  cos  x 

unter  der  Voraussetzung  bestimmt  werden,  dass  sich  der  Bogen  x  von 
X  =  0  bis  X  =  2  TT  ändern  könne. 

Durch  Differentiation  kommt 

-      =  —  sin*x  +  2  sin  X  cos^x, 
dx 


dx« 


7  cos  X  sin*x  +  2  cos^x. 


dy 
Aas  -~-  =  0  folgt,  indem  man  cos^x  =  1  —  sin^x  setzt 
dx 

sin  X  (—  3  sin^x  +  2)  =  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

8inx  =  0;     sinx=  +  |/-ö-;      ''^^ ^  ~  ""  l/ "ö"- 
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Vermöge   der   Relation    coe'x  =  1  —  sin^x   entspricht   der    ersten 
Wurzel   C08  X  =  i  1 ,   der  zweiten  cos  x  =  ±  1/  —  and  der  dritten 

ebenfalls  cos  x  =  ±  1/  — .     um    die  Resultate   besser   übersehen  zu 

können,  konstruiere  man  die  gegebene  Gleichung.    Man  erhält  eine  Kurve 
pj     1Q4  von   der  Form  A  B  C  G  (Fig.  104). 

Es  entstehen   sieben   ausgezeichnete 
Werte,  nämlich 

Minima  in  A,  C,  B,G; 

Maxima  in  B,  D,  F. 

Man   hat  folgende  Systeme   zusammengehörender  Werte   fär  diese 
Punkte: 


A,Gsinx  =  0,  cosx=l,  x  =  0,         27t^^^=+2, 


D..8inx  =  0,  cosx=— 1,        x  =  tt,  tz2~'"^* 


d^y 
dx^ 

d^y 
dx' 


_        .  |/2  i/l  45«44'        dV  .i/l 

B..s,nx=J/-,     cosx=J/-,      x  =  -j^^7r,^=-4j/3. 

C..sinx=J/-,      cosx=-|/-,x  =  -jg^7r,— ,=  4^-. 

„       .  i/2  i/i  234^44'       dV       ^  | /l 

E..smx=-J/-,co8x=-J/-,x  =  -^g^7r,^  =  4j/-. 

1/2  i/i  305«16'       d^y  ^i/i 

inx=-|/-,cosx=J/-,       x  =  -^g^7r,^=-4^-. 


F  . .  sin  X  =  — 

M5.  Aufgabe.  Man  soll  den  Kugelabschnitt  von  gegebenem  Vo- 
lumen bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Minimum  ist. 

Das  Volumen  des  Kugelabschnittes  sei  =  V ,  seine  Mantelfläche 
=  F,  seine  Höhe  =  h  und  der  Radius  der  zugehörigen  Kugel  =  r, 
so  ist 


(1)  F  =  2r7rh; 

(2)  V  =  TT  h«(r-i-h). 


Um  F  nur  als  -Funktion  einer  der  Variabein  h,  r  darzustellen, 
eliminiere  man  eine  dieser  letztern  Grössen  aus  (1)  und  (2).  Man 
erhält  zunächst  aus  (2) 

'"^ir'^+^irh^ 
und  sodann  durch  Einfuhren  dieses  Wertes  von  r  in  (1) 
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Durch  DiffereDtiatioD  ergibt  sich,  indem  man  V  als  koDstant  betrachtet 


dh  3  -"»      ^jj2  3 

Setzt  man  den  ersten  Differentialquotienten  =  0,  so  folgt 

2n 
Vermittelst  dieses  Wertes  von  h  wird 

d^F        47r    .    Stt 


db 


2 


+ 


Da  dieser  Wert  des    zweiten  DifPerentialqaotienten   positiv  ist,   so 
wird  F  ein  Minimum  für 


=f 


3V 
2n' 


Führt  man  diesen  Wert  von  h  in  (2),  so  folgt  r  =  h.  Der  Kugel- 
abschnitt, dessen  Mantelfläche  ein  Minimum  ist  bei  gegebenem  Eörper- 
inbalt,  hat  somit  die  Form  einer  Halbkugel. 

316.  Cirösste  Dichtigkeit  des  Wassers.  Hallström  hat  die  Aus- 
dehnung des  Wassers  bei  Temperaturen  innerhalb  0,8  und  32,5  Grad 
Celsius  durch  64  Versuche  bestimmt  und  unter  Anwendung  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  folgende  Formel  gefunden 

s  =  1  +  0,000052939 1  —  0,0000065322 1*  +  0,00000001445 1^ 

worin  s  das   spezifische   Gewicht  und  t  die  Temperatur   des    Wassers 
bezeichnet.     Es  folgt 

*  =  0,000052939  -  0,0000130644 1  +  0,00000004335 1\ 


dt 
d^s 


dt 


2 


-  0,0000130644  +  0,00000008670 1. 


Aus  -^-r  =  0  ergibt  sich 
d  t 


t  =  4,108*0. 
d^s 


Für  diesen  Wert  von  t  wird        ^    negativ,  also  s  ein  Maximum. 

U  b 

Mithin  ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers,  nach  diesen  Versuchen,   am 
grössten  bei  4,108  <^  G. 

3t7.  ItxiMaUeistang  eines  nnterscUächtigen  Wasserrades.  Eine 
Wassermasse  M  fliesse  mit  einer  Geschwindigkeit  V  gegen  die  Schau- 
feln eines  unterschlächtigen  Wasserrades  (Fig.  105).  Die  mittlere  Um- 
fangsgeschwindigkeit der  Radschaufeln  sei  =  v.  Bei  welchem  Ver- 
hältnis zwischen  V  und  v  wird  die  Arbeit  des  Wassers  ein  Maximum? 
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Die  Arbeit,  welche  das  Wasser  per  Sekande  verrichtet,  wird  erhalten, 
wenn  man  den  Druck,  welchen  das  Wasser  in  der  Richtung  seiner  Be- 
wegung gegen  die  Schaufeln  ausübt,  multipliziert  mit  der  Geschwindig- 
keit V,  mit  welcher  der  Druck  der  Bewegung  des 
^'g-  ^^^-  Rades  folgt.     Nun  ist  aber  der  Druck  des  fliessenden 

Wassers  proportional  der  Masse  M  und  der  relativen 
Geschwindigkeit  V  —  v,  also  =  a  M  (V  —  v),  wobei  a 
eine  konstante  Grösse  bezeichnet.  Folglich  ist  die 
gesuchte  Arbeit,  die  mit  A  bezeichnet  werden  mag 

A  =  aM(V- v)v. 

Hieraus  folgt,  indem  man  v  und  A  als  variabel  betrachtet 

=  aM(V-2v);      -5^=-2aM. 


dv  dv 

dA  1  d^A 

Aus  — ; —  =  0  folgt  V  —  2  V  =  0,  also  v  =  -— V,  und  da  -t-ö-   nega- 
d  V  2  d  v^ 

tiv  ist,  so  leistet  das  Rad  am  meisten,  wenn  seine  Umfangsgeschwindig- 
keit die  Hälfte  ist  von  der  Geschwindigkeit  des  die  Schaufeln  stossenden 
Wassers. 

M8.    Der   KeppleFsche   Sali   vom   iaiimuM    und    liniMiim.    Die 

Gleichung  y  =  f  (x)  oder  y(x,  y)  =  0  liefere  für  einen  gewissen  Wert 
von  X  einen  grössten  Wert  für  y.  Man  stelle  diese  Gleichung  geome- 
trisch dar,  zeichne  die  grösste  Ordinate  ein  und  ziehe  noch  in  sehr 
kleinen,  gleichen  Abständen  benachbarte  Ordinaten,  so  weichen  diese 
Nachbarordinaten  nur  sehr  wenig  von  der  grössten  ab.  Mit  andern 
Worten:  es  ändert  sich  die  Funktion  y  sehr  langsam  in  der 
Nähe  ihres  Maximums.  Das  Gleiche  gilt  ebenso  von  den  Werten 
in  der  Nähe  des  Minimums. 

Wenn  (§  307)  die  Geschwindigkeit  v  des  Wasserrades  von  dem 
vorteilhaftesten  Werte  v  =  ^  Y  allmählich  abweicht,  so  nimmt  die  Ar- 
beit des  Rades  anfangs  nur  langsam  ab.  Es  ist  dies  eine  vorteilhafte 
Eigenschaft  des  Wasserrades,  weil  die  Geschwindigkeit  des  Rades  inner- 
halb gewisser  Grenzen  variieren  kann,  ohne  dass  merklich  an  Leistung 
eingebüsst  wird. 

369.  Maxina  uod  ■ioima  der  l^nnktioneB  mit  iwei  uiabhäigig 
Variabein.  Es  sei  z  =  f  (x,  y)  eine  Funktion  mit  den  beiden  unabhängig 
Veränderlichen  x,  y.  Ferner  seien  h  und  k  sehr  kleine  Grössen.  Man 
lasse  die  Yariabeln  x,  y  durch  sehr  viele  Werte  stetig  aus  x  —  h  in 
X  +  h  und  aus  y  —  k  in  y  +  k  übergehen  und  stelle  jeden  dieser  Werte 
von  X  mit  jedem  Wert  von  y  zusammen,  so  wird  jedem  Paar  dieser 
Werte  ein  besonderer  Wert  von  z  entsprechen.  Wenn  nun  für  ein 
Paar  dieser  Werte  von  x,  y  die  Grösse  z  grösser  oder  kleiner  wird 
als  für  alle  andern  Paare,  so  wird  z  im  einen  Fall  ein  Maximum,  im 
andern  ein  Minimum  genannt. 

Nun  seien  x,y  solche  Werte,  welche  z  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen,  so  muss  die  Differenz 

(1)  f(x  +  h,y  +  k)-f(x,y) 
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im  Falle  eines  Maximums  immer  negativ,  im  Falle  eines  Minimums 
immer  positiv  sein,  ob  man  sich  die  kleinen  Werte  von  h  und  k  positiv 
oder  negativ  denkt. 

Nach  dem  Taylor^  sehen  Satze  ist  nun,  wenn  k  =  n  h  gesetzt  wird 

(2)    f(x  +  h,y  +  k)-f(x,y)  =  h(||  +  D|^) 

h*  /^d^z  d^z  d^z  \ 

+  -2-l-d^+'°d7dy  +  °'T?-; 

+ 

Denkt  man  sich  hierin  h  und  k  so  klein,  dass  das  erste  Glied 
rechts  die  Summe  aller  folgenden  Glieder  überwiegt,  so  wird  das  Zei- 
chen der  Differenz  (1)  vom  Zeichen  der  Grösse 


/«x  v/^<^z    ,       dz\ 


dy 

abhängen.  Allein  das  Zeichen  dieser  Grösse  ändert  sich  mit  dem  Zei- 
chen von  h,  das  sowohl  positiv  als  negativ  sein  kann.  Die  Differenz  (1) 
kann  also  nicht  für  alle  Werte  von  k  und  h  entweder  nur  positiv  oder 
nur  negativ  sein,  ohne  dass  die  Grösse  (3)  in  der  Reihe  (2)  ver- 
schwindet. Setzt  man  aber  die  Grösse  (3)  gleich  Null,  so  ist  zu  be- 
achten, dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn 

/A\  dz    ,       dz 

(4)  -^ h  n  1—  =  0, 

^  dx  dy 

da  h  nicht  =  0  gedacht  wird.  Und  da  in  (4)  die  Grösse  n  als  Ver- 
hältnis zwischen  h  und  k  willkdrlich  ist,  so  wird  die  Bedingung  (4) 
nnr  erfällt,  wenn  man  zugleich  setzt 

(6)  11  =  0,       -^  =  0. 

^  ^  dx  dy 

Man  denke  sich  nun  in  der  Reihe  (2)  das  Glied  mit  h  weg  und 
sodann  h  und  k  so  klein,  dass  das  Glied  mit  h^  die  Summe  aller  fol- 
genden Glieder  äbertrifPt.  Ist  dieses  Glied  für  die  Werte  von  x,  y, 
welche  aus  (5)  hervorgehen,  positiv,  wie  auch  k  und  h  beschaffen  sein 
mögen,  so  wird  z  ein  Minimum;  ist  es  negativ,  so  wird  z  ein  Maxi- 
mum.    Allein  das  Zeichen  jenes  Gliedes  hängt  nur  ab  von  der  Grösse 

/^N                        d^z     ,   ^      d^z     ,     „  d*z 
(6)  ^rr2-  +  2ny— -  +  n2 


dx^  dxdy  dy^* 

da   der  Faktor  h^  immer   positiv   ist.     Der  Einfachheit   wegen  schrei- 
ben wir  für  diese  Grösse 

A  +  2nB  +  n2C, 

wobei   die  Bedeutung  der  Grössen  A,B,  C  durch  Vergleichung  mit  (6) 
sich  leicht  ergibt.     Dafür  kann  man  setzen 


^[i  +  ^°l  +  °'} 


—     320     — 
Man   addiere   in    der  Klammer  -^  ~  7^>  so  kommt 


/  B  \* 

lo  diesem  Aasdracke  (7)  ist  (7^+0]    immer   positiv.     Wenn 


man 


-^-^>0,    oder    AC>BS 

so  ist  die  Grösse  in  der  viereckigen  Klammer  in  (7)  immer  positiv 
und  es  hängt  alsdann  das  Zeichen  von  (7)  nur  vom  Zeichen  der 
Grösse  C  ab.  Ist  in  diesem  Falle  G  positiv,  so  wird  z  ein  Minimum; 
ist  G  negativ,  so  wird  z  ein   Maximum.      Damit   aber  die  Bedingung 

A  G  ^  B^  erfällt  werden  kann,  moss  das  Zeichen  von  A  G  immer  posi- 
tiv sein;  also  müssen  A  and  G  gleiche  Zeichen  haben.  Hieraas  er- 
geben sich  folgende  Regeln: 

Man   setze  die   beiden  ersten    DifiPerentialverhältnisse  -t —  and  -; — 

dx  dy 

gleich  Nall  and  bestimme  daraas  sämmtliche  zasammengehörige  Werte 

von  X  and  y. 

Man  führe  diese  Werte  von  x  and  y  in  die  zweiten  Differential- 

d^  z    d^  z      d  z 
Verhältnisse  -t—^j  -r-^^  1 — 1-  cio.     Wenn  hierbei 
dx'*    dy^   dxdy 

d^z  d^z 

a)  die  beiden  Grössen    -    o    and     -    ^   gleiche  Zeichen  haben  und 
^  dx^  dy^ 

d^z 

b)  wenn  ihr  Produkt  grösser  oder  gleich  ist  dem  Qaadrat  von 


dxdy' 

so  entsteht  ein  ausgezeichneter  Wert  für  z  und   zwar  ein   Maximum, 

d^z  d^z 

wenn  das  Zeichen  von  — — ^  oder  -; — 5-  negativ;   ein   Minimum,   wenn 

dx^  dy* 

dieses  Zeichen  positiv  ist. 

Wenn  diejenigen  Werte  von  x,  y,  welche  die  ersten  Differential- 
verhältnisse zu  Null  machen,  auch  die  zweiten  zum  Verschwinden 
bringen;  so  ist  aus  dem  Bisherigen  klar,  dass  alsdann  nur  dann  ein 
Maximum  oder  Minimum  entstehen  kann,  wenn  für  jene  Werte  von 
X,  y  auch  die  dritten  Differentialverhältnisse  zu  Null  werden  und  die 
vierten  zusammen  entweder  negativ  oder  positiv  bleiben,  welche  Werte 
auch  h  und  k  haben  mögen. 

310.  Aufgabe.  Eine  gerade  Linie  von  der  Länge  a  in  drei  Teile 
zu  teilen,  dass  das  Produkt  der  Teile  ein  Maximum  werde. 

Die  Teile  seien  x,  y,  a  —  x  —  y  und  ihr  Produkt  z,  so  wird  sein 

z  =  xy(a  — X  — y). 
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Folglich  die  ersten  DifiPerentialverhältnisse 

=  ay  — 2xy  — y^;       -=— =  ax  —  2xy  —  x^ 


dx       ^'  '      '  '        dy 

und  die  zweiten  Differentialverhältnisse 

d*z  d^z  d*z 

-7-«-=— 2y;    -r— =-=  — 2x;    j—r- =  a  —  2x  —  2y. 
dx^  "^dy*  dxdy  ^ 

Setzt  man  die  ersten  Di£Perential Verhältnisse  =0,  so  folgt 

a  —  2x  — y  =  0;     a  —  2y  —  x  =  0. 

Darob  AnflOsung  dieser  Gleichungen  erhält  man 

X  =  y  =  1  a. 

Führt  man  diese  Werte  von  x,  y  in  die  zweiten  Differentialverhältnisse 
ein,  so  wird 

d^z  _        2a       d^z  ^        2a        d^z    _        a 
dx2  ""         3   '     dy*  ~         3  '    dxdy"        3' 

d^z  '^^ 

dx*  dy 

d^z 
dem  ihr  Prodnkt  grösser  ist  als  das  Quadrat  des  Wertes  von 


Da  die  Werte  von  -j^y  °°^        %    gleiche  Zeichen  haben  und  zu- 


dxdy' 

so  wird  z  zu  einem   ausgezeichneten  Werte  für  x  ==  y  =  ^  a  und  zwar 

d^z 

dy* 

dakt   der  Teile  wird   also  ein  Maximum,   wenn  diese   Teile   einander 
gleich  sind. 


zu  einem  Maximum,   weil  das  Zeichen  von  -j— 2~  negativ  ist.    Das  Pro- 


311.  infgalie.  Man  soll  die  Form  desjenigen  rechtwinkeligen 
Prismas  bestimmen,  dessen  Oberfläche  bei  geigebenem  Eörperinhalt  ein 
Minimum  ist. 

Es  seien  x,y, z  die  Kanten  des  Körpers,  V  sein  Volumen  und  F 
seine  halbe  Oberfläche,  so  ist 

(1)  V  =  xyz, 

(2)  F  =  xy  +  xz  +  yz. 

Fährt  man  den  Wert  von  z  aus  (1)  in  (2),  so  folgt 

F  =  xy  +  Vy-i+ Vx-^ 
Die  ersten  Differentialverhältnisse  dieser  Gleichung  sind 

=  y  —  Vx   ^;      -= —  =  X  —  Vy-^ 


dx        ^  -^  '       dy 

and  die  zweiten 

d^F        ^.,      3  d^F        ^^,      3  d^F 

=  2Vx-3;  -:i—2-  =  2Vy-^  — -— =  1. 


dx«  '      dy*        -  w     .    ^j^y 
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Seilt  man  die  ersten  Differentialverh&ltnisse  =  0,  so  folgt 

Hierffir  erhält  man  als  Wert  der  zweiten  Differentialverhältnisse 

d«F        ^         d^P        ^         d«F 

=  2;      ^-«-  =  2;      t--^  =  1. 


dx«  '        dy«  '      dxdy 

Da  die  Werte  der  beiden  ersten  dieser  Verhältnisse  positiv  sind 
nnd  da   ihr  Produkt  zadem  grösser  ist  als  das  Quadrat  des  Wertes 

d*  P  iV- 

von  -z — T"»  80   wird  F  ein    Minimam  für  x  =  y  =  K  V.       Allein    mit 
dxdy  ^ 

Rücksicht  anf  (1)  wird  auch  z  =  x  =  y.  Mithin  hat  unter  allen  recht- 
winkeligen Prismen  von  gegebenem  Körperinhalt  der  Würfel  die  kleinste 
Oberfläche. 

SM.  Aifgabe.  Es  sind  zwei  gerade  Linien  im  Raum  gegeben. 
Man  soll  ihren  kürzesten  Abstand  bestimmen. 

Man  beziehe  diese  Geraden  auf  drei  rechtwinkelige  Achsen  Ax, 
Ay,  Az,  nehme  die  eine  Gerade  in  der  Achse  Ax  an,  so  wird  die 
andere  in  dem  Räume  vorausgesetzt  werden  können,  welcher  von  den 
drei  Koordinaten-Ebenen  xy,xz  und  yz  gebildet  wird.  Die  Projektionen 
dieser  zweiten  Geraden  auf  den  Ebenen  xy  und  xz  sind  gerade  Linien; 
die  Gleichungen  dieser  Projektionen  seien 

(1)  y  =  ax  +  a;       z  =  bx  +  iJ, 

wobei  die  Konstanten  a,  a  und  b, /?  als  gegeben  zu  betrachten  sind. 

Der  kürzeste  Abstand  beider  Geraden  sei  =  p;  sein  Endpunkt 
in  der  Achse  Ax  habe  zur  Abscisse  x',  der  andere  Endpunkt  zu 
Koordinaten  x,  y,  z,  so  wird  p  zur  Diagonale  eines  rechtwinkeligen 
Prismas,  dessen  Kanten  parallel  zu  den  drei  Achsen  liegen  und  die 
Werte  x  —  x^  y  und  z  haben.     Deshalb  wird  sein 

(2)  P^  =  (x  -  xO^  +  y^  +  z^ 

Führt  man  hierin  die  Werte  von  y  und  z  aus  (1),  so  folgt 

(3)  P^  =  (x  -  x')*  +  (ax  +  a)2  +  (bx  +  ß)^- 

Wird  hierin  p^  ein  Minimum,  so  wird  es  auch  p.  Man  bezeichne 
deshalb  p^  mit  u,  so  erhält  man  als  erste  Differentialverhältnisse,  in- 
dem man  x  und  x'  als  die  beiden  unabhängig  Veränderlichen  betrachtet 

^"   =2(x-xO  +  2a(ax  +  «)  +  2b(bx-f  iJ), 


dx 


''^,=  -2(x-xO 


dj[x 
und  als  zweite  Differentialverhältnisse 

*'""=2  +  2a«  +  2b^     4^=2;    :^  =  -  2. 


dx«       -   1   -"     '  -"  »      dj/a        ->     dxdx' 
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Aus  -7-7  =  0  folgt  X  =  x',  d.  h.  der  Abstand  p  ist  senkrecht  auf 
dx^ 

Ax,  also  auf  der  ersten  Geraden.  Da  nun  aber  die  Geraden  vertauscht 
werden  können,  so  folgt,  dass  dieser  Abstand  auf  beiden  Geraden  senk- 
recht steht. 

Setzt   man  — ; —  =  0  und  führt  x'  =  x  ein,  so  erhält  man 
dx 


a^  +  b*    • 

Fuhrt  man  diesen  Wert  von  x  in  (3)  und  setzt  x  =  x^  so  folgt 

_    aß  —  ha 

^""T^Tb^* 

Dieser  Wert   von  p  ist  ein  Minimum;   denn  die  Werte   der  zwei- 

d*u  d*u 

ten   Differentialverhältnisse        2    °°^         42    ^^^^^  ^^  gleiche  positive 

Zeichen   und    ihr  Produkt   ist    grösser    als    das  Quadrat   des    Wertes 
d^u 

dxdx' 

SU.  Aufgabe.  Man  soll  von  einem  Punkt  ausserhalb  einer  Ebene 
ein  Lot  auf  diese  Ebene  fällen. 

Die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  ausserhalb  der  Ebene 
seien  x^y^z'  und  die  laufenden  Koordinaten  der  Ebene  x,  y,  z.  Die 
Gleichung  der  Ebene  sei 

(1)  z  =  ax  +  by  +  c. 

Man  verbinde  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Punkte  x,  y,  z  der 
Ebene  durch  eine  Gerade.  Die  Länge  dieser  Geraden  sei  p.  Legt 
man  durch  die  Endpunkte  von  p  Ebenen,  welche  parallel  sind  zu  den 
Koordinatenebenen  xy,  xz  und  yz,  so  schliessen  sie  ein  rechtwinkeliges 
Prisma  ein,  dessen  Kanten  x  —  x',  y  —  y'  und  z  —  z'  sind.  Die  Länge 
der  Diagonale  p  dieses  Prismas  ist  daher 

(2)  p  =  V  (x  -  X')«  +  (y  -  y')'  +  (z  -  *')'• 

Führt  man  den  Wert  von  z  aus  (1)  hier  ein,  so  erhält  man 

(3)  p  =  K(x  -  xO^  +  (y  -  y')'  +  (ax  +  by  +  c  -  zO^ 

Damit  nun  p  senkrecht  auf  der  Ebene  steht,  muss  der  Wert  von 
p  ein  Minimum  werden.  Die  ersten  partiellen  Differential  Verhältnisse 
von  (3)  sind 

dp  _  X  —  x^  +  a (ax  +  b  y  +  c  —  z') 
"dT~  i  ' 

dp  _  y  —  y^  +  b  (ax  +  b y  +  c  — -  zQ 
dy  "■  p  * 

Setzt  man  diese  Differentialverhältnisse  =  0  und  führt  wieder  den  Wert 
von  z  aus  (1)  ein,  so  kommt 

21* 
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(4)  x-x'  +  a(z-20  =  O; 

(5)  y-y'  +  b(z-z')  =  0. 

Vermöge  dieser  Bediogangsgleichangen  (4)  and  (5)  werden  die  zweiten 
DiflFereotiaWerhftltDisse 

dV  ^    1  +  aV        d^p  ^    1  +  bV        d^p    ^  ab 
dx*  p        '        d  y^  p        '       dxdy         p  ' 

Die  beiden  ersten  dieser  Verbältoisse  sind  positiv,  ihr  Produkt 
ist  grösser  als  das  Quadrat  des  dritten  Verbältnisses ;  also  wird  p  ein 
Minimam,  wenn  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  stattfinden. 

Die  Formel  (4)  kann  als  die  Gleichung  der  Projektion  des  Lotes  p 
auf  der  Ebene  xz  und  die  Formel  (5)  als  die  der  Projektion  von  p 
auf  der  Ebene  y  z  angesehen  werden.  Man  nennt  daher  diese  Formeln 
kurzweg  die  Gleichungen  der  Geraden  p. 

Dm  die  Länge  des  Minimalwertes  von  p  zu  finden,  könnte  man 
aas  (1),  (4)  und  (5)  die  Grössen  x,  y,  z  berechnen  und  in  (3)  einführen. 
Allein  man  kommt  schneller  zum  Ziel,  wenn  man  setzt 

(6)  z'  =  ax'  +  by'  +  c  — c', 

worin  c'  eine  neue  Eonstante   bezeichnet.     Man   ziehe  (6)  von  (1)  ab, 
so  kommt 

(7)  z  -  z'  =  a(x  -  xO  +  b(y  -  yO  +  c'. 

Setzt  man  hierin  die  Werte  von  x  —  x',  y  —  y'  aus  (4)  und  (5),  so  wird 

"^      ^  ""l  +  a^+b** 
Vermittelst  dieses  Wertes  von  z  —  z'  folgt  aus  (4)  und  (5) 


X  — X    = 


y-y  = 


~ac' 


l+a»  +  b«' 

-bc^ 
l  +  a^+b^' 


Führt  man  diese  Werte  von  x  —  x',  y  —  y'  und  z  —  z'  in  (2),  so 
erhält  man  den  gesuchten  Abstand,  indem  man  den  Wert  von  cf  aus 
(6)  ersetzt 

z'  -—  a  x'  —  b  y'  —  c 

±Kl+a2  +  b2 

Da  es  sich  bei  Bestimmung  von  p  nur  um  die  Länge  des  Lotes 
handelt,  so  ist  in  diesem  letzten  Ausdruck  immer  das  positive  Zeichen 
von  p  beizubehalten. 

Nimmt  man  hierin  p  =  0  an,  so  muss  auch  der  Zähler  des  Bruches 
verschwinden,  so  dass 

z'  =  ax'  +  by'  +  c. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (1),  so  stellt  sich  in  der  Thai 
heraus,  dass  der  Punkt  x^y^z'  in  der  gegebenen  Ebene  liegt. 


Vlll.    Berfthmng  and  Krtminang  ebener  Karren. 

314.  Srtd  der  leribraig  iwelcr  Kittcb.  Die  Gleicbaogea  zweier 
Karvea  aeien 

(1)  y  =  f(x)  oD(i  y-^W. 

Man  setze  Torans,  dass  die  Karvea  eiaea  Paokt  A  (Fig.  106)  mit 
den  Koordioatea  x,  y  gemeinschaftlich  haben.  Nimmt  x  am  eiae  sehr 
kleioe  GrSsse  h  za,  so  werden  die  entsprech enden  Ordinalen  Ba,  Bb 
Dacb  dem  Taylor'schea'Satze  sein 

(2)  f(j  +  ii)-t(x)  +  hfMH-^f"(x)  +  ir"(,)  +  .. 

(3)  (P  (x  +  h)  -  » (i)  +  h  r  (x)  +  -^  r  (x)  +  ^»"' «  +  •  • 

Wegen  des  gerne ioscbafti ich en  Punktes  A  mass  aun  hierin  f(it) 
^  9*  (x)  seia.  Sollea  die  Kurven  io  A  eine  gemeiaschaftlicbe  Taogente 
A  c  haben,  so  mnss  aoch  f  (x)  =  ^'  (x)  sein.  In  diesem  Falle  berdhren 
sich  die  Karvea.  Za  efoer  Berührang  gebOrt  also  mindestens,  dass  in 
deD  Reihen  (2)  aad  (3)  je  die  ersten  nnd  ebenso  die  zweiten  Glieder 
einander  gleich  sind. 

Je  kleiaer  der   Unterschied   ab  der  beiden  F'g-  106- 

Ordinaten  f  (x  +  h)  and  y  (x  +  h)  für  sehr  kleine  1 
Werte  von  h  wird,  nm  so  inniger  berühren  sich 
die  beiden  Kurven.  Dieser  Ualerschied  wird  aber 
um  so  kleiner,  je  mehr  Glieder  der  beiden  Reihen 
einander  gleicb  werden.  la  diesem  Siaae  gibt  es 
Berährongea  von  verschiedener  Ordnung. 

Eine  Berährnng  der  ersten  Ordnang  tritt  ein,  wenn  aasser  f(x) 
^=  (f  (x)  die  ersten  Ahleitangen  f  (x)  and  y  (x)  gleich  sind;  eine  soldie 
der  zweiten  Ordnang,  wenn  noch  die  zweiten  Ahleitangen  r'(x)  aad 
9>"  (x)  gleich  werden ;  eine  der  dritten  Ordnang,  wenn  zudem  noch  die 
dritten  Ableitungen  gleich  sind  a.  s.  w. 

Es  sei  nun  die  erste  Kurve  gegeben  nnd  ebenso  der  Punkt  x,  y,  in 
welchem  die  zweite  Knrve  die  erste  berähren  soll,  so  mass  die  zweite 
Knrve,  am  eine  Berährnng  mit  der  ersten  Kurve  einzugeben,  in  ihrer 
Form  and  Lage  gewissen  Bediogangen  eatsprechen.  Das  ist  nar  mög- 
lich i  wean  die  Gleichung  y  =  9>(x)  der  zweiten  Kurve  koastante 
Grossen  enth&lt,  welche  den  gestellten  Bediogangen  gemäss  gewählt 
werden  k Conen. 

Es  ist  z.  B.  y'  =  a  +  b  X  die  Gleichung  einer  Parabel.  L&sst  man 
die  Ronstanten  a  und  b  derselben  sich  Andern,  so  ändert  sich  Form 
nnd  Lage  der  Parabel,  ohne  dass  sie  aafhftrt  eine  Parabel  zn  sein. 

Za  einer  Beröhrung  mfissen  nun  die  beiden  Gleichungen 

(4)  fCx)  =  y(x);       f(x)  =  9''W 
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erfüllt  seiD.  Mittels  dieser  GleichoDgen  könneD  zwei  EonstaDte  der 
Gleichnng  y  =  9>  (x)  bestimmt  werden.  Fär  diese  entsteht  daher  eine 
Berühmng  der  ersten  Ordnung.  Enthält  die  Gleichung  j  =  g>(x)  noch 
eine  dritte  Eonstante,  so  kann  diese  willkörlich  bleiben,  ohne  dass  die 
Berührang  der  ersten  Ordnung  aufhört. 

Soll  die  Berührung  von  der  zweiten  Ordnung  sein,  so  lassen  sich 
aus  den  drei  Gleichungen 

(6)  f(x)  =  y(x);       f(i)  =  y'(x);       f"  (i)  =  y"  (x), 

welche  erforderlich  sind ,  drei  Eonstante  der  Gleichung  y  =  9"  (x)  be- 
stimmen. Hat  diese  Gleichung  nur  zwei  Eonstante,  so  kann  der  letz- 
ten der  Gleichungen  (5)  nicht  genügt  werden^  hat  sie  vier  Eonstante, 
so  bleibt  eine  derselben  willkürlich  u.  s.  w. 

Die  Gleichung  eines  Ereises  ist 

(x  -  a)«  +  (y  -  /»)«  =  e», 

worin  g  den  Halbmesser  des  Ereises,  a,  ß  die  Eoordinaten  seines  Mittel- 
punktes und  X,  y  die  laufenden  Eoordinaten  des  Ereises  bezeichnen. 

Diese  Gleichung  enthält  drei  Eonstante  a,  ß,  9.  Diese  können  so 
bestimmt  werden,  dass  sie  den  Gleichungen  (5)  Genüge  leisten.  Also 
kann  ein  Ereis  mit  einer  beliebigen  Eurve  eine  Berührung  der  zweiten 
Ordnung  annehmen. 

315.  ErÜMHaagshalbnesser  eiaer  ebenen  Karre.  Der  Ereis,  der 
mit  einer  Eurve  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  hat,  heisst 
Erümmungskreis  der  Eurve  für  das  betreffende  Eurvenelement  und 
dessen  Halbmesser  Erümmungshalbmesser  der  Eurve. 

Die  Gleichung  der  Eurve  sei  y  =  f  (x),  diejenige  des  Erümmungs- 
kreises 

(1)  (x  -  a)>  +  (y  -  ßy  =  e*, 

so  müssen  die  Eonstanten  a,  ß^  g  dieses  Ereises  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  den  Gleichungen  (5)  des  vorangegangenen  Paragraphen  genügen. 
Dies  kann  wie  folgt  geschehen. 

Durch  Differentiation  von  (1)  erhält  man,  wenn  x  als  unabhängig 
Variable,  also  dx  als  konstant  angesehen  wird 

(2)  (x-a)dx  +  (y-i9)dy    =0, 

(3)  dx2  +  dy2  +  (y-/?)dV  =  0 
und  hieraus 

(4)  y  —  ß  =  — 


d'y        ' 
dx» 

(5)  ^-a d^^dl» 

dx« 
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Dod  folglich  QDter  ADwendnog  von  (1),  (4)  nDd  (5) 

,[-+(H)f 


(6) 


dx* 


Die  GleichangeD  (4),  (5)  and  (6)  siDd  ans  der  KreisgleichiiDg  allein 
berTorgegaageo.  Damit  durch  (4)  ODd  (6)  die  KoordioateD  a,ß  des 
KreismittelpQDktes  nnd  durch  (6)  der  ErnmnmDgshalbmeeBer  de«  Kreises, 
welcher  die  gegebeae  Knrre  im  Paakte  x, y  berührt,  bestimmt  werdeD 
kOnnen,  hat  man   die  aas    der  GleichoDg  der  Earve  hervorgehenden 

Werte  von  y,  -p-,        ^    io  diese  Gleichoogen  einzofäbren.    Den  Kröm- 

mangshalbmesser  p  nimmt  man  scbtiesalicb  immer  positiv. 

Bs  bezeichne  ds  das  Bogenelement  zwischen  den  Korvenponkten 
x,y  and  x  +dx,y  +  dy,  so  ist  ds'  =  dx'  +  dy'.  Hierför  erb&lt  man 
aas  den  drei  letzten  Gleichungen 

_  -  _  _  ds'  _     _  ds'    dy  ds' 

y      '^~      l^y'     ^~''~l^~dl''      ^~='=dxd'y' 

31(.  initn  AblcUing  des  HriBBiagibalkMeMers.  Ktitligni- 
wiikel  der  iirTc.  Bs  seien  A,  B,  C  (Fig.  107)  drei  aafeioander  fol- 
gende, anendlich  nahe  an  einander  gelegene  Pankte  einer  Enrve  y  —  f  (i). 
Man  denke  sich  durch  je  zwei  dieser  Punkte  eine  Gerade  AB,  BC 
gelegt  nnd  anf  diese  Geraden  darch  ihre  Mitten  m,  d  Lote  mM,  nM 
errichtet,  welche  sich  in  M  schneiden;  so  ist  H  der  Mittelpnnkt  des 
Kreises,  welcher  darch  die  drei  Enrvenpunkte  geht. 

Es  sollen  nun  der  Erfimmangshalbmesser 
AM=:BM=p    nnd     die    Eoordioaten    ON  Fig.  107. 

^  «,  MN  =  ß  des  Mittelpunktes  dieses  Ereises 
bestimmt  werden. 

Die  Tangente  dnrch  den  Pnnkt  A,  dessen 
Koordinaten  x,  y  sind,  bilde  mit  der  Abscissen- 
acbse  den  Winkel  y.  Geht  x  in  x  +  d  x, 
y  in  yidy  ober,  so  ändert  sich  j-  nm  dy, 
d.  h.  die  Tangente  darch  den  Pankt  B,  dessen 
Koordinaten  x  +  dx, yi:dy  sind,  bildet  mit 
der  ersten  Tangente  den  Winkel  df.  Geht  man  vom  Enrveneiement 
in  A  über  nach  dem  Enrveneiement  in  B,  so  macht  hierbei  die  Richtong 
der  Enrve  eine  Ablenkung  =df.  Man  nennt  diese  Ablenkung  den 
Kontingenzwinkel  der  Enrve. 

Die  Krümmnngshalbmesser  AM  and  BM  stehen  anf  jenen  Tangenten 
senkrecht,  sie  schliessen  also  anch  den  Winkel  d;'  ein.  Nun  hat  man 
sich  aber  y  als  Bogen  zq  denken,  der  mit  dem  Halbmeaaer  =  1  be- 
schrieben wird;  folglich  ist  der  Bogen  AB  =  pd)',  er  ist  aber  auch 
=  ds;  daher 

(1)  pdy  =  ds,     P  =  -^. 


In  dieMr  Gleichung  ist  nun  noch  der  Wert  xod  dy  aas  der  Re- 
dy 
on  tg;*  »-p- aaitndrBckeD.     Hau  erh&lt  durch  Differentiation 

,.  dy  d»y 

1  1  1 


dr  = 


d'y  d  x'  d 


x»  +  dy"  da« 

Führt  man  diesen  Wert  von  d;-  in  (1)  ein,  so  erhält  man 


f        djid»y  ' 
welche  Formel  mit  der  im  Vorhet^eh enden  abgeleiteten  übereinstimmt. 

S17.  Efvlitea  4er  Karrea.  Man  denke  sich  für  alle  Punkle 
B,B',  ..  (Fig,  108)  einer  Kurve  y  =  f(x)  die  Mittelpunkte  M,  M' . . 
der  entsprechenden  Krnmmnngskreise  aufgetragen,  so  werden  die  letztem 
Punkte  eine  Eurve  bilden,  welche  die  Bvolote  der  Rarve  heiast.  Die 
gegebene  Knrve  wird  io  Beziebnng  zu  ihrer  Evolute  gewöhnlich  Bvol- 
veote  geoanot. 

Die  Gteichnng  der  Evolute  lässt  sich  ans  der  Gleichung  der  Evol- 
vente mit  Hilfe  der  Gleichungen  (§  315) 

(1)         «  =  « ST -TT:      <>-'+ TiT. 


wie  folgt  beBtimmeo.     Man  leite  ans  der  Gleichung  y  =  f(x)  die  Ver- 
hältnisse -~-,     .    o   ab,  drücke  sie  in   einer  Variabein  x  oder  y  aus 

dx     dx" 
nnd  führe  sie  in  den  vorstehenden  Gleichungen  (1)  ein;  sodann  eliminiere 
man  noch  diese  Variable  x  oder  y  zwischen   den   beiden   Gleichungen, 
so  wird  eine  Gleichung  entstehen,  welche  die  Grössen  a,ß  und  gewisse 
Konstante  enthält.     Diese  Gleichung  ist  die  der  Evolute. 

Lässt  mau  in  den  Gleichungen  (l),  (2)  nnd  (3)  des  §  316 
Fi..m  (2)  (x-a)»  +  (y-«»         =  p». 

(3)  Cx-«)dx  +  (y-/»)dy  =  0, 

(4)  dx»+dy>  +  Cy-|S)d'y-0 
die  Grosse  x  sich  ftoderu,  so  findem  sich  aoch 
y,  et,  ß  und  p.  Man  betrachte  deshalb  a,  ß 
und  p  als  Fonktiouen  von  x  nnd  bestimme  den 
Znsammenhang  von  dx,  dy  nnd  da,  Aß,  sowie 
den  Znsammenhang  von  da,  dji  und  dp. 
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Man  differeotiiere  (2)  und  (3),  so  kommt 

(5)  (x  -  a)(dx  -  d«)  +  (y  -  /?)(dy  -  d«  =  pd  p, 

(6)  (dx-d«)dx  +  (dy-d/J)dy  +  (y-j»)d«y  =  0. 
Zieht  man  (4)  von  (6)  ab,  so  folgt 

—  dxda  — dyd/J  =  0, 

(7)  AL^^Ajl 

^'^  da  dy' 

d.  h.  die  Tangente  im  Punkte  M  an  die  Evolute  steht  senkrecht  auf 
der  Tangente  im  Punkte  B  der  Evolvente  (§  SO).  Allein  der  Krüm- 
mungshalbmesser 6M  ist  auch  senkrecht  auf  der  Tangente  durch  B. 
Folglich  ist  der  Rrämmungshalbmesser  der  Evolvente  eine  Tangente  an 
die  Evolute. 

Zieht  man  (3)  von  (5)  ab,  so  folgt 

(8)  (x  -  a)da  +  (y  -  /J)d/J  =  -  pdp. 
Fährt  man  dx  aus  (7)  in  (3),  so  kommt 

(9)  (x-«)dß-(y-i9)da  =  0. 

Eliminiert  man  x  —  a,  y  — /?  ans  (2),  (8)  und  (9),  so  findet  man  den 
zweiten  gesuchten  Zusammenhang 

(10)  dp2  =  da2  +  d/J2. 

Der  Sinn  dieser  Relation  (10)  ist  folgender:  Geht  ^  in  ^-^-dg 
über,  so  rückt  der  Punkt  a, ß  nach  a-{-  da^ß  -{-dß.     Zwischen  diesen 

Knrvenpnnkten  liegt  das  unendlich  kleine  Bogenelement  Y^da^  -\-  dß^. 
Folglich  ist  dieses  Bogenelement  gleich  der  Aenderung  d  ^  des  Krum- 
mnngshalbmessers. 

Man  bringe  daher  an  die  Stelle  des  Krümmungshalbmessers  BM 
einen  biegsamen,  jedoch  gespannten  Faden,  halte  ihn  in  M  fest  und 
wickele  ihn  auf  der  Evolute  auf,  so  beschreibt  sein  Endpunkt  B  die 
Evolvente. 

318.  KriMMHBgslialhMesser  nid  Evolute  der  Parabel.  Für  diese 
Kurve  ist 

y2  =  2px;        -^  — J^.       J___J^ 


dx         y  dx^  y' 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  der  Krümmungshalbmesser 

y» 

oder  indem  man  reduziert  und  das  positive  Zeichen  nimmt 

3  3 

„  _  [pi±iT  _  [p±M! 
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Fär  den  Scheitel  ist  x  =  0,  also  p  =^  p,  also  der  Krümmangshalb- 
messer  gleich  dem  halben  Parameter.  Wenn  x  wftchst,  so  nimmt  anch 
Q  SQ.  Pfir  ein  nnendlich  grosses  x  ist  p  =  oo ,  d.  h.  es  wird  der 
Parabelast  im  Unendlichen  geradlinig. 

Nach  §  45  ist  dei  Aasdmck  för  die  Normale  n  einer  Karve 


"-'lA+(©* 


Mithin  wird  hier 


n» 


n*  ==  y*  +  p*  und  P  =     «  » 


d.  h.  es  ist  der  Krfimmnngshalbmesser  der  Parabel  der  dritten  Potenz 

ihrer  Normalen  proportional. 

d  Y     d^  y 
Settt  man  obige  Werte  von  y,  -jp-,        ^    in  die  Gleichangen  (4) 

and  (5)  des  §  315,  so  wird 

«  =  p  +  -^  =  p  +  3x, 


^-f— i/^- 


Eliminiert  man  x  oder  y  aas  diesen  Gleichangen,  so  erhält   man 
Gleichang  der  Evolate 

ß^  =  -J—  («  -  P)'- 
27  p 

Für  a  =  p  wird  ß  =  0.  Lässt  man  a  von  a  =  p  an  wachsen, 
so  geht  die  Evolate  in  zwei  symmetrisch  znr  Achse  gelegenen  Aesten 
aas  einander,  welche  der  Achse  ihre  konvexe  Seite  znkehren.  Ans 
der  Relation 

d  a  d  y  p 

folgt,  dass  für  y  =  0  aach  -r^  =  0  wird,  d.  h.  dass  die  Achse  der 

Parabel    die    Aeste   der   Evolate    im    Pankte   /)  =  0,  a  =  p   tangiert. 

Für  y  =  ±  00   wird   aach  -r-^  =  i  Qo ,    d.  h.   die  äassersten  Enden 
^  da  ' 

der  Earvenäste  der  Evolate  stehen  senkrecht  aaf  der  Parabelachse. 


319.  KrfiMmaagihalbmesser  aid  Evelate  der  Ellipse.     Durch  Diffe- 
rentiation der  EUipsengleichaog  a^y*  +  b^x^  =  a*b*  erhält  man 

a«ydy  +  b2xdx  =  0,      aMy«  +  a^yd^y  +  bMx^  =  0, 

J7  ^  _  Jb^       d^  ^  _  b^  (a^  y^  +  b^  x^)  ^ b^ 

dx  a^y'       dx^  a*y'  a*y^' 
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Folglich  darch  Sabstitntion  in  deD  Aasdrack  für  den  Krümm angs- 
halbmesser 

Für  den  Endpunkt  der  grossen  Achse  ist  x  =  a,  y  =  0,  also 
p  =  b^:a;  für  den  Endpunkt  der  kleinen  Achse  x  ==  0,  y  =  b,  folg- 
lich p  =  a*:b. 

dy 
Führt  man  obige  Werte  von  y  und  -v^  in  den  Ausdruck  für  die 

°  -^  dx 

Normale  n  (§  45)  ein,  so  kommt 

^-^^fl   I    dy«N_a^y^  +  b^x^ 

""^  V    ^  dxV""  a* 


n' 


Mithin    geht    der    vorstehende    Ausdruck    des    Krümmungshalbmessers 
über  in 


Da  nun  aber  b^ :  a  der  halbe  Parameter  der  Ellipse  ist,  so  setze  man 
b^ :  a  =  p  und  man  erhält 

welcher  Ausdruck  mit  dem  für  die  Parabel  übereinstimmt  Ebenso 
kann  gezeigt  werden,  dass  der  Krümmungshalbmesser  der  Hyperbel  der 
dritten  Potenz  ihrer  Normalen  proportional  ist. 

d  y     d^  y 
Setzt  man    die  Werte  von  -~-,     ,   •;    in  die  Formeln  (4)  und  (5) 

dx      d  x^ 

des  §  315,  so  erhält  man 

«  =  -^^^x^     ß g^y3. 

Hieraus 


""        ^  Va^-bV    '     ^  Va^-bV  ' 

Setzt  man  diese   Werte   von  x^  y^  in  die  Gleichung  der  Ellipse,  so 
erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 

2  2 


(,^y+(.^)'=.. 


Diese  Kurve  besteht  aus  vier  kongruenten  Aesten,  die  in  den 
Spitzen  A,  B,  C,  D  zusammenlaufen  (Fig.  109).  Zwei  dieser  Spitzen  lie- 
gen in  der  grossen  und  zwei  in  der  Richtung  der  kleinen  Achse.  Es 
sei  MF  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse  in  F,  so  ist  MF  eine 


TaogeDte  an  die  Evolute  in  H.  RQcIct  der 
pQDkt  F  nach  dem  Scheitel  S,  so  bewegt  sich 
H  Dach  A;  rSckt  F  oacb  dem  Endpankte  H 
der  kleioeD  Achse,  so  bewegt  sich  H  nach  D. 
Für  ß  —  0  wird 

-b» 


=  AE  = 


a*-b» 


einen    grosseren    Wert   von   ß    sIs   diesen    in    die    EToInteDgleichung, 

^i b' 

so  wird  a  imaginär.     Ebenso   wird  ß  imagin&r,   wenn  a> 

angenommen  wird.  Mithin  schliessen  die  Karveoäste  in  den  Spitzen 
A,6,  C,  D  ab  and  es  sind  daselbst  die  Achsen  der  Ellipse  Tangenten 
an  die  Evolate. 

31t.   InMHMgihalkMesier  ani  Iralile  in  GjkUide.     Die  GleJ- 
chnngen  der  Cykloide  sind  (§  93),  Fig.   110 

AE  =  ]t  =  a(y  —  siny);     CE  =  y  =  a(l  ~cos9>), 
dx  =  a{l  —  cosy)dy;     dy  =  aam^if. 
Werden  die  letstern  Gleichungen  wieder  differentiiert,   so  ist    za 
beachten,  dass  dx  konstant  za  Debmeo  ist.     Man  erhält  daher 
0  =  a(l  —  co8  9>)d"y +  a8in9'dyS 
d*y  =  ac08ydy*  +  a8inyd*V. 
Eliminiert  man  d^<f  ans  diesen  beiden  Gleichaogen,  so  folgt 

•l',=  ->if':       0=-.;i_'.,.y).- 

Da  ferner  -r^  = =— ,  so  wird 

dx  1— C08V 


1  + 


(^ 


ff- 


Vdxy        1  — cosy' 
FiR.  110-  Setzt  man  diese  Werte  in  die  For- 

mel fnr  den  KrnmrouDgBbalbmesser,  so 
ist  ohne  Rücksicht  anf  das  Vorzeichen 

p  =  2  a  V  2  (1  -  cos  y) 
oder  auch 

p  =  2  K2  a  y. 
Für  den  Anfangspunkt  A  ist  y  =  0, 
also   ^  =  0;    fnr    den   Scheitel  N   der 
Gykloide  wird  y  =  2a,   also  (i  =  MN 
=:  4  a,  d.  h.  gleich  dem  doppelten  Darcbmesser  des  RoUkreises. 


dv 
Setzt  man  die  Werte  von  -p-, 

des  §  315,   so    erhält  man    als   Koordinaten   für   den    Mittelpunkt   der 
Rrüininang 

a  =  xH-2a8iD9>;  ß  =  —y. 
NoQ  seieD  AD  and  OD  die  Koordioateo  des  Mittelpunktes  des 
Rollkreiaes  för  deo  Winkel  00  0  =  ^!  ferner  AH  =  a  nod  Fü=ß 
die  Koordinateo  des  BndpaDktes  des  KrümnmQgsbalbmessers  CF,  so 
ist  ED  =  a8iny;  folglicfa  wegen  der  Formel  «  =  x  +  2asinV'  euch 
DH  =  asiny  and  da  y=—ß,  d.  b.  CE  =  FH,  so  geht  der  Krnm- 
mungsha Ibmesser  durch  den  Punkt  D,  wo  der  Rollkreia  die  Grundlinie 
berührt  and  ist  gleich  dem  Doppelten  der  Normalen  C  D.  Wegen  der 
beständigen  Eongrnenz  der  Dreiecke  CED  und  FHD  beschreiben  die 
Endpunkte  C  and  F  des  Krümmungshalbmessers  koogrueote  Cykloiden. 
Evolute  und  CvolveDte  sind  somit  kongruent. 

3S1.  Ceher  eilige  ElgeBtialichkcltck  eheacr  Knrrei.  Es  sei 
y  =  f(s)  die  Gleichung  einer  Kurve  B  B'  (Fig.  111).  EnUprechen  den 
Punkten  B,  B',  W'  die  Abscissen  x,  s  +  d  i  und  x  +  2  d  s,  so  «erden 
ihre  Ordinalen  sein  y, y  +  dy  und  y  +  2dy  +  d*y.  Wenn  nun  die 
Grössen  B"  C  =  d  y  +  d'  y  und  B'  G  =  d  y  einander  gleich  sind,  also 
wenn  d^y=^0  ist,  so  liegen  drei  aufeinander 
folgende  Eurveupankte   in   einer  geraden    Linie  ^'E-  ^^^' 

und  es  wird  der  Erämmungsbalbmesser  der 
Knrve  an  dieser  Stelle  unendlich  gross.  In  der 
That  wird  nach  Formel  (6)  des  §  315,  (i  =  oo 
für  d*  y  =  0. 

Liegt  die  Knrve  auf  der  Seite  der  posi- 
tiven y  und  ist  B"  C  >  B'  C,  also  d'  y  posi- 
tiv, 80  kehrt  die  Earve  ihre  konvexe  Seite  der 
Abscissenachse  zu.  Ist  aber  bei  dieser  Lage 
der   Kurve  d^y  negativ,   so    kehrt   die  Knrve 

ibre  konkave  Seite  gegen  die  Abscissenachse.  Befiadet  sich  die  Knrve 
auf  Seite  der  negativen  y,  so  findet  die  umgekehrte  Regel  statt.  Dar- 
aas  folgt  allgemein :  Die  Kurve  wendet  ihre  konvexe  oder  konkave 
Seite  gegen  die  Abscissenachse,  wenn  y  und  d^y  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben, 
d'y 

Gebt  -j~j  ans  dem  Positiven   darch  die  Null   ins  Negative  über, 

so   findet  ein   Debergaog   aus  der  Konvexität   in  die  Konkavität  oder 
umgekehrt  statt   und   zwar  durch   eine  Knrvenstelle,    für   welche  der 

d^y 
Krümmungshalbmesser  unendlich  gross  ist  Geht  %  j-  aus  dem  Posi- 
tiven durch  das  Unendliche  ins  Negative  über,  so  tritt  aach  hier  ein 
Uebergang  am  der  Konvexität  in  die  Konkavität  ein  und  zwar  durch 
eine  Stelle,  für  welche  der  Erümmangshalbmesser  =  0  ist.  Solche 
Debergangspunkte  nennt  man  Wende-  oder  Flesionapunkte  (§  29  u.  43). 

Han    setze     .  -  „■  =  0  und    ,    „  =  oo   und  bestimme  daraus   die  ent- 
d  x*  d  x" 
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sprechenden  Werte  von  x.  Ein  solcher  Wert  sei  =  a.  Wenn  nnn  für 
a  +  h  und  a  —  h ,  wobei  h  als  sehr  klein  vorausgesetzt  wird,  die 
GrOsse  d'  y  ihr  Zeichen  ändert,  so  entspricht  der  Abscisse  a  ein  Wende- 
punkt der  Kurve. 

Schneiden  sich  mehrere  Kurvenftste  in  einem  Punkte  in  verschie- 

dy 
denen  Richtungen,  so  nimmt  --p-  ebenso  viele  verschiedene  Werte  an. 

Dabei  entscheiden  die  Zeichen  zusammengehöriger  Werte  von  y  und  d^y, 
ob  die  Kurvenftste,  welche  von  diesem  Dnrchschnittspunkt  ausgehen, 
ihre  konkave  oder  konvexe  Seite  der  Abscissenachse  zukehren. 

Beispiel  1.     Es  sei  die  Gleichung  einer  Kurve 

y*  =  X*     oder     y  =  x^, 
so  erhält  man 

d  y  _  5    Y       d^  _  10      1 


Für  ^^-^y  =  00    wird  x  =  0;    somit  wird   für   beide  Knryenäste, 


dx  ""  3^   '     dx»  ~   9    \y^' 

Für  d*y  =  0  wird  x  =  i  oo.  Diese  Abscisse .  entspricht  zwei 
Punkten,  für  welche  der  Krümmungshalbmesser  ^  =  oo  wird,  ohne 
dass  ein  Wendepunkt  entsteht,  weil  oo  :t  h,  an  die  Stelle  von  x  ge- 
setzt, das  Zeichen  von  d^y  nicht  ändert. 

d^y 

dx 

die   sich    im    Anfangspunkt   treffen,    der    Krümmungshalbmesser  =  0. 

d*y 
Setzt  man  0  d:  h  für  x  in  den   Ausdruck  für    .   i ,  so  ändert  diese 

d  x^ 

Grösse  ihr  Zeichen;   also  hat  die  Kurve   im  Anfangspunkt  eine  Wen- 

dy 
düng.     Da  für  x  =  0  auch  -r^  =  0 ,    so  ist  die  Abscissenachse    eine 

d  X 

Tangente  an  die  Kurve. 

Beispiel  2.  Jede  Kurve,  deren  Ordinate  ein  Polynom  ist  von 
der  Form 

y  =  x*  +  ax*+bx  +  c 

hat  einen  Wendepunkt  und  somit  ein  Kurvenelement  mit  einem  unend- 
lich grossen  Krümmungshalbmesser.     Denn  es  ist 

4^  =  3x2  +  2ax  +  b;       4-|-  =  6x  +  2a. 
dx  dx^ 


a  a 

Setzt  man  d^y  =  0,    so  wird  x= —.     Für ^  +  h    und 

o  3 

— - —  h  ändert  d^y  sein  Zeichen.    Also  ist  x  = —  die  Abscisse 

3  o 

eines  Wendepunktes. 


u    V 

Setzt  man       ^  =  i  <30,   so  wird  x  =  i  oo ;  allein  d^y  ändert 
sein     Zeichen     nicht    für    ±  oc  ±  h.       Also    zeigt    die     Gleichung 
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■^  =  ±  00  SD,  dass  die  beiden  EarveoSste   im  üneDdlichen  gerad- 
lioig  siod. 

Beispiel  3.     Die  Kurve,  deren  Gleicbnog 

(1)  y-«±xVT 

ist,  hat  zwei  Karveafiste  AB  nud  AD  (Fig.  112),  welche  im  AnFaags- 
pankte  A    aater    gleicher  Neignag   zar  Absei ssenachse  beginnen    and 
nach   der  positiven  Richtung  der  Abscissenacbse  ans 
einander  gehen.  Fig.  112. 

Denn  für  x  =  0  wird  auch  y  =  0;  die  Karve 
gebt  also  dnrch  den  Anfangsponkt.  Ffir  negative 
Werte  von  x  wird  y  imagin&r;  also  hat  die  Kurve 
keinen  Punkt  auf  Seite  der  negativen  Ahscbsenachse, 
Ferner  ist 

d  V 

Für  X  =  0  hat  --r-^  nor  einen  Wert,  n&mlich  =  1.     Also   gehen 

beide  Kurvenäste  unter  einem  Winkel  von  45"  zur  Abscissenachse  vom 

d*y 
Anfangspunkt  aus.     Ffir  den  gleichen  Wert  von  x  wird  -rj  =  i  °0) 

also  ist  der  Krämmungshalbraesser  der  Rnrve  im  Anfangspunkt  =  0. 
Setzt  man  0  -|-  b  in  die  Ausdrücke  (2),  wobei  h  eine  sehr  kleine 
dy 
GrOsse  bezeichnet,   so  nimmt  -r--   zwei   verschiedene   Werte   ani   also 

gehen  die  Kurven&ste  znnfichst  am  Aufangspuakt  aus  einuider.  Der 
Eurvenast  AB  kehrt  seine  konvexe  Seite  der  Abscissenachae  zu,  weil 
fOr  jeden  Wert  von  x  die  GrOssen  y  and  d'y  gleiche  Zeichen  haben. 
Ffir  X  =  1  wird  y  in  der  Formel  für  den  untern  Knrvenast  A  D 
ZD  Null.  In  diesem  Punkte  G  geht  die  Kurve  dnrch  die  Abscissen- 
achse. Für  den  Teil  AC  haben  y  und  d^y  entgegengesetzte,  ffir  CD 
gleiche  Zeichen.  Also  kehrt  AC  der  Abscissenachse  die  konkave, 
C  D  die  konvexe  Seite  zu. 


IX.  Ebene  Kniren  in  Bezsg  anf  Polarkoordinaten. 

3Xt.  Weicksig  eUer  Kirre  !■  Paltrk*ardlB«l«n.  Die  Lage  eines 
Knrvenpunktes  B  (Fig.  113)  kann  bestimmt  werden  durch  dessen  Ab- 
staod  A  B  =  r  von  einem  festen  Punkt  A  und  dem  Winkel  B  A  x  =  9P, 
den  dieser  Abstand  mit  einer  festen  Geraden  A  x  bildet.  Hierbei  nennt 
man  r  den  Badinsvektor  oder  Leitstrabl  des  Eurvenpunktes,  A  den 
Pol,  Ax  die  Polarachse  nnd  9  den  Polarwinkel.  Die  Grössen  r  and  9 
bilden  die  Polarkoordinaten.     Die   eine   dieser  Grössen   ist  eine  Pnnk- 
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IJon  der  andern,  weshalb  im  allg«m«ineD  die  GleichoDg  der  Kurve 
■ein  wird 

r  =  f(y)     oder     F{r,y)  =  0. 
Fig.  113.  jg|  jjg   Gleichnng  einer  Karve   in   rechtwioke- 

ligea  EoordinateD  gegeben,  so  kaiiD  die  Polarglei- 
cbnng  dieser  Karve  abgeleitet  werdeo,  wenn  man 
den  ZasammeabaDg  der  rech twinkel igen  nnd  der 
PolarkoordioateD  kennt. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  für  rechtwinkelige 
Koordinaten  ist 
(1)  a«y»  +  b»j*  =  a'b*, 

worin  a,  b  die  halben  Achsen  bezeichnen  and  die  Abscissen  x  vom 
Uittelpankt  0  aas  gezfihlt  werden.  Nun  nehme  man  den  Brennpnnkt  A 
sam  Pol,  bezeichne  den  Leitstrahl  AB  mit  r,  den  Winkel  B  Ax  mit  9 
and  AO  mit  c,  so  ist 

0C  =  x  =  rco8y  —  c;       BC  =  y  =  r8iny. 

Setzt  man  diese  Werte  von  x  and  y  in  (l),  so  kommt 

a*r'8inV  +  b'{rcoBV  —  c)' =  a*b'. 

Wird  die  zweiteilige  GrOsse  entwickelt  nnd  sin^^  darcb  1  —  cos*9> 
ersetzt,  so  kommt 

a'r*  =  b» (a*  -  c*)  +  2  b*  c  r  cos  y  +  (a"  -  b>)  r'cos»?'. 

Da  aber  a*  —  c*  =  h*,  so  folgt 

a'r'  =  b*  +  2b'crcosy  +  c'r'co8'y. 

Die  rechte  Seite  ist  das  vollständige  Qaadrat  einer  zweiteiligen  Grösse ; 
deshalb  wird 

a  r  =  ±  (b'  -|-  c  r  cos  y) 
nnd  hieraus 

a  ^  c  cos  91 

Da  der  Nenner  rechts  immer  positiv  sein  wird,  weil  c  <  a  nnd  da  r 
immer  positiv  sein  soll,  so  folgt  ans  (2)  als  Gleichung  der  Ellipse 

b* 


(3) 


a  =F  c  cos  V ' 


Nimmt  man  in  (2)  die  GrOsse  b^  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so 
erh&lt  man  die  Polargleicbnng  der  Hyperbel.  FSr  die  beiden  getrennten 
Hyperbeln  sind  diese  Gleichangen 

kl  kl 

(1) 


a  —  ccosy  a  +  ccosy 

Auch  hier  sind  nur  positive  Werte  der  Leitstrahlen  zulässig. 


Pär  die  Ellipse    nod    diejeaige   Hyperbel,    welche    deo    Pol 
scbliesst,  hat  maa  als  gemeiDsame  Polargleichang 

(5)  ''^^. 

a  —  c  COS  9> 

Setzt  mao 


so  wird  die  Gleichang 

(6)  r  = ? . 

^  '  1  ~  e  cos  y 

Bei  der  Parabel  ist  bekaaiiüich  das  Verhältnis  —  =  1.     Also  stellt 
a 
(6)    eine   Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel   dar,  je  oachdem   e  kleiner, 
gleich  oder  grosser  als  die  Einheit  ist. 

Anf  gleiche  Weise  kann  die  Polargleichnng  der  geraden  Linie 
ans  der  Gleichung  y^ax-|-b,  die  der  Parabel  aas  der  Gleichang 
y^  =  2px,  etc.  abgeleitet  werden. 

323.  PlieheieleMeit  Ir  PcUrhccrdiittei.  Es  sei  A  (Fig.  114) 
der  Pol,  Ax  die  Polarachse,  AB  =  r  der  LeiUtrahl  nnd  Winkel 
B  A  X  =  9>.  Man  lasse  T'  in  ^-t-d^^^CAx  übergehen,  so  entsteht 
ein  Flächenelement  GAB,  das  wir  mit  dF  bezeichnen  wollen.  Da- 
durch wird  der  Leitstrahl  A  G  =  r  ±  d  r,  je  nachdem 

der  Leit^trahl  wuchst  oder  abnimmt.    Gesetzt  es  sei,  pjg_  xi4. 

fibereinstimmend  mit  der  Figur,  A  C  =  r  —  d  r.  Man 
beschreibe  tod  A  ans  mit  den  Radien  r  and  r  —  d  r 
die  Kreisbogen  BD  =  rdy  nnd  EC  =  {r  — dr)d9', 
so  sind  die  Flächen  der  Ereisansscbnitte 

A  B  D  =  i  r"  d  9!,      A  C  E  =  -J  (r  —  d  r)'  d  y. 
Diese  beiden   sind   nnendlich  kleine  Grossen  der 
ersten  Ordnung,    die  sich    um    ein    unendlich   Kleines 
der    zweiten   and   dritten    Ordnung    von  einander  unterscheiden.      Also 
kann  auch  die  zwischen  diesen  Grössen  liegende  Fläche  ABC  mit  A  B  D 
verwechselt  werden,  d.  h.  es  ist  das  Differential  der  Fläche 
d  F  =  i  r"  d  9>. 

324.  ItgeielcMeBt  ii  PalarktardiMtei.  Es  gelte  die  Bezeichnung 
des  vorhergehenden  Paragraphen.  Man  bezeichne  das  anendlich  kleine 
Bogeaelement  B  C  mit  d  b  ,  betrachte  dasselbe  als  eine  Gerade  nnd 
nehme  an,  es  sei  der  unendlich  kleine  Bogen  BD^rd?  senkrecht 
anf  seinem  Radios  AD,  so  ist  BDC  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  das 
znr  Bestimmung  von  ds  folgende  Relation  liefert 

ds'  =  dr^  +  r^dy». 

325.  Snktugeite  tmt  SikHarMsle  !■  PalarkcvrdinateR.  Man  er- 
richte die  Gerade  NAT  (Fig.  115)  senkrecht  zum  Leitstrahl  AB  und 
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xiehe  die  Tangente  BT  and  die  Normale  BN  far  deo  Knrvenpookt  B, 
80  wird  AT  die  Sobtangente  nad  AN  die  Snbnormale  der  Knrve  ge- 
oaDDt.  Somit  beieicboet  man  hier  mit  diesen  Aaadracken  gaai  andere 
Lioien  als  für  ein  rechtwinkeliges  Koordinatensystem  (§  45). 

Han  lasse  *f  in  V  -{-^f  nbergehen,  so  dass 
Fig.  115.  Winkel  CA  B  =  d  ¥  wird  ond  beschreibe  mit  dem 

Halbmesser  r  von  A  ans  den  unendlich  kleineo 
Bogen  B  D  =  r  d  9*1  so  kaon  angenommen  werden, 
es  sei  B  D  geredlioig  nod  senkrecht  zu  A  D.  Da- 
durch wird  Winkel  DBC  =  BTA  =  ABN;  also 
sind  die  Dreiecke  DBC.ABT  und  ABN  ähnlich 
and  man  hat 


DC:DB  =  AB:ÄT, 

i,:Tiif- 

r:Al 

DB:DC«.AB;AN, 

tA<f:Ar  = 

r:A 

Sabtg.AT-r'-^i 

Sobn.AN- 

dl 
df 

SM.  Kr&BMugihalbHCHer  der  Karrei  !■  FvUrkMrdlialCB.  Bs 
sei  (Pig.  116)  As  die  Polarachse,  A  der  Pol,  AB  =  r  nnd  Winkel 
BAx  =  9'-  Man  lasse  tp  in  9'  +  d9>  =  CAx  übergehen,  so  dass 
Winkel  BAC^d?)  wird.  Man  errichte  in  den  Pankten  B  nnd  C 
die  Tangenten  B  D  nnd  C  B  und  die  Normalen  B  M  nnd  G  M,  so  wird 
B  H  =  C  M  =  p  der  Kröminaiigsbalbmesser  der  Kurve  f9r  daa  Bogeo- 
element  BC  sein. 

Es   sei    Winkel    B  D  x  =  « ,    so   ist    a    eine 
Fig.  116.  Pnnktion  von  9>.     Wenn   */•  in  9*  +  d9>  übergeht, 

so  wird  a  zn  a  +  d  a,  d.h.  es  ist  Winkel  C  E  x  == 
a  +  d a,  also  anch  Winkel  DGE  =  dB=^BMC. 
Da  das  Bogenelement  B  C  =  p  d  a,  aber  anch  =  d  s 
ist,  so  hat  man  ^  d  a  =  d  s,  woraus  folgt 

(I)  =  -^  =   V^^r'  +  r'dy' 

^        dw  Aa  ' 

Hierin  ist  noch  a   dnrch  r  nnd  <p  [anszodrücken. 

Es  ist   Winkel   A  B  D  =  a  —  9*.     Man   ziehe    die 

Tangente  BT  and  die  Sahtangente  AT  (senkrecht 

~      zum  Leitstrahl  A  B),  so  folgt 

Hithin  ™       .     .       ^9' 

a  —  9»  =  Are  tg  r -v-- . 

Man   differentiiere  diese  Gleichung   und   nehme  fp  als  die   nnahh&ngig 
Variable  an,  so  wird  i<f  konstant  sein.     Man  erhält  daher  nach  §  24 


i'T) 


d«  — dy  = T^rj  =  dy 


rd"r 


'+■     dr 


a  d9''  '  drs  +  r''d9'* 


und  indem  man  d  9  aaf  die  andere  Seite  bringt 
_r'dy'  +  8dr'  — rd'r  j  , 


i,'+,'är      '• 

Fährt  man  diesen  Wert  v 
Formel 

»D  d«  in  (1)  ein,   so   Icommt  die  gesuciite 

[r'd!n=  +  dr 

.,i      ["<n)i 

'-d!r[r«d»"  +  2dr' 

"""  '--i^^'^- 

S23.  Aawndikg  aaf  dei  Hreli.  Da  der  Radios  r  koostant  ist, 
so  wird  dr  =  0;  daher  wird  das  FlücheDelemeDt  =^r''dif,  also  der 
Kreiaansschoitt  and  die  Kreisfläche 


T''jy-'=T'"'-  }''£"'"■ 


Das  BogeoelemeDt  istda^rd^;    folglich    der   Kreisbogen    and    der 
Kreisnmfang 

rd1P  =  rV,  r         dy  =  2r7r. 

Jö  Jo 
Ebenso 

Sabtg.  =  00,       Sabn.  —  0,  Krümmongsh.  ^  =  r. 

328.  Aitrcndaig  uf  die  archlHedliehe  Spirale.  Bei  dieser  Kurve 
ist  der  Radiusvektor  dem  Poiarwinket  proportional.  Die  Gleichung  der 
Kurve  wird  daher  sein 

(1)  r  =  a9'. 

worin  a  denjenigen  kooslaaten  Radiosvektor   hezeichoet,    welcher    dem 
Bogeu  9  —  ^  entspricht. 

Es  sei  Ax  (Fig.  117)  die  Polarachse,  A  der  Pol.     Hsd  beschreibe 
mit  dem  Radius  AB^a   einen  Kreis,    mache    anf  demselben   den  Bo- 
gen BC=1,   setze  den  Winkel  EAB  =  V,    so 
wird  der  Kreisbogen  E  C  B  =  a  y.     Dieser  Bogen  "'■  "^■ 

mnss  Dnn  nach  (1)  gleich  A  D  ==  r  sein.  Es 
seien  AT  nnd  AN  die  Snbtangente  und  Snbnor- 
male  der  Knrve.  Durch  Differentiatiou  von  (l) 
folgt  dr  =  ady;  folglich  erhält  man 

Suhtangente  A  T  =  -^  =>  a  9>*, 

Snbnormale  A  N  =  a. 
Hitbin  liegt  der  Paukt  N  der  Normalen  für  jede  Lage  des  Punktes  D 
im  Kreise  BGB.     PSr   y=l    wird    auch  die   Subtaugente    =a  und 


—     340     — 

es   machen   alsdano   SabUDgente   und   Sabaormale    eineD  Darcbmesser 
des  Kreises  aos,  der  senkrecht  za  ÄC  steht. 
Das  Element  der  Flftche  ist 

dF  =  ir»d9'  =  ^a'y'd9'. 
Folglich  die  Fläche  iwiscben  den  GreDieo  V  =  0  and  y  =  V 

2      3  6      ^        6     a 

Das  BogeoelemeDt  der  Spirale  ist 


(l8  =  Va»d9*  +  a*y'dy*  =  ady  V  1  +  ¥*■ 
Hithin    der    Bogen    zvischen    den    Grenzen    ^  =  0   ond  f  =  f,    nach 
§  82,  Formel  (9) 

8  =  ^['pYTTV^^  iog(»  +  V 1  +  y")]. 

Um  den  RrSmmnngshalbmesser  p  der  Spirale  za  finden,  beachte 
man,  dass  in  der  Formel  dr  =  ad9>  die  GrOsse  Af  konstant,  also 
d>r  =  0  ist.     Mithin  wird 

1.  A 

(a'y'  +  a»)'  (1  +  f*y 

P        a''y'  +  2a=  2  +  V*     ' 

Der  kleinste  Wert  von  p  entsteht  für  y  =  0;  er  ist  e  =  ^a.  Hit 
wachsendem  Werte  von  f  wird  q  grösser.  FQr  91=00  wird  anch 
p  =  «. 

Bei  der  gewöhnlichen  archimedischen  Spirale  wird  a^^  -^r — ; 
also  ist  die  Gleicliang  derselben 


33t.  Aiwea4»g  aif  i\t  hjperballiche  Spirale.    Wenn  man  in  der 
Gleichung  xy  =  a  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  s,y  mit  den  Polar- 
koordioateo  f  and  r  vertanscht,  so  erh&lt  man  die  Gleichung 
(1)  r¥  =  a. 


der  hyperbolischen  Spirale. 


Es  sei  As  (Fig.  118)  die  Polarachse, 
A  der  Pol.  Man  konstruiere  mit  dem 
Halbmesser  A  B  =  A  C  —  1  einen  Kreis, 
trage  darauf  einen  Bogen  ^i  ^  B  C  =  1  ab, 
so  mass  der  darch  C  gehende  Radins- 
vektAT  A  D  =  a  sein.  Man  halbiere  den 
Bogen  BC  in  E  nnd  ziehe  den  Radins- 
vektorAEF,  so  mnss  AF  =  2a  =  2AD 
sein,  etc.  Der  Ast  aber  F  hinaas  n&bert 
sich  mehr  and  mehr  einer  Geraden,  welche 
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za  Ax  parallel  liegt  und  bis  ins  UoeDdliche  geht.  Id  der  Richtang 
von  F  nach  D  nähert  sich  die  Korve  in  anendlich  vielen  Windungen 
dem  Pol  und  erreicht  ihn  fär  ff  =  cc. 

Die  Differentiation  von  (1)  gibt  rdy  +  ydr  =  0;  folglich  ist 

d  r  _         r    __        r^ 

Mithin  wird  das  Element  der  Fläche 

dF  =  ^r2dy=  -^adr 

and  somit  die  Dreiecksfläche  A  D  F  zwischen  den  Leitstrahlen  A  F  =  2  a 
and  A  D  =  a  gleich 

(3)  -ia(a-2a)  =  |a2 

und  die  Fläche,  welche  zwischen  dem  Leitstrahl  A  D  =  a  and  den 
anendlich  vielen  Windungen  der  Spirale  liegt,  die  von  D  aus  bis  zum 
Pol  A  reichen  oder  mit  andern  Worten:  die  Fläche  für  die  Grenzen 
9>  =  1  bis  y  =  QO 

-ia(0-a)  =  ia2. 

Die  vorige  Fläche  (3)  und  diese  sind  somit  gleich  gross  und  zu- 
sammen gleich  dem  Quadrat  der  Linie  AD. 

Ferner  hat  man 

d  ^ 

Subtangente  A  T  =  r^  -^ —  =  —  a. 

d  r 

Mithin  ist  die  Subtangente  konstant.  Für  den  Kurvenast,  der  sich  im 
Dnendlichen  parallel  zu  Ax  fortzieht,  wird  die  Subtangente  AG  senk- 
recht zu  Ax.  Folglich  wird  die  Tangente  GH,  welche  die  Kurve  im 
unendlichen  berührt,  parallel  zu  Ax,  somit  eine  Asymptote  sein. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  zu  erhalten,  hat  man  das  erste 
Differential  r  d  y  +  9  d  r  von  (1)  nochmals  zu  differentiieren.  Man  er- 
hält, wenn  d  9  ^Is  konstant  angenommen  wird 

2drdy +  yd2r  =  0. 

Mithin  ergibt  sich  nach  §  326 

a^  a^ 


Zweiter  Teil  der  Integralrechnung. 


9 

I.  Differentialformeln  mit  einer  Yariabeln. 

SS#.  Bati«Mle,  gebr^eheae  algebraisehe  Differentiii-f^rMeln.  Die- 
selben können  immer  vermittelst  der  Zerlegung  in  Partialbrnche  (§  293) 
aaf  eine  der  einfachen  Formen  gebracht  werden 

Adx        Adx  Ax  +  B  Ax+B 

.      a  +  x'   (a  +  x)»'  (a  +  x)^+b2^^'     [(a  +  x)«  +  b^]«^       ' 

Das  Integral  von  der  ersten  dieser  Formen  ist  bereits  in  §  76 
angegeben. 

Um  die  übrigen  Formeln  zu  integrieren ,  setze  man  a  -f  x  =  y, 
also  auch  d  x  =  d  y,  so  erhält  man  fär  die  zweite  Formel 

Adx  Ady 


/ 


(a  +  x)"  y"  3         3 

Folglich  indem  man  integriert 

Adx     ^Ay-°+^ 
(a  +  x)"       -  n  + 1  "•" 

nnd  wieder  x  statt  y  einfährt: 

(\\  r    Adx  A 1 

^'  J(a-l-x)»  n-rCa  +  x)»-!"""^- 

Für  die  dritte  der  obigen  Differential  formein  erhält  man 

.  Ax  +  B  Aydy        B-aA  ^ 

^'  (a  +  x)2  +  b«  y2  +  b«  "^  yi'  +  b»     y* 

Nun  ist  aber  nach  §  76 
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and  nach  §  78,  Formel  (6) 

(4)  J-^2+-b^dy  =  — ^^-Arctang-^  +  C 


B  — Aa                 x+a,^ 
Are  taog  — \-  C. 


b        °       b 

Setzt  man  diese  Werte  aas  (3)  uod  (4)  in  (2),  so  folgt 


(5)        /■ 


(a  +  x)^  +  b2"  2 

B  — Aa                  x  +  a    ,   ^ 
H r Are  taDg  — 1-  C. 

Endlieh  erhält  man  fär  die  vierte  der  obigen  Formeln 

(Ax  +  B)dx  Aydy  B-Aa 

^^      [(a  +  x)2  +  b2]"   ""  (y^  +  b^)»  "^  (y^  +  b^)»  ^^' 

um   den   ersten   Teil  reebts   za  integrieren ,    setze   man  y^  +  b^  =  z^, 
also  auch  y  d  y  =  z  d  z,  so  wird 


(7)    / 


_Aydj_       A£dz^  , 

Aydy      ^  Az-^°+^  ^       A 1 

(y2  +  b2)n         _  2  n  +  2  ~  2  (1  -  n)'  (y«  +  b«)"-»  ^ 


Nqd  bleibt  noch  nach  Formel  (6)  die  Differentialformel 

dy 


(8) 


(y*  +  b*) 


2^n 


ZU  integrieren.     Man   multipliziere   und    dividiere  (8)   mit  y^  +  b^    so 
kommt 

dy  c      y^^y       iT      ^^^y 


^^^    J   (y^  +  b^)-       J   (y2  +  b2)°+i  "*"J 


(y2_J.52)n  J     (y2_|_b2)n  +  l     ^J     (y^  +  b^)»^!^ 

Integriert  man  nun  den  ersten  Teil  rechts  nach  der  Formel  (1)  des  §  82 

(10)  judv  =  uv—  Ivdu, 

indem  man  annimmt 

_  ,     _  ydy 

u  — y,         av—    ^y 2  _|_  J>2)ii  + 1  » 

so  erhält  man  zunächst  aus  der  letzten  Formel  vermittelst  (7) 

^ 1 

^  ""        2  n  (y2  +  b^)"  • 

Folglich  unter  Anwendung  von  (10) 

r       y^dy       ^        -y         ,  J_  C__^JL__ 

J    (y2  +  b2)»+i         2n(y2  +  b2)°  "^  2nJ    (y^+b^  ' 
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/y'  d  y 
gleichartigen  Glieder  zosammeD,  so  erhält  man 


b'dy        _ 


(y»  +  bV^*       2n(y»+b*)' 


2d  — 1    p        dy 

■•"20^    (y»  +  b»)-  • 

YennSge   dieser   Formel  ist   das   Integral    j    ,  ^      h*\>>+i     '"^ 


dy 


I       a  o-^hg^p     Äuröckgefährt.     Durch   wiederholte  AnwendaDg    dieser 

Formel   gelangt    man    znletzt    zom    Integral  j     ^^  ^  ,    dessen   Wert 

bekannt  ist.  Folglich  kann  auch  vermittelst  (7)  und  (11)  das  Diffe- 
rential (6)  integriert  werden.  Das  in  Formel  (11)  dargestellte  Ver- 
fahren nennt  man  die  Methode  der  Reknrsion. 

SSI.  Irratienale,  algebraische  PiferentlalfemelB.  Bnthält  die 
Differentialformel  algebraische  Polynome,  in  welchen  die  Variable  mit 
gebrochenen  Exponenten  vorkommt,  so  kann  die  Formel  darch  pas- 
sende Sabstitutionen  rational  gemacht  werden.  Es  sei  z.  B.  za  inte- 
grieren 

,           a  +  Kx  , 
d  y  = 5 —  d  X. 

b-^ 

Man  setze  x  =  z*,  also  yx  =  z',    V*  =  z*,  d  x  =  6  z'^dz,  so  ist 

a  +  z» 


dy  = 


Z' 


•6z*dz. 


Diese  Formel   ist  rational    and  kann   nach  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen integriert  werden. 

Die  binomische  Differentialformel 


(1) 


x'"-Ma  +  bx»)*idx 


kann  in  gewissen  Fällen  durch  eine  der  beiden  Sabstitutionen 

a  +  b  x"  =  z^     oder    a  +  b  x**  =  z*i  x" 

rational  gemacht  werden. 

Für  die  erste  Substitution  erhält  man 

nbx°"~Mx  =  qz^"~*dz; 


dx 
Somit 


-i^Q^f'"-''-  '-K^)"^- 


m  —  n 


X 


m  —  l 


(a  +  bx°)'«dx  =  -^('?-g-^')  "   zi+P- »dz. 
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Diese  Formel  wird  rational,   weno eine  ganze  Zahl  ist. 

n 

Wendet  man  die  zweite  Sabstitation  an,  so  wird  man  finden,  dass 

die  Formel  (1)  rational  wird,  wenn  —  H eine  ganze  Zahl  ist. 

Q  n 


332«  Differeatialf^nelB  hU  der  «rosse  Ka  +  Bx  +  Ox^     Diese 
Grösse  kann  anch  geschrieben  werden 


>^1/f+I 


x  +  x^ 


weshalb   man,   der  Allgemeinheit  unbeschadet,  die  Qaadratwnrzel  aus 

obigem   quadratischen  Ausdruck  in    der   Form   ^a  +  bx  +  x^   voraus- 
setzen kann. 

Es  ist  bereits  im  §  78  eine  Differentialformel,  welche  diese  Wurzel- 
grosse  enthält,  integriert  worden.  Auf  demselben  Wege,  anf  welchem  diese 

entstanden  ist,    erhält  man   auch  das  Integral  von  dxVa  +  bx  —  x*. 

Setzt  man  in  Formel  (8)  von  §  82 

b  +  y  =  X,       d  y  =  d  X,       b^  +  2  b  y  +  y2  =  x2, 
so  kommt 

rdyVa2-b3-2by-y2  =  ^-i^Va2-b2-2by-y* 

,    a\       .    b  +  y 

+  -^  Are  sm -, 

2  a 

Setzt  man  hierin  a*  —  b*  =  A,  —  2  b  =  B,  so  wird 

(1)    JdyyA  +  By-y^=  ^^^^VA  +  By-y^ 

,   4A  +  B\       .  2y-B        ,   ^ 

-\ Are  sm    ,-  = — h  C. 

8  K4A  +  B2 

Um  die  Integrale  der  Formeln 

dx 


y"a  +  bx+x2 


,     dxl/"a  +  bx  +  x2 


za  erhalten,   setze  man   in  Formel  (3)  des  §  80  und  Formel  (9)  des 
§  82,  wie  oben,  die  Grössen  b  +  y  =  x,  dy  =  dx,  so  erhält  man 


Ji 


dy 


=  log  (b  +  y  +  Ka«  +  b»  +  2  by  +  y")  +  C. 


V  a»  +  b«  +  2by  +  y» 
JdyFa*  +  b*  +  2by  +  y«  =  ^-Y^Va*  +  b»4-2by  +  y2  +  C 


a« 


+  ^  log(b  +  y  +  Va«  +  b«  +  2by  +  a2). 
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Setzt  man  hieriD  a^  +  b*  »  A,  2  b  =  B,  so  wird 

(3)JdyKA  +  By+y-  ^\^^  yA  +  By  +  y"  +  C 

+  ^^7^'log(|-  +  y  +  VA  +  By  +  y«). 

Es  sei  das  Integral  der  Formel    ..  zu    finden,    in 

Ka  +  bx  +  ex* 
welcher  c  positiv  oder  negativ   sein  kann.     Durch  Differentiation  folgt 

d  (x»Va+bx  +  cx«)  =  mx^-^dx  Ka  +  bx  +  cx« 

x»(b  +  2cx)dx 


+ 


2Va+bx  +  cx2' 


Man  bringe  die  Glieder   rechts  unter  den  gleichen  Nenner  und  ordne, 
so  kommt 

d(x-Ka  +  by  +  cx')=   ,/«^°'-^<'^      +  (2m  +  l)bx-dx 

Ka  +  bx  +  cx«        bKa  +  bx  +  cx« 

,    (m  +  l)cx°'+Mx 

K  a  +  bx  +  ex* 

Dividiert  man   mit  (m4-l)c,   versetzt  die  Glieder  und  integriert,   so 
erhält  man 


(4) 


J- 


x°-<-^dx  ^  x-^VT+bx  +  cx* 

Ka  +  bx  +  cx*  (m  +  1)  c 

(2m  +  l)b  f  x'^dx 


/- 


2(m+l)cJ  |/"a  +  bx  -fcx* 
ma       r        x"~^dx 


■J- 


+  C. 


(m  +  l)cj  Ka  +  bx  +  cx* 
Für  m  =  0  geht  diese  Formel  aber  in 

xdx y^a  +  bx  +  cx*         b    C  dx 

Ka  +  bx  +  cx*  ~  c  2c J  K^T+bx  +  ex*' 

Das  letzte  Glied  kann  nach  dem  Vorhergehenden  integriert  werden 
und  zwar  nach  (2),  wenn  c  positiv  oder  nach  (7)  des  §  78,  wenn  c 
negativ  ist.  Auf  eben  diese  Formeln  wird  man  gefuhrt,  wenn  man  m 
=  1, 2, 3, . .  in  (4)  einfährt.   Formel  (4)  ist  daher  eine  Rekursionsformel. 

Für  a=l,  b  =  0,  c=  —  1  erhält  man  aus  (4) 


(5) 


r  x°+'dx ^_  y    _   3         m      r  x—'i 


I« 
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um  den  Ansdnick  x°~^dx  V^a  +  bx  +  cx^  za  integriereD,  malti- 

pliziere  und   dividiere  man  mit   V  a  +  b  x  +  c  x^ ,   so  erbftlt  man   als 
Differential 

x°'^dx(a  +  bx  +  cx^) 

Va  +  bx  +  cx^       ' 

welches  nach  (4)  integriert  werden  kann. 

dx 

SS3.  Traisceideite  iifereitiale.     Um  die  Differentiale  — : und 

sinx 

zo  integrieren,  schreibe  man 


cosx 

dx  psinxdx  p  d(cosx) 


/dx     __  psinxdx  __       p  d(c 
sin  X       J     sin^x  J    1  — 

dx         Pcosxdx        r*   d(sinx) 


cos^x 


/dx    __  Pcosxdx  __  p   < 
cosx         J      C08*X  J    1 


sin^x 


Man  setze  cos  x  =  y  and  sin  x  =  z,  so  erhält  man 

/d X     __  __  p     dy  p  dx    __  p     dz 

sin  X  ""      J    1  —  y*  '      J  cos  x       J    1  —  z^  * 

Non  erhält  man   aber   dnrch    die  Methode  der  Zerlegung  in  Partial- 
brüche 

1  11,11 


1— y2         2    1+y       2    1— y 
Folglich  wird 

r_dx_ 1    p  dy  1    f  dy  ^  w^  +  y  i   p 

Jsinx""        2jl+y       2jl-y""        2  '""^  1  -  y  "^  ^• 

^  ^  J  sin  X  2     ^  1  —  cos  X 

Ganz  ebenso  ergibt  sich 

/«x  /*  d  X  1  ,       1  +  sin  X    ,   ^ 

(2)  =  — log    ■ hC. 

^  '  J  cos  X        2         1  —  sm  X 

Setzt  man  —  n  statt  -f  Q  io   <lie  Formeln  (8)  und  (9)  des  §  80 
nnd  versetzt  die  Glieder,  so  erhält  man  wie  dort 

rq\  f     dx       _        1    cosx       n~l  p     dx 

^"^^         J  sin»+ix  n    sin'^x  "^      n     J  sin»-^x  "^  ^' 

(4)  p     dx       ^1    sinx    ■   n  - 1  T     <^^        ■   ^ 

^  J  cos°+*x       n  cos"x  n     J  cos""^x 

Für  n  =  0  sind  diese  Formeln  unbrauchbar.  In  diesem  Falle  sind  die 
Formeln  (1)  und  (2)  anzuwenden.  Allein  (1)  und  (2)  kommen  auch 
zur  Anwendung,  wenn  man  n  =  2, 4, 6, . .  in  (3)  und  (4)  einführt 


1 
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Man  erh&lt  für  d  ^  1  ond  2: 

(6)     r44-=-^?^+c;    r-^=j!5f+c. 

J  sin'x  810  X  J  cos-'x        cos'x 

/c\  r  **^  1    coax         1  1  +  C08X    ,  ^ 

^^^     J^i^=-y  riS^^-T'*«  1-C08X  +^- 

(7)         f-i£^==  12!£JL+ 4- ,«g|±ili5JL  +  c. 

J  cosTt        2   co8*x        4     °  1  —  sin  X 

Es  sei  der  Ansdrnck  sin"  x  cos^  x  d  x,  in  welchem  m  nnd  q  ganze 
Zahlen  bezeichnen,  zo  integrieren.  Man  betrachte  znn&chst  q  als  eine 
gerade  Zahl,  setze  also  q  =  2  n,  so  kann  man  schreiben 

(8)  sin^x  cos^"  x  d  x  =  sin"x  (1  —  sin^x)»  d  x. 

Entwickelt  man  (1  —  sin^x)*^  nach  dem  binomischen  Satze,  so  ent- 
hält der  vorstehende  Ausdruck  eine  endliche  Anzahl  Glieder  von  der 
Form  sini^xdx,  welche  vermittelst  Formel  (8)  des  §  80  integriert 
werden  können. 

Ist  q  eine  ungerade  Zahl ,  so  setze  man  q  =  2  n  -f  1 ,  wodurch 
man  erhält 

(9)  sin"x  cos*" + *  x  d  x  =  sin^x  (1  —  sin^x)"  cos  x  d  x. 

Wird  hier  nach  dem  binomischen  Satze  entwickelt,  so  erhält  man 
Glieder  von  der  Form  sin^xcosxdx,  welche  nach  Formel  (6)  des 
§  80  integriert  werden  können. 

Auf  demselben  Wege  können  die  Ausdrücke 

co8**x  ,  sin^'x   , 

<ix,     — i^dx 


sin"x  co8"x 


integriert  werden.     Wenn  q  eine  gerade  Zahl   ist,   so  erhält  man  die 
Formen 

(1  —  sin^x)"  d  X  (1  —  cos^x)» 


sin"x  '  cos"x       ' 


welche   nach  (3)  und  (4)  dieses   Paragraphen   oder  nach  (8)  und  (9) 
des  §  80  zu  integrieren  sind. 

Wenn  q  =  2  n  -f-  1  eine  ungerade  2iahl  ist,  so  wird 

cos-'x  ,  (1  —  sin^x)"  d  sin  x 

dz  = 


sin™x  sin"x 


Setzt  man  hierin  sin  x  =  z,  so  kommt 
(10)  ^dx=(^-'')"^' 


sin"x  z" 


Diese   rechte  Seite    ist   eine  rationale  algebraische  Funktion,    welche 
integriert  werden  kann. 

Wendet  man  auf  den  Ausdruck 

x^Arcsinxdx 
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die  Formel   |  adx  =  ov—  I  vdu  des  teilweisen  Integrierens  an,  indem 

man  setzt 

d  V  =  x"  d  X,     u  =  Are  sin  x, 
so  erhält  man  zunächst 

x»+*         ,  dx 

V  = r-^,        du  = 


n+1'  Kr=^ 

Fährt  man  die  Werte  von  n,  v  nnd  du  ein,  so  folgt 


x"  Are  sin  xd  X  =  — r— -  Are  sin  x r-r  |  ■., 

n+1  °  + V  yiT^x 

Allein  das  zweite  Glied  rechts  kann  nach  Formel  (5)  des  §  332 
integriert  werden. 

Es  sei  das  Integral  1  e~~^^dx,  das  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung vorkommt,  abzuleiten.  Man  entwickle  e~^'  nach  Formel  (4) 
des  §  62  in  eine  Reihe,  so  kommt 

^  ^        1+1-2         12. 3  +•• 

Folglich  wird,  indem  man  mit  dx  multipliziert  und  integriert 

(11)  ;;e-dx=x-^+l4-^4+.. 

Die  erste  dieser  beiden  Reihen  ist  für  jeden  endlichen  Wert  von 
x  konvergent,  also  ist  es  auch  die  zweite  Reihe. 

334.  Reihe  vtii  Johann  Berntulli.     Durch  Anwendung  der  Formel 

ludv  =  uv  —  I  vdu 
des  teilweisen  Integrierens  erhält  man 

r  f(x)  .dx  =  f(x)x-  rf(x).xdx, 

Jf(x).xdx  =  f(x).^-Jf"(x) 

/%  Y*  Y"  /*  Y^ 

/f"(x).-dx  =  f"(x).Ji3-Jf"(x).^d., 


X2 

2 

dx, 

^.. 

X» 

and  durch  Addition  dieser  Gleichaogen 


Jf  (x)  d  X  =  f  (x) .  X  -  f  (x) .  ^  +  f"(x) 


X' 


2-3 


X* 


-^"«•T:3Tr  +  "  +  ^- 
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Dies  ist  die  von  Johann  Bernoalli  zoerst  angegebene  Reihe. 
Sie  ist,  wie  jede  Reihe  überhaupt,  nnr  zulässig  anter  der  Bedingang 
ihrer  Konvergenz. 

Um  das  Integral  jlogzdx  nach  dieser  Formel  abzuleiten,  hat  man 

f(x)     =logx;  f(x)    =x-^;  r(x)=~x-^ 

r'  (x)  =  2  x-8;        f^v  (x)  =  -  6x-*;         fV  (x)  =  24  x'S  etc. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  vorstehende  Reihe,  so  ergibt  sich 
/logxdx  =  x(logx-^|2--2T3""3V4~     •)  +  ^- 


II.    üeber  bestimmte  Integrale. 

S85.   AbleltHg  ven  Integralftmelii    durch  Variatiti    eiier  &•■- 
staitei.     Die  gegebene  Gleichung  sei 


(1)  u=J%(x,«)dx, 


in  welcher  a  eine  Konstante  bezeichnet,  welche  in  irgend  einer  Weise 
mit  der  Variabeln  x  zusammenhängt.  Setzen  wir  voraus,  es  sei  a  von 
den  Grenzen  a  und  b  unabhängig.  Denkt  man  sich  a  veränderlich 
und  bezeichnet  man  den  Wert  von  u,  welcher  entsteht,  wenn  a  in 
a  +  A«  übergeht,  mit  u  +  An,  so  ist 

u  +  Au  =  j    f(x,  a+Aa)dx. 
Folglich  durch  Subtraktion 

Au=  f  [f(x,a+ Aa)-f(x,a)]dx. 

Oder  indem  man  mit  Aa  dividiert 

(^.  Au  ^  p»>  f(x,«+ A«)-f(x,«) 

^  ^  Aa      Ja  A« 

Allein  es  ist  nach  §  6 


dx. 


j.^ f(x,a+ Atf)--f(x,a)  _  df(x,of) 

Aa  da      * 

Geht  man  daher  in  (2)  von  der  Differenz  zum  Differential  aber,  so  ist 

du         P^df(x,a) 


a   "^Ja 


da 


dx. 


Dm  daher   die  Gleichung  (I)  in   Hinsicht  einer  Konstanten  a  za 
differentiiereu,  kann  die  Differentiation  der  Grösse  hinter  dem  Integral- 
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zeichen,  ohne  Rücksicht  auf  dieses  Zeichen,  ausgefährt  werden.  Die 
Konstante  wird  häufig  Parameter  und  das  Verfahren  die  Differentiation 
nach  einem  Parameter  oder  anch  die  Differentiation  von  Kurve  zu 
Kurve  genannt. 

Dieser  von  Leibnitz  ausgesprochene  Satz  kann  dazu  benutzt 
werden,  um  aus  bereits  bekannten  Integralformeln  andere  abzuleiten, 
wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

I.    Es  ist 
re-«^dx=--^re-«^d(-ax)=-  1  e-«^  +  C, 


/ 


0  a 


Differentiiert  man  in  Hinsicht  a,  so  kommt  nach  1,  2, ..  n  maliger 
Wiederholung 

r'^xe-"^dx  =  -^;        r'^x2e-«^dx  =  ^;.. 


X 


00        _ttx  j           2-3...n 
x"  e     *^^  d  X  = 


0  «"  +  * 


II.   Es  ist 


f  x»dx  =  -4-T. 
Differentiiert  man  1,  2,  ..mmal  in  Hinsicht  n,  so  kommt 

J\"l0gxdx=--^^-^;     j\o,,g2,dx  =  ^--^;.. 

1-2. 3. .m 


f  x"log" 
t/o 


xdx  = 


(n  +  ir+^* 


336.    YereinfAchuiig  gewisser  ReduktUisftrmeli   dareh  Anwendaug 
▼•■  IntegratUusgrenieii.     Nach  Formel  (5)  des  §  332  ist  z.  B. 

Jyirr^         m  +  1^'     ^  "^m  +  iJv^iTT^- 

Hieraas  folgt 

'    .  px^+^djt__m_   px"^--^dx 

Nnn  beachte  man,  dass  man  nach  §  78  und  80  hat 

P        dx        _  TT  p       X  d  X      __ 

Mit  Hilfe  dieser  Integrale  ergeben  sich  nun  ans  (1)  folgende  neue, 
wenn  m  =  1, 2, 3 . .  gesetzt  wird 
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1 


JoyT=^   2  2'      Jorn=i^    3' 

r^     x*dx  1-3    TT  r^     x^dx     _   2-4 

JoVT^=^"'   24    2'        Jol/T^Tl^^   3.5  ' 


p     x'dx     ^1>3   57r  r_il 


dx  2-4-6 


—  X 


2       3-5-7' 


and  daher  allgemein 

(2)  r    ^^°^^    =    l'3'5..(2n— 1)  71 

^^  J^]/in^  2.4.6..2n  2' 

..  px^°-^Mx^        2-4-6. .2n 

^  ^  Jo>^r^^""    3-5.7..(2n  +  l)- 

Diese  Formeln  kOnnen  noch  wie  folgt  amgewandelt  werden.  Man 
setze  x  =  8iny,  fähre  also  den  Bogen  ^  statt  x  ein,  so  entspricht 
der  untern  Integrationsgrenze  der  Wert  sin  9>  =  0 ,  also  auch  Bogen 
7=0;  dagegen  der  obern  Grenze  der  Wert  sin  9^  ==  1,  also  der  Bogen 

TT  71 

y  =  — .     Das  neue  Integral  ist  also  von  9  =  0  bis  y  =  —  zu  nehmen. 
Aus  X  =  sin  9)  folgt  aber 

j  ,^ji,^  ^^  cos  y  d  y  .  ^ 

dx  =  cosydy,        =-—Z=^  =  d9. 

K  1  — x'*       y  1  — sm^y 
Somit  gehen  (2)   und  (3)  über  in 

TT 

/.N  r^  .  2„-.  j  l-3-5..(2n  —  1)    TT 

(4)  8m^"ydy      = 9    .    fi     o„        V> 

J  0  2*4-o..2n  2 


0 

71 


/, 


^  .  «n^i     j  2-4-6. .2n 

0  ^^        3-5-7. .(2n  +  l)  ' 


Man  erhält  daher  für  n  =  1, 2, 3, . . 


n  n 

"2"  1  ^  /»y 


£   8in^yd9>  =  ||-,        J^   8inVdy  =  |, 


TT 


p2    .   ,     ^  1-3   TT      P^    .   e     ,  2-4 

Eine  andere  Umwandlung  ergibt  sich,  indem  man  y  =  a  (1  —  cos  <p) 
in  (4)  setzt.     Man  erhält 

dy  =  asinydy,     cosy=l  — -^,     sin V  =  — ^^^^    ; 

sin^ " y  d  9?  =  "4^ (2  a  y  —  y^f  " *  K2ay  — y^  d  y. 

ä 
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Die  Grenzen  der  Integration  von  (4)  ändern   sich   wie  folgt.     Für 

TT 

die   untere  Grenze  y  =  0  wird  y  =  a (1  —  1)  =  0;   für   die  obere  — 
dagegen  y  =  a  f  1  —  cos  —  j  =  a.     Daher  erhält  man  aus  (4) 


r*  /o  9x«    1 1/-.-;^ 5  j  l-3-5..(2n  —  1)   n 


a«". 


Za  einem  weitern  Beispiel  dieser  Art  kann  Formel  (6)  des  §  82 
benutzt  werden.    Man  erh&lt  allgemein 


jo  l  +  °JoKl- 


-^dx 

2 


X' 

und  speziell  für  n  =  1, 2,  3, . .  der  vorstehenden  Resultate 


337.  Bestiaate  Iitegrale  fir  beMidere  flnniei.    Wenn  allgemein 

'f(x)dx  =  P(x)  +  C, 
so  erh&lt  man  nach  §  84  als  bestimmtes  Integral 

'  f(x)dx  =  F(b)-P(a). 


/' 


/ 


Bei  Anwendung  dieser  Formel  hat  man  sich  jedoch  immer  zu 
überzeugen,  ob  die  Natur  der  Funktion  die  Grenzen  a  und  b  zul&sst. 
In  welchem  Sinne  dies  gemeint  ist,  mögen  folgende  Beispiele  zeigen. 

I.  Bei  der  Quadratur  der  gleichseitigen  Hyperbel,  §  105,  wurde 
als  Fläche  zwischen  der  Kurve  und  der  Abscissenachse  gefunden 

Dehnt  man  hierin  die  obere  Grenze  ins  Unendliche  aus,  so  wird 
der  Wert  des  Integrals  unendlich  gross,  also  unbestimmt,  während  es 
zam  Wesen  des  bestimmten  Integrals  gehört,  immer  einen  bestimmten 
endlichen  Wert  zu  besitzen.  Lässt  man  a  der  Null  sich  nähern,  so 
nähert  sich  der  Wert  des  Integrals  wieder  der  Grösse  oo.  Dabei 
wurde  a  positiy  vorausgesetzt.  Nimmt  man  aber  a  negativ  an,  so 
wird  das  Integral  imaginär.  In  der  That  zeigt  auch  die  Figur  zu 
§  105,  dass  die  Kurve  keine  Punkte,  also  auch  keine  Fiächenelemente 
auf  der  negativen  Seite  der  Abscissenachse  hat.     Es  können  also  auf 

Autenheimer,  Elementarbuch,  23 
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dieser  Seite  aach  keine  FlSchenelemente  sammiert  Verden.  Somit 
mäuen  im  vorstehendeD  Integral  die  Greniea  a  and  b  positiv  ond 
endlich  sein. 

H.  Ans  dem  anbestimmten  [at«gral 

f^--^  +  <^ 

J.    X»  ~        2  W        aV' 

Debüt  man  bierin  die  Grenze  b  bis  b  =  £c  ans,  so  geht  der  Wert 

des  Integrals  rechts  3ber  in  den  GreozzasUnd  -      ^  .   Dieser  Wert  ist 

ein  bestimmter  endlicher  Wert,  es  kann  daher  aach  die  obere  Grenze 
bis  b  =  3o  ausgedehnt  werden. 

Nimmt  die  natere  Grenze  a,  als  positiv  gedacht,  gegen  Nall  ab, 
so  n&hert  sich  das  Integral  der  GrQsse  x  und  erreicht  sie  für  a  =  0. 
Dieser  Grenzwert  darf  also  nicht  in  Anwendung  kommen.  Allein  es 
kann  auch  a  nicht  negativ  and  b  positiv  sein,  weil  sonst  die  Variable  x 
sich  von  —  a  bis  -j~  b  ftndern,  also  durch  0  gehen  mnsste.  Sind  da- 
gegen a  nnd  b  negative  Abscissen werte,  so  gilt  fär  diese  was  fflr  posi- 
tive. Wenn  daher  a  ein  sehr  kleiner,  der  Null  nahe  liegender  Wert, 
so  kann  das  vorstehende  Integral  wie  folgt  genommen  werden 


■■  dx 


r 


338.  HiherMgiwelie  lesllaMing  heitlaatcr  Integrale.     LSsst  sich 
das  bestimmte  Integral 

£fWdx 

durch   keine  der  bisher  in  Anwendung  gekommenen   Metboden  finden, 

so  bestimme  man  seinen  Wert  oSberungs weise  wie  folgt.     Ba  sei  x  die 

Abscisse   und  f(x)   die   Ordinate  einer  Kurve   BE  (Fig.  119).     Diese 

Kurve  sei  stetig  zwischen  den  Grenzen 

x  =  a  =  OA  und  s  =  b  =  OD, 

so  werden   die  diesen  Grenzen  entsprechenden  Ordinaten   AB  =  f(a) 

nnd  DE  =  f(b)  sein. 

I.  Trapezmetbode.     Man  teile  den  Dnter- 
Flg.  119.  schied  AD  =  b  —  ain  n  gleiche  Teile  h,  mache 

I  also  h  =  A  A'  =  A'  A"  =" . . ,  bezeichne  der  Ein- 

fachheit wegen  die  Ordinaten,  welche  den  Ab- 
scissen a,a  -|-  b,  a  -f  2  h, . .  a  -|-  nh  entsprechen  mit 
yo.yiiyaT'-yu  und  betrachte  die  Fl&chenteüe  zwi- 
schen je  zwei  benachbarten  Ordinaten  als  Trapeze; 
so  sind  die  Inhalte  dieser  Trapeze 

-fCyo  +  yi),  Y{yi  +  ya),-.    y (yn - 1  +  y.). 


—     355     — 

Die  Snmme  dieser  Trapeze  ist  aDDähernd  der  Wert  des  bestimmten 
Integrals.     Folglich  wird  die  Formel 

J%(x) dx  =  h  [yyo  +  yi  +  y2  +  . .  +  y«-  ^  +  y  yn] 

am  so  näher  den  Wert  des  gesuchten  Integrals  geben,  je  kleiner  das 
Intervall  h  genommen  wird. 

II.  Simpson'sche  Methode.  Es  gelte  die  bisherige  Bezeichnung. 
Man  teile  den  Abschnitt  A  A''  =  2  h  in  drei  gleiche  Teile  und  errichte 
in  den  beiden  Teilpunkten  die  Ordinaten  y  und  u,  betrachte  die  da- 
durch zwischen  den  Ordinaten  yo  und  ya  entstandenen  drei  Fiächen- 
teile  als  Trapeze,  so  ist  ihr  Inhalt  gleich 

|-(yo  +  v)  +  y  (v  +  u)  +y  (u  +  y»)  =  y  (yo  +  2y  +  2a  +  y,). 

Diese  drei  Trapeze  geben  den  Wert  der  Fläche  A  B  B"  A"  genauer 
als  die  beiden  Trapeze  zwischen  den  Ordinaten  yo,yi  und  yi^ya. 

Dieser  Wert  ist  jedoch  zu  gross  oder  zu  kleiu,  je  nachdem  die 
Kurve  ihre  konvexe  oder  konkave  Seite  der  Abscissenachse  zukehrt. 
Setzt  man  noch  v  -f~  Q  =  2yi,  was  sehr  nahe  richtig  ist,  so  wird  der 
Ausdruck  für  die  Fläche  im  ersten  Fall  kleiner,  im  zweiten  grösser, 
so  dass  eine  teilweise  Ausgleichung  der  Fehler  entsteht. 

Dadurch  wird  die  zwischen  yo  und  y2  liegende  Fläche 

AA''B"B  =  y(yo  +  4yi+y2). 

Ganz  ebenso  ist  die  Fläche  zwischen  je  zwei  weitern  Ordinaten 
mit  geraden  Stellenzeigern 

y  (y2  +  4  ys  +  y*),       yCyi  +  4  ys  +  ye), . . 


/; 


Durch    Summation    dieser   Ausdrucke    erhält    man    den    angenäherten 
Wert  der  ganzen  Fläche  zwischen  yo  und  yn  gleich 

'  f(x)dx  = 

a 

y  [yo  +  2  (ya  +  y4  +  . .  +  yn-2)  +  4  (yi  +  y3  +  . .  +  yn- 1)  +  yn]. 

Diese  Formel  nennt  man  die  Simpson' sehe  Regel. 

III.  Poisson'sche   Methode.      Das   unbestimmte  Integral   von 
f  (x)  d  X  sei  y  (x),  so  wird  sein 

(1)  Jf(x)dx  =  y(x)  +  C 
und  somit  für  die  Grenzen  a  und  b 

(2)  J'f(x)dx  =  y(b)-y(a). 

23» 


1 
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Man  differentiiere  (1),  so  kommt 
(3)  f(,)  =  -l||E)-  =  y'(x). 

Der  Wert  von  9*  (b)  —  9*  (a)  des  bestimmten  Integrals  kann  non 
aas  der  Relation  (3)  ermittelt  werden.  Man  erh&lt  vermöge  des 
Taylor' sehen  Satzes 

9>(a  +  b)     =  y  (a)  +  hf(a)  +  -^-^'W  +  ^f"(a)  +  . . 
y  (a  +  2h)  =  y  (a  +  h)  +  hf  (a  +  h)  4  -^f  (a  +  h)  +  . . 


y(a  +  nh)  =y(a  +  nh-h)  +  hf(a  +  nh-h)  +  ^f'(a  +  nh-h)  +  .. 

Man  setze  in  diesen  Gleichungen  n  h  =  b  —  a  and  addiere  sie,  so 
kommt 

(4)  y(b)-y(a)  =  h[f(a)  +  f(a  +  h)  +  ..  +  f(a  +  nh-h)] 

+  Y[fW  +  f'(*  +  h)  +  ..  +  f(a  +  nh-h)] 

+y[f"(*)  +  f"(*  +  h)  +  ..  +  f"(a  +  nh-h)]  +  .. 

Ganz  ebenso  wird  sein 

(5)  f(b)  -  f  (a)  =  h[f  (a)  +  f  (a  +  h)  +  . .  +  f  (a  +  nh  -  h)] 

+  y  [f'W  +  f"(«  +  h)  +  •  •  +  f  (a  +  "h- h)]  +  .. 

(6)  f  (b)-f'(a)  =  h[f"(a)  +  f"(a  +  h)  +  . .  +  f"(a  +  nh  -  h)]  +  .. 


h  h* 

Man  maltipliziere  (5)  mit  — —  and  (6)  mit  — ^  and  addiere  nach- 

her  diese  GleichungeD  za  (4),  setze  dabei  h  als  eine  sehr  kleine  Grösse 

voraas,  so  dass  in  der  Summe  die  Glieder,   welche  h  in  einer  höhern 

als   der  zweiten   Potenz  enthalten,  vernachlässigt  werden  können,  so 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (2) 

(7)   j'f(x)dx  =  h[|-f(a)  +  f(a  +  h)+..  +  f(a  +  nh-h)  +  |f(b)] 


-T^[f'(b)-f'(a)]. 


Das  erste  Glied  rechts  in  (7)  stimmt  mit  der  Formel  der  Trapez- 
Methode  überein.  Wegen  des  zweiten  Gliedes  rechts  bietet  diese  For- 
mel jedoch  eine  grössere  Genauigkeit  dar  als  jene  der  Trapez-Metbode. 
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Beispiel.     Es  soll  der  Wert  des  bestimmteD  Integrales 


-r 


1+x» 


DäheruDgsweise  berechnet  werden. 

Man  teile  die  Abscissendiffereuz  b  —  a  =  l,2~0  in  sechs  gleiche 
Teile,  so  erhält  man  als  Werte  der  Abscissen  and  entsprechenden  Ordi- 
naten 

Absc.  =  0     0,2  0,4  0,6  0,8  1,0  1,2 

Ord.   =  1     0,9920     0,9398     0,8224     0,6614     0,5000     0,3665 

Setzt  man  diese  Ordioaten  von  yo  an  bis  ye  in  die  vorstehenden 
Formeln  nnd  nimmt  h  =  0,2,   so  erhält  man  als  Wert  des  Integrales : 

I.  Nach  der  Trapez-Methode 

u  =  0,2-4,5991  =0,9198. 

II.  Nach  der  Simpson'schen  Regel 

u  =  -^  .  13,8267  =  0,9218. 

III.  Nach  der  Poisson'schen  Formel  hat  man  zunächst 


1  +  X»  '        ' '  (1  +  xY 

Der  Wert  von  f  (x)  wird  für  x  =  0  =  a  und  x  =  1,2  =  b  zu 

f  (a)  =  0,      f'  (b)  =  -  0,5803. 
Folglich  das  Glied 

-  ^  [f'  (b)  -  f  (a)]  =  -^ .  0,5803  =  0,0019 

and    da  das   erste  Glied  rechts  in   der  Formel  (7)  den  gleichen  Wert 
hat  wie  derjenige  der  Trapez-Methode,  so  ist  der  verbesserte  Wert 

u  =  0,9198  +  0,0019  =  0,9217. 

Man  sieht,    dass  die  drei  Werte,   namentlich  die  beiden  letztern, 
nur  wenig  von  einander  abweichen. 


IIL  Länge  der  Kurven  im  Raum. 

539.  Avsdrnck  für  das  Bogcnelemenr,  Denkt  man  sich  die  Kurve 
aas  unendlich  kleinen,  geradlinigen  Bogenelementen  zusammengesetzt, 
so  kann  man  durch  je  zwei  aufeinander  folgende  eine  Ebene  legen. 
Eine  solche  Ebene  heisst  Krummungsebene  (Oskulationsebene)  und  der 
Winkel,  welchen  die  zwei  Bogenelemente  einer  Krümmungsebene  bil- 
den, Kontingenzwinkel  (§  316).  Dieser  Winkel  ist  das  Mass  der 
ersten  Krümmung.  Je  zwei  aufeinander  folgende  Krümmungsebenen 
schBeiden  sich  nnd  bilden  einen  Winkel,  welcher  als  Mass  der  zweiten 
Erümmung  der  Kurve  betrachtet  wird. 
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Ist  die  Karve  auf  drei  rechtwiokelige  Achsen  bezogen,  so  kann 
sie  als  gegeben  angesehen  werden  dnrch  ihre  Projektionen  auf  zwei 
der  drei  Koordinatenebenen  xy,  xz,  yz. 

Nun  seien  x,  y,  z  und  x  +  d  x,  y  -f  d  y,  z  +  d  z  die  Koordinaten 
zweier  einander  unendlich  nahe  gelegener  Punkte  der  Kurve,  so  kann 
man  das  dazwischen  liegende  Bogenstäck,  das  wir  mit  ds  bezeichnen 
wollen,  als  geradlinig  ansehen.  Alsdann  ist  ds  die  Diagonale  eines 
rechtwinkeligen  Prismas,  dessen  Kanten  d  x,  d  y  und  d  z  sind.  Folglich 
wird  sein 

d  s  =  V^d  X*  +  d  y*  +  d  z*  oder 

Die  Winkel,  welche  das  Bogenelemeot  d  s  mit  den  drei  Achsen  x,  y,  z 
macht,  seien  a,  ß,  ^  so  ist 

(2)  cos  a  —  — — ;     cos  p  =  -t-=^  ;      cos  y  =  — — . 

ds  ds  ds 

Durch  (1)  wird  die  Länge  und  durch  (2)  die  Richtung  der  Kurve 
im  Punkte  x,  y,  z  bestimmt.  Erhebt  man  die  Gleichungen  (2)  ins 
Quadrat  und  addiert  sie,  so  folgt 

cos^a  +  cos^jJ  +  cos^Y  =  1. 

Um  den  Bogen  s  der  Kurve  zwischen  den  Abscissen  xo  und  x  zu 
finden,  hat  man  nur  das  Integral 


=r,-iA7w^ä0 


(3)  8=  dx 

f  \  ux  /  \  u  J 

d  Y       dz 
auszuführen,  zu  welchem  Zwecke  die  Verhältnisse  -r^,  — —    aus    den 

dx      dx 

Gleichungen  der  Kurve  abzuleiten,   in  einer  Variabein  x  auszudräcken 

und  in  Formel  (3)  einzuführen  sind. 

349.  Länge  einer  Geraden  im  Ranm.     Die  Gleichung  der  Geraden 
auf  der  Ebene  x  y  und  x  z  seien 

y  =  ax  +  a';       z  =  bx  +  b'. 

Hieraus  folgt 

<Jy_.-     <i^  ^b;    ds  =  dxKr+vTP 


=  a; 


dx  '        dx 

und  mithin  die  gesuchte  Länge 

dxKl  +  a^  +  b«  =  (x  -  xo)  Kl  +  a«  +  b^. 


341.  Länge  einer  Sehranbenlinie.  Die  Achse  eines  Kreiscylinders 
vom  Halbmesser  a  falle  in  die  z  Achse  und  seine  Grundfläche  in  die 
Ebene  x  y.  Es  befinde  sich  auf  der  Cylinderfläche  eine  Schraubenlinie, 
welche  den  konstanten  Winkel  a  mit  der  Ebene  x  y  bildet  und  in  der 
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X  Achse  beginnt*  Die  Koordinaten  eines  Kurvenponktes  seien  x,  y,  z. 
Man  lege  durch  diesen  Punkt  und  die  z  Achse  eine  Ebene.  Sie  bilde 
mit  der  Ebene  x  z  den  Winkel  <p^  wobei  (f  im  Bogenmass  ausgedrückt 
wird,  so  ist 

X  =  a  cos  y,       y  =  a  sin  y,       z  =  a  y  tg  a. 

Hieraus  folgt 

dx=— asinydy,     dy  =  acosydy,     dz=atgady 

ds2  =  dx2  +  dy2  +  dz2  =  a2(l  +  tgVd  y2, 


8 


=  aKl  +  tg^a   I  "'^  d  y  =  a  (y  —  yo)  Kl  +  tg^a. 


342.  SchniUlinie  zweier  Cylinderflächeo.  Die  Achsen  zweier  Cylin- 
der,  welche  gleichen  Halbmesser  a  haben,  sollen  sich  schneiden  und 
zwar  unter  rechtem  Winkel.  Es  ist  die  Länge  der  Kurve  zu  bestim- 
men, längs  welcher  sich  die  Cylinderflächen  durchdringen. 

Man  nehme  die  Achse  des  ersten  Cylinders  in  der  z  Achse,  die 
des  zweiten  in  der  x  Achse  an,  so  ist  die  Gleichung  der  ersten  Cylin- 
derfläche  auf  der  Ebene  x  y 

(1)  x2  +  y2  =  a2 

und  die  der  zweiten  auf  der  Ebene  yz 

(2)  y2  +  z2  =  a2. 

Für  die  Durchschnittskurve  müssen  die  Werte  von  x,  y,  z  in  bei- 
den Gleichungen  gleich  sein.  Setzt  man  die  Werte  von  a^  einander 
gleich,  so  folgt 

(3)  x2  =  z^ 

woraus  sich  ergibt  x  =  i  z,  d.  h.  die  beiden  Durchschnittskurven 
projizieren  sich  auf  der  Ebene  xz  längs  zwei  geraden  Linien,  welche 
die  z  Achse  unter  Winkeln  von  45^  schneiden.  Mithin  liegen  diese 
Kurven  in  Ebenen,  welche  zur  Ebene  xz  senkrecht  stehen.  Diese 
Ebenen  sschneiden  sich  längs  der  y  Achse. 

Aus  (1)  und  (3)  folgt  durch  Differentiation 

dy  _        X        dz X  _ 


dx  y  '      dx        z 

Vermittelst  dieser  Werte  erhält  man 


=  dx|/! 


x^ 


ds  =  dx|/2+    y2  . 
Führt  man  hierin  den  Wert  von  y  aus  (1),  so  kommt 


(4)  d  8  =  d  X  1/ 


a^  —  x*^  * 


Um  diese  Formel  zu  integrieren,  setzen  wir 

X  =  a  sin  y,       d  x  =  a  cos  y  d  y, 


ao  folgt  aas  (4) 

y  \  —  BID  <P  ^  ■"      X 

BDtnickelt  mau  die  zweiteilige  Grösse  Dach  dem  bioomiHCbeD  Satz 
in  eiae  Reibe,  ao  wird 

(5)    d8  =  aV2dv(^l j^-^^^-„J. 

Dm   deo  vierten  Teil  einer  der  beides  Earven  zd  erhalten,    mnss 

X  von  0  bis  a,  also  QP  von  0  bis  —  genommen  werden.    Die  GrOesen 

sin^fi  d  9> ,  Bin*9'  d  9*, . .  werden  integriert  nach  Formel  (6) ,  S.  72. 
Han  erbält  als  bestimmte  Integrale,  entsprechend  den  Gliedern  in  der 
Klammer 

2'     2'2'"2'2"4'     2'  i'  i'  6'      2'2"4'6'8'" 
Bezeichnet  daher  s  die  L&nge  einer  ganzen  Earve,  so  erhält  man 
vermittelst  dieser  Werte  ans  (5) 

s  =  2a;i-r2(l-i-Tis--jAB-5Vs¥n:--0 
H=  1,216  •2art. 
Es  verhält  sich   daher   der  Cylindemmfang   zur  Karvenlänge    wie 
1000:1216. 

S4S.  SchniUllile  elier  CyllBderliebe  n^d  elser  Kigelläche.  Ein 
Kreiscylinder  gehe  dorch  eine  Eagel.  Man  soll  die  L&nge  der  Kurve 
bestimmen,  lüngs  welcher  sich  beide  OberflEtchen  schneiden  und  zwar 
nnter  der  VorsassetzoDg,  dass  der  Mittelponict  der  Kagel  aaf  der 
CylinderS&cbe  liege  and  daas  der  Dnrcbmesser  des  Gylinders  gleich 
dem  Halbmesser  der  Engel  sei. 

Man  nehme  den  Mittelpunkt  M  der  Engel  (Fig.  120)  ^nm  Ur- 
sprang  rechtwinkeliger  Koordinaten  and  l^e  die  y  Achse  parallel  zu 
den  Eanten  des  Cylinders,  so  werden  die  Engel-  und  Gylinderfläche 
geschnitten  dnrch  die  Ebene  xi  iBngs  zwei  in  der  Figur  abgebildeten 
Kreisen,  die  sich  in  A  bernbren. 

Ein    Pnnkt    B    des    cylindri Beben    Schnittkreises 

Fig.  120.  habe  zn  Koordinaten  M  C  =  x,  BC-z,  so  ist  (CB)» 

=  M  C  ■  A  C.     Wenn  der  Halbmesser  der  Engel  =  a, 

so  wird  AC  =  a  — x;  daher  die  Gleichung  der  Cy- 

linderfläche  auf  der  Ebene  xz 

(1)  z3  =  ax-x^ 

Die  Gleichung  der  KagelflSche  aber  ist 

(2)  x"  +  y'  +  z'  =  a^ 

Für  die  Earve,  längs  welcher  sich  die  Oberflächen  schneiden, 
müssen  die   Eoordinaten  s,  y,  z  einander  gleich   sein.     Eliminiert  man 
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die    Grösse  z   aas  (1)  und  (2),    so  folgt   als  Gleichung  der  Karve  anf 
der  Ebene  xy 

y2  =  a^  —  a  X. 

Die  Kurve  projiziert  sich  daher  anf  dieser  Ebene  als  Parabel. 

Dem  Punkte  B  entspricht  eine  Ordinate  y,  liegend  im  Cylinder- 
mantel.  Sie  schliesst  mit  dem  Eugelradius  a  und  der  Sehne  M  B  =  r 
ein  rechtwinkeliges  Dreieck  ein,  das  kongruent  ist  dem  Dreieck  MAB. 
Denn  das  erstere  Dreieck  mit  den  Seiten  y,  a  und  r  gibt  y^  =  a^  —  r^; 
ebenso  gibt  das  zweite  Dreieck  die  Relation  (A  B)*  =  a*  —  r* ;  folg- 
lich ist  y  =  A  B. 

Nun  sei  Winkel  A  M  B  =  a,  so  wird 

(3)  y  =  asina;       r  =  acosa. 

Lässt  man  nun  x  in  x -|-* <) ^  übergeben ,  so  wird  a  zu  a  —  da 
und  r  zu  r  -j-  d  r.  Dabei  ruckt  der  Punkt  B  in  der  Richtung  nach  A 
hin  vor  um  einen  Bogen,  der  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen 
Dreiecks  angesehen  werden  kann  mit  den  Katheten  rda  und  dr;  die 

Länge  des  Bogens   ist  daher  V  (r  d  a)^  +  d  r^.   Gleichzeitig  ändert  sich 
y  um  dy.     Daher  die  Gleichung  für  das  Bogenelement 

ds2  =  dy2  +  r2da2-j-dr2. 

Nun  folgt  aber  aus  (3) 

d  y  =  a  cos  a  d  a ;         d  r  =  —  a  sin  a  d  c«. 
Daher 

(4)  ds  =  adayT+  cos^a. 

Dieses  Differential  kann  nur  durch  Annäherung  integriert  werden. 
Es  sollen  folgende  zwei  Verfahren  zur  Anwendung  kommen. 

a.  Mittels  Reihen.     Die  Wurzelgrösse  gibt 

,^    ,        „  .-ö      ,    ,  cos^a       cos*«  ,   cos*«      öcos®«   ,   Tcos^®« 
(l+cos^«)2=l+-^ ^  +  —^ r28-  +  ^56 •• 

Multipliziert  man  mit  d  «  und   integriert  zwischen  den  Grenzen  «  =  0 

TT 

bis  «  =  -^ )  80   wird  s  zur  halben  Kurvenlänge.      Die  Integrale    von 

co8^«d«,  cos*«d«, ..    können    nach   Formel  (9),    S.  72,   ausgeführt 
werden.     Man  erhält  der  Reihe  nach  folgende  bestimmte  Integrale 

iL.  iL.JL.  iL  J.. A.   ^  _L  A  A.   ^13      5      7 
2'     2*2  '     2*24'     2'2*4'6''    2  '~2~'  4  '"6"*~8~'" 

daher  als  Wert  der  ganzen  Kurvenlänge 

(5)  s  =  a7r- 1,218. 

b.  Mittels  Konstruktion.  Man  denke  sich  den  Bogen  «  als 
Abscisse  abgetragen;   ebenso  Kl  +  cos^«    als    Ordinate.      Lässt   man 
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TT 

DUO  ce  von  0  bis  -—   wachsen,  so  beschreibt  die  Ordinate  eine  Fläche, 

deren  Inhalt  das  Integral  von  d  a  \^\  4-  cos^ce  ist.  Diese  Fläche  hat 
zar  Länge  -— ;  ihre  mittlere  Höhe  sei  h,  so  ist  das  Integral  (4)  für 
die  angegebene  Ausdehnung 

(6)  s  =  ^ah. 

Allein  die  Krämmang  der  Kurve,  weiche  die  Fläche  begrenzt, 
ist  unerheblich.  Man  überzeugt  sich  davon,  wenn  man  eine  Anzahl 
Ordinaten  aufzeichnet'  und  ihre  Endpunkte  stetig  verbindet.  Verbindet 
man  die  Endpunkte  der  Endordinaten  durch  eine  Gerade,  so  entsteht 
ein  Trapez,  dessen  Inhalt  etwas  zu  klein  ist;  zieht  man  aber  mit 
jener  Verbindungslinie  eine  Parallele  durch  die  mittlere  Ordinate,  so 
wird  die  Fl&che  des  Trapezes  etwas  zu  gross.  Das  Mittel  zwischen 
beiden  TrapezflSchen  kann  als  ein  sehr  angenäherter  Wert  der  Fläche 
angesehen  werden. 

Nun  sind  die  Endordinaten  1  und  K2  =  1,4142;  ihr  Mittel  daher 
1,2071    und  nach  (6)  die  Trapezfläche  =  a^- 1,2071. 

Die  mittlere  Ordinate,  also  die  für  4"-»   »s*  =  K 1^  =  1,2247; 

4 

daher  nach  (6)   die  Trapezfläche  =  a-^ -1,2247. 

Nimmt  man  nun  das  Mittel  aus  beiden  Werten  und  multipliziert 
mit  2,  so  erhält  man  als  angenäherten  Wert  der  Knrvenlänge 

s  =  a  TT -1,216. 

Würde   sich   die  Durchschnittslinie   auf  der  Ebene  xy  als  gerade 
Linie    projizieren,   so  wäre    die   Kurve   ein   ebener  Schnitt  durch  die- 
Cylinderfläche ,    also   eine   Ellipse  und   zwar   mit  den   Achsen  a  und 

aV^  und,  nach  §  342,  mit  einer  Länge  =  a/r- 1,216.  Daher  ist  die 
wirkliche  Schnittlinie  nur  um  sehr  wenig  länger  als  diese  Ellipse. 


IV*  Yolamen  der  Körper. 

344.  V«iHMeii  eines  körpers  !■  rechtwinkeligen  Knnrdinaten.    Die 

Gleichung  der  Oberfläche,  welche  den  Körper  begrenzt,  sei 

(1)  z  =  f(x,y). 

Die  Cylinderfläche ,  deren  Kanten  den  Körper  berühren  und  mit 
der  z  Achse  parallel  laufen ,  schneide  die  Ebene  x  y  längs  einer  Kurve 
ehfk  (Fig.  121).  Die  Fläche,  welche  diese  Kurve  einschliesst,  kann 
als  die  Projektion  des  Körpers  auf  der  Ebene  xy  angesehen  werden. 
Man  ziehe  von  a  und  c  aus  Tangenten   an   diese  Kurve,    parallel  zur 
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y Achse  ood  ebenao  von  id  und  d  TaDgeoteo  ao  dieselbe,   parallel  zur 
X  Achse,  60  wird  die  Kurve  vod  diesen  vier  Geraden  eingeschlossea. 

I.  Mao  lege  eioen  ebeoeo  Schnitt  darch  den  Körper  parallel  znr 
Ebene  y  z  im  Abstand  A  b  =  x  vom  Anfangspnnkt  aus.  Diese  Schnitt- 
ebene  schneide  die  Projelition  längs  der  Geraden  ef.  Die  Fl&che  die- 
ses Schnittes  sei  X.  Lässt  man  x  um  dx  zunehmen,  d.  h.  rückt  X 
am  d  X,  parallel  zu  sich  selbst  fort,  so  beschreibt  X  das  Volnmen- 
etement  Xdx.  Dieses  Volamenelement  ist  ein  nneodllch  Kleines  der 
ersten  Ordnung.  Lässt  sich  X  in  x  allein  ansdrScken,  ao  hat  man 
nnr  das  Differential  Xdx  zn  integrieren,  um  den  Inhalt  des  ganzen 
Kdrpers  za  erhalten.  Die  Grenzen  von  x  sind  hierbei  die  Werte  A  a 
nnd  A  c 

Man  l^e   einen    ebenen   Schnitt  durch  den  Fig.  131. 

Körper,    parallel    zur   Ebene   xz,    im   Abstände  i 

y  =  A  g  vom  Anfangspunkt  aas.  Diese  Schnitt- 
ebene schneide  die  Projektion  längs  der  Gera- 
den hk.  Der  Wert  dieses  Schnittes  sei  Y.  Man 
lasse  y  nm  dy  znnehmen,  d.  h.  man  schiebe  Y 
um  dy,  parallel  zu  sich  selbst,  fort,  so  be- 
schreibt Y  das  Volum enelement  Y  d  y.  Llsst 
sich  Y  durch  die  Variable  y  allein  ausdrücken, 
so  integriere  man  Y  d  y  nnd  nehme  das  Integral  zwischen  den  Gren- 
zen A  m  nnd  A  n  und  man  erhält  den  Inhalt  des  ganzen  Körpers. 

II.  Legt  man  Schnittebenen  durch  den  ganzen  Körper  senkrecht 
znr  X  Achse,  in  den  Abständen  d  x  von  einander,  sodann  Schnittebenen, 
senkrecht  zur  y  Achse,  welche  je  nm  d  y  von  einander  abstehen;  so 
teilen  diese  zwei  Systeme  von  Schnittebenen  den  Körper  in  Prismen 
mit  den  Grundflächen  dxdy  (diese  Grnndflächen  parallel  zur  Ebene  xy 
gedacht)  nnd  mit  Höhen,  welche  den  verschiedenen  Werten  von  z  ent- 
sprechen ,  die  sich  ans  der  Gleichung  (1)  ergeben.  Deshalb  ist  der 
Inhalt  eines  solchen  Körperelementes  =  zdxdy  oder  auch  =  f(x,  y)did  y. 
Dieses  Körperelement  ist  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung. 
Dm  daraus  das  anendlich  Kleine  Xdx  der  ersten  Ordnung  zu  erhal- 
ten, denke  man  sich  im  Ansdrucke  f(x, y)dxdy  die  Grösse  x  konstant 
nnd  integriere  in  Hinsicht  y.     Man  erhält 


(2)  Xdx  =  dx  rf{x,y)dy. 


Hierin  ist  y  zu  nehmen  von  be  bis  bf,  wenn  x  =  Ab  ist. 

Um    den    ganzen   Körperinhalt    zu   erhalten,    muss   (2)   integriert 
werden  in  Hinsicht  x.     Man  erhält  in  Zeichen  ausgedrückt 


(3)  Jxds-Jdxjtfcridy. 


Die  Grenzen  von  x  sind  Aa  und  Ac. 

Um  aus  dem  Differential  f(x, y)dxdy  der  zweiten  Ordnung  das 
Differential  Y  d  y  der  ersten  Ordnung  abzuleiten,  nehme  man  y  als  kon- 
stant an  und  integriere  f(x, y)dxdy  in  Hinsicht  x.     Man  erhält 
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(4)  Ydy  =  dyjf(x,y)dx. 


Hierbei  ist  x  za  nehmen   von  x  =  gh  bis  x  =  gk,   wenn  Ag  =  y  ist. 

Cm  den  ganzen  Körperinhalt  za  bestimmen,  integriere  man  (4)  in 
Hinsicht  y  zwischen  den  Grenzen  y  =  A  m  and  y  =  A  n.     Man  erhält 


(5)  jYdy  =  JdyJf(x,y)dx. 


Beide  Integrale  (3)  und  (5)  geben  den  Inhalt  des  ganzen  Körpers 
för  die  bezeichneten  Grenzen.  Die  Reihenfolge  der  Integrationen, 
welche  an  f  (x,  y)  d  x  d  y  auszufahren  sind,  ist  dabei  verwechselt.  Schreibt 
man  abgekürzt  a  and  c  ffir  Aa  nnd  A  c;  ebenso  m  and  n  fär  Am,  An; 
b  «ad  k  för  g b  wmä  gk;  e  und  f  für  be  and  bf,  so  wird  man  darch 

der  Werte  aas  (3)  and  (5)  erhalten 


(6)  rdxff(x,y)dy=  fd  y  f  f(x,y)dx. 

Setzt  man  bei  den  Integralen  (3)  and  (5)  die  richtigen  Grenzen 
stillschweigend  vorans,  so  schreibt  man  aach  statt  dieser  Integrale 
allgemein 

(7)  JJf(x,y)dxdy. 

Ist  die  Projektion  des  Körpers  in  der  Ebene  xy  ein  Rechteck, 
dessen  Ausdehnang  längs  der  x  Achse  von  a  bis  c  and  längs  der 
y  Achse  von  m  bis  n  reicht,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  For- 
mel (6)  in 

(8)  rdxrf(x,y)dy=  fd  y  rf(x,x)dx. 

Sind  somit  die  Grenzen  der  Variabein  x  and  y  von  einander  anab- 
hängig ,  so  ist  die  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen ,  welche  am 
Differential  f(x,y)dxdy  aaszaführen  sind,  ohne  Einflass  aaf  das  End- 
resultat. 

Die  vorstehenden  Integrale  (6), (7), (8)  nennt  man  zweifache 
oder  doppelte  Integrale. 

III.  Legt  man  durch  den  Körper  Ebenen,  senkrecht  zur  z Achse, 
welche  je  um  d  z  von  einander  abstehen,  so  liegen  zwischen  den  drei 
Systemen  von  Schnittebenen  rechtwinkelige  Prismen,  deren  Seiten  dx, 
d  y  und  d  z  sind.  Das  Volumen  eines  solchen  Körperelementes  ist 
=  dxdydz.  Dieser  Ausdruck  ist  ein  unendlich  Kleines  der  dritten 
Ordnung.  Zur  Herstellung  des  ganzen  Körperinhaltes  sind  somit  in 
diesem  Falle  drei  Integrationen  auszuführen.  Die  allgemeine  Andeu- 
tang  dieses  Inhaltes  ist 

I  dx|dy|dz=  jdy|dz|dx, .. 
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wofür  man  anch  schreibt 

(9)  JJJdxdydz. 

Hierbei  sind  die  Grenzen  der  Variabein  ähnlich  zu  wählen  wie  in 
den  Formeln  (3),  (5)  oder  (6),  so  dass  schliesslich  alle  Körperelemente 
dxdydz,  welche  den  ganzen  Körper  zusammensetzen,  durch  diese  Inte- 
grationen summiert  werden.  In  jedem  gegebenen  Falle  hat  man  sich 
bei  jeder  der  drei  Integrationen  Rechenschaft  abzulegen  von  der  geo- 
metrischen Bedeutung  des  Integrals  und  somit  auch  von  den  Grenzen 
der  Veränderlichen.  Geschieht  dies,  so  erhält  man  dasselbe  Endresul- 
tat, in  welcher  Reihenfolge  die  Integrationen  von  (9)  vorgenommen 
werden.     Diese  letztern  Integrale  werden  dreifache  genannt. 

Sind  die  Grenzen  der  drei  Variabein  von  einander  unabhängig,  so 
gilt  für  das  dreifache  Integral  (9),  was  in  diesem  Falle  von  dem  zwei- 
fachen Integral  (8)  gezeigt  wurde. 

34S.  V«la«ei  einer  Kigel.  Die  Gleichung  der  Kugelfläche  ist, 
wenn  ihr  Mittelpunkt  in  den  Anfangspunkt  der  Achsen  fällt  und  der 
Radius  mit  a  bezeichnet  wird 

x^  +  y^  +  z^  =  a^. 

Folglich  wird  der  Inhalt  eines  prismatischen  Körperelementes  mit 
der  Grundfläche  d  x  d  y  und  der  Höhe  z  gleich  sein 

d  X  d  y  V^a^  —  x^  —  y^. 

* 

Betrachtet  man  hierin  x  als  konstant  und  integriert  diese  Grösse 
in  Hinsicht  y,  so  erhält  man  ein  scheibenförmiges  Körperelement  von 
der  Dicke  dx  und  der  Grundfläche  X.     Man  kann  daher  schreiben 


Xdx  =  dx  fdyVa^-x^-y 


a 


Allein   die   Schnittfläche  X  durch   den   Körper,   senkrecht  auf  die 
X Achse,   im  Abstände  x  von  der  Ebene  yz,  ist  ein  Kreis  vom  Inhalt 

n  (z^  +  y*).     Also  ist 

X  =  7i:(y2  +  z2)  =  7r(a2-x2). 
Vermöge    dieses   Wertes   von  X  ist  das   Doppelintegral   |  zdxdy   auf 

das  einfache  I  X  d  x  zurückgeführt.    Das  Volumen  der  Kugel  ist  hiernach 

X  d  X  =  TT  I       (a^  —  x^)  d  X  =  —  a*  TT. 

346.  VolaMea  eiaes  Ellipsoides  Mit  drei  fersehifdeneB  Achsen.     Die 

Gleichung  der  Oberfläche  dieses  Körpers   für  den  Mittelpunkt  als  An- 
fangspunkt ist 

x2         v2  z^ 

+  4^  +  ^=1, 


a»     '    b^     '    c« 
worin  a,  b,  c  die  drei  Halbachsen  bezeichnen. 
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Eid   Schnitt   durch  das  Ellipsoid,   senkrecht  znr  x  Achse  und  im 
Abstand  x  vom  Anfangspunkt,  gibt  eine  Ellipse,    deren  Gleichung  ist 

y«  z2        ^         x«i 


b«     '    c«  a2  • 

In  dieser   Gleichung  denke  man  sich  x  konstant,   so   wird  für  z  =  0 
die  Grösse 


-.1/ 


1  — 


ZD  der  Halbachse  dieser  Ellipse,  welche  parallel  zur  y  Achse;  ebenso  ist 


V- 


a^ 


die  Halbachse  dieser  Ellipse,  welche  parallel  zur  z  Achse  liegt. 

Die  FJSche  einer  Ellipse  ist  aber  =  ABtt,  worin  A  und  B  die 
halben  Achsen  bezeichnen.  Daher  ist  die  Fläche  jenes  Schnittes,  senk- 
recht zur  x  Achse,  gleich 

X  =  .bc(l-^) 

und  somit  das  Volumen  des  EUipsoides  für  unbestimmte  Grenzen 

/Xdx  =  ;rbc/(l-^)dx.=  .bc(x-|l)  +  c. 

Folglich  das  ganze  Ellipsoid 

+  »  4 

Xdx  =  -— Trabe. 


r 


Hiernach  ist  das  Volumen  eines  EUipsoides  ^/a  vom  Volumen  des 
umschriebenen  geraden  Cylinders ,  dessen  Kanten  parallel  zu  einer  der 
Achsen  liegen. 

347.  Yolnnen  eines  schief  abgeschnittenen  Cylinders.  Der  Halb- 
messer des  Cylinders  sei  =  R;  die  Cylinderachse  falle  zusammen  mit 
der  z  Achse,  so  wird  die  Gleichung  des  Durchschnittes  mit  der  Ebene 
xy  sein 

(1)  X2  +  y2  =  R2. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  den  Cylinder  schneidet,  sei 
(2)  z  =  a  x  +  b  y  +  c. 

Es  soll  das  Volumen  des  Cylinders  bestimmt  werden,  welcher  zwischen 
dieser  Ebene  und  der  Ebene  xy  liegt. 

Das  prismatische  Volumenelement ,  dessen  Grundfläche  d  x  d  y  auf 
der  Ebene  x  y  liegt ,  ist  =  z  d  x  d  y.  Führt  man  hierin  den  Wert  von 
z  aus  (2),  so  erhält  man  als  Ausdruck  des  Volumenelementes 

(a  X  +  b  y  +  c)  d  X  d  y. 


11 
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Das  nnbestimmte   Integral  dieser  Formel  in   Hinsicht  y  ist  gleich 

(3)  (axy+-^+cy)dx+C, 

worin  G  die  Konstante  der  Integration  bezeichnet.  Die  Grenzen  von 
y  sind  vermöge  (l) 

y  =  -  Kr*  -  x2  und  y  =  +  VR^  -  x\ 

Für  diese  Grenzen  erhält  man  aus  (3) 

(4)  2(ax  +  c)VR2-x2dx. 

Dies  ist  das  Yolnmen  eines  Teiles  des  Cylinders,  welcher  zwischen 
zwei  Ebenen  liegt,  die  parallel  zur  Ebene  yz  lanfen  and  von  ihr  um 
X  und  X  -f  d  X  abstehen.     Das  unbestimmte  Integral  von  (4)  ist 

-  ^  (R2-X  V  +  c  [x  Vr^  -  x2  +  R2  Are  sin  -|-1  +  C. 

Um  den  Inhalt  des  ganzen  Cylinders  zu  erhalten,  ist  hier  x  von 
—  R  bis  -h  R  zu  nehmen.  Mithin  wird  der  Inhalt  des  ganzen  Cylin- 
ders gleich 

R^TTC. 

Nun  ist  R^TT  die  Grundfläche  dieses  Cylinders  in  der  Ebene  xy; 
somit  ist  c,  d.  h.  das  Stück,  welches  die  Ebene  (2)  auf  der  z  Achse 
vom  Anfangspunkt  aus  abschneidet,  seine  mittlere  Höhe. 

348.  y«Ianen  eines  Körpers  in  Polarkoordinaten.  Man  nehme 
den  Anfangspunkt  der  drei  rechtwinkeligen  Achsen  x,  y,  z  als  Pol  an. 
Es  sei  r  der  Radiusvektor  eines /Punktes,  also  der  Abstand  dieses  Punk- 
tes vom  Pol,  9>  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  durch  r  und  die  z  Achse 
mit  der  Eoordinatenebene  xz  bildet  und  9  der  Winkel,  welchen  r  mit 
der  Ebene  xy  einschliesst. 

Denkt  man  sich  vom  Pol  aus  mit  dem  Radius  r  eine  Eugelfläche 
beschrieben,  so  kann  man,  gemäss  der  Bezeichnung  eines  Punktes  oder 
Ortes  auf  der  Erdoberfläche,  die  Grösse  SP  die  Länge  und  O  die 
Breite  des  fraglichen  Punktes  auf  der  Eugelfläche  nennen.  In  die- 
sem Sinne  wird  die  Ebene  xy  zur  Aeqnatopebene ,  die  z Achse  zur 
Drehachse  und  rcosO  zum  Halbmesser  des  Parallelkreises,  der  durch 
den  Punkt  geht.  Die  Bogenelemente  r  d  O  auf  dem  Meridian  und 
r  cos  Od(p  auf  dem  Parallelkreis  können  als  Seiten  eines  rechtwinke- 
ligen Flächenelementes  angesehen  werden,  dessen  Inhalt  =  r^cosOdOd9>. 
Dieses  Flächenelement  kann  als  Grundfläche  einer  Pyramide  betrachtet 
werden,  deren  Spitze  im  Pol  liegt.  Beschreibt  man  mit  dem  Radius 
r  -{-  d  r  eine  zweite  Kugelfläche ,  so  kann  der  Teil  dieser  verlängerten 
Pyramide,  welcher  zwischen  diesen  beiden  Kngelflächen  liegt,  als  ein 
Prisma  angenommen  werden ,  dessen  Grundfläche  r^  cos  O  d  6  d  9  und 
dessen  Höhe  dr  ist.  Das  Volumen  dieses  Rörperelementes  ist  daher 
gleich 

r^  d  r  cos  ©  d  ö  d  y. 
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Dieser  Aasdniek  mass  in  Hinsicht  der  drei  VariabelD  r,  O,  g> 
zwischen  den  Grenzen  integriert  werden,  welche  sich  ans  der  Form 
des  zu  Sachenden  Volumens  ergeben.  Macht  man  sich  von  Integration 
zu  Integration  eine  Vorstelinng  von  der  geometrischen  Bedeatnng  der 
Resnltate,  so  findet  man  jene  Grenzen  leicht.  In  diesem  Sinne  ist  die 
Reihenfolge  der  Integration  ohne  Einflass  aaf  das  Endresultat. 

34t.  Iihalt  elier  Hagel.  Man  nehme  im  vorstehenden  Aasdracke 
des  Volnmenelementes  zuerst  9>  zwischen  den  Grenzen  9^  =  0  und 
V  =  2n^  so  erhält  man  dadurch  einen  Körperring  längs  des  Parallel- 
kreises vom  Inhalt 

2  TT  r^  d  r  cos  ö  d  ö. 

Das  unbestimmte  Integral  hiervon  in  Hinsicht  O  ist 

27rrMrsine  +  C. 

Nimmt  man  hierin  S  von ^  bis  +  — -,  d.  h.  vom  Sud-  bis 

zum    Nordpol,   so  erhält   man   den  Inhalt  einer  Kugelschale   von   der 
Dicke  dr  gleich 

27rr2dr(l  +  l)  =  47rr*dr. 

Mithin   wird  der  Inhalt  einer  hohlen  Kugel    mit  den   Radien  ro    und 
r  sein 


d  ro 


dr=    ^^(r*  — ro'). 
o 

n 


Wird   die  zweite  Integration   zwischen  den  Grenzen  O  und  —  ausge- 

fuhrt,  unter  Beibehaltung  des   angegebenen  Ganges,  so  erhält  man  als 
Inhalt  eines  Kugelausschnittes 

|7r(r»-ro»)(l-8ine). 

y.  Inhalt  krummer  Oberfläehen. 

SM.  Ansdraek  für  das  PlächeneleMent  und  die  Hache.  Die  Glei- 
chung der  Oberfläche  sei 

(1)  z  =  f(x,y). 

Man  lege  durch  diese  Oberfläche  zwei  Ebenen,  parallel  zur  Ebene  y  z, 
in  den  Abständen  x  und  x  +  d  x  vom  Anfangspunkte  der  Achsen ; 
ebenso  zwei  Ebenen,  parallel  zur  Ebene  xz,  in  den  Abständen  y  und 
y  -h  d  y  ^om  Anfangspunkte  aus.  Diese  vier  Ebenen  schliessen  ein 
Element  der  gegebenen  Oberfläche  ein,  das  als  eben  angesehen  werden 
kann  und  das  wir  mit  d  F  bezeichnen  wollen.  Die  Projektion  von  d  F 
auf  der  Ebene  x  y  ist  das  Rechteck  d  x  d  y.  Dieses  Flächenelement 
bilde  mit  der  Ebene  xy  einen  Winkel  a,  so  wird  sein 

/«\  1  -ra       d  X  d  y 

(2)  d  F  = ^. 

cos« 
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Hierin  ist  cos  a  durch  die  Koordinaten  der  Fläche  (1)  aasznd rücken. 
Za  diesem  Zwecke  lege  man  darch  das  Flächenelement  d  F  eine  Ebene, 
so  wird  diese  Ebene  die  kramme  Oberfläche  im  Punkte  x,  y,  z  berühren 
und  den  Winkel  a  mit  der  Ebene  xy  bilden.  Die  Gleichung  dieser 
Berährungsebene  sei  (vergleiche  die  Aufgabe  in  §  313) 

(3)  z  =  a  X  +  b  y  +  c. 

Irgend  ein  Lot  auf  diese  Berährungsebene  bildet  mit  der  z  Achse 
ebenfalls  den  Winkel  a.  Statt  eines  beliebigen  Lotes  nehme  man  das- 
jenige, welches  durch  den  Anfangspunkt  der  Achsen  geht,  so  sind  die 
Gleichungen  dieses  Lotes  (§  313,  Formeln  4  und  5) 

(4)  x  +  az  =  0;       y  +  bz  =  0. 

Allein  die  partiellen  Differeutialverhältnisse  der  Gleichung  der  Ebene 
(3)  sind 

d  X  dy 

Im  Berührungspunkt    sind   die   Koordinaten   x,  y,  z   der   krummen 

Oberfläche  und  der  Berührungsebene  dieselben.     Man  kann  daher  die 

Vorzahlen  a  und  b,   welche  in  der  Gleichung  (3)   der  Berührungsebene 

und  in  den  Gleichungen  (4)  des  Lotes  vorkommen,  ableiten,  wenn  man 

dz  dz 

die  partiellen  Differential  Verhältnisse  — —  und  — —  der   Gleichung  (1) 

der  krummen  Oberfläche  bildet. 

Nun  nenne  man  p  die  Länge  des  Lotes  vom  Anfangspunkte  aus 
und  X,  y,  z  die  Koordinaten  seines  Fusspunktes  auf  der  Berührungsebene, 
so  wird  sein 

z 


(6)  cos  a  =  -—  = 


P         yx2  +  y2  +  z«   ' 
Führt  man  die  Werte  von  x  und  y  aus  (4)  in  (6),  so  findet  man 

1 


cos«  = 


KH-  a^  +  b« 

oder  mit  Rücksicht  auf  (5) 

1 

(7)  cos  a  = 


K'+(^r+(w) 


2 


Setzt  man  diesen  Wert  von  cosa  in  (2),   so   folgt   als   Wert  des 
Flächenelementes 


(8) 


,.>a..,|/.+(i|)V(4^y. 


dz 
Wird  hierin  — —  =  a  =  0,    so   geht   die  Gleichung    (3)    über   in 

z  =  b  y  -f-  c.     Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene ,  welche  parallel  zur 

Antenheimer,  Elementarbnch.  34 
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X  Achse  liegt.    Mithin  wird  d  F  zam  Element  einer  cylindrischen  Fläche, 
deren  Kanten  parallel  zur  x  Achse  liegen. 

dz 
Wird  — —  =  b  =  0,  so  wird  d  F  zam  Element  einer  cylindrischen 

Fl&che,  deren  Kanten  parallel  zur  y  Achse  laufen. 

Sind  -^ —  und  -z —  zugleich  =  0,   so  verwandelt  sich  die  Formel 

dx  dy 

(8)  in 

dF  =  dxdy 

als  Ausdruck   des   Elementes   einer  Fläche,   welche  in  der  Ebene  xy 
liegt  oder  mit  ihr  parallel  ist. 

Die  Gleichung  (1)  kann  dazu  benutzt  werden,  um  z  ans  (8)  zu 
eliminieren.  Es  kommen  dann  in  diesem  Differential  nur  die  unabhängig 
Variabein  x,  y  vor. 

Dm  das  Integral  zu  erhalten,  sind  zwei  Integrationen  nötig:  eine 
nach  X  und  eine  nach  y.     Der  Vorgang  dabei  ist  folgender. 

Die  beiden  Ebenen,  welche  in  den  Abständen  x  und  x  +  d  x  vom 
Anfangspunkt  senkrecht  zur  x  Achse  gelegt  sind,  schliessen  unendlich 
viele  Flächenelemente  wie  dF  ein.  Sie  haben,  der  x  Achse  nach  ge- 
messen, die  Breite  d  x  und  dehnen  sich  über  die  Oberfläche  aus,  soweit 
dies  die  Grenzen  von  y  zulassen.  Integriert  man  daher  in  Hinsicht  y, 
so  erhält  man  den  Teil  der  Oberfläche,  welcher  zwischen  den  genannten 
zwei  Ebenen  eingeschlossen  ist.    Die  Andeutung  für  diese  Ausdehnnng  ist 

Lässt  man  nun  x  sich  ändern  zwischen  zwei  Grenzen,  so  reihen 
sich  unendlich  viele  Flächenelemente  an  einander,  deren  Ausdruck  (9) 
ist  und  bilden  die  gesuchte  Fläche.  Diesem  Vorgang  entspricht  die 
Integration  der  Grösse  (9)  in  Hinsicht  x.  Man  erhält  dann  für  unbe- 
stimmte Grenzen  der  Variabein 


"r  ^=J-'^'i/'+(^)'+(-37) 


2 


Man  kann  auch  zuerst  die  Integration  in  Hinsicht  x  ausfahren. 
Man  erhält  dann  eine  Fläche,  welche  zwischen  zwei  Ebenen  einge- 
schlossen ist,  die  senkrecht  zur  y  Achse  stehen  und  zwar  in  den  Ab- 
ständen y  und  y  H-  d  y.     Der  Ausdruck  dafür  ist 

Solche  Flächenstreifen  reihen  sich  längs  der  y  Achse  unendlich 
viele  an  einander.  Es  muss  daher  der  letzte  Ausdruck  in  Hinsicht  y 
integriert  werden,  was  man  andeutet  durch 

<■"  r=Ja,/a.|/.+(ify+(^y. 
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Die  Werte  (10)  aod  (11)  sind  fär  dieselben  Grenzen  von  x  und 
ebenso  für  y  gleich  gross.  Die  Reihenfolge  der  Integration  ist  mithin 
gleichgültig.     Man  kann  daher  aoch  schreiben 

SSI.  Teil  eiier  Rbene.     Die  Gleichung  einer  Ebene  ist 

Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0. 
Für  diese  wird 

^__A^      ^ JB^ 

dx  ""        C  '     dy  ~        C  • 

Daher  das  Flächenelement 

.,=.,a,|/.+(Ay+(By. 

Man  denke  sich  hierin  y,  beziehangsweise  d  y  konstaut,  integriere 
also  nar  in  Hinsicht  x  und  zwar  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  xi,  so 
erhält  man 

(x.-xo))/i+(Ay+(|y.dy 

als  Wert  einer  Fläche,  deren  Projektion  auf  der  Ebene  xy  die  Grösse 
xi  —  xo  zur  Länge  und  d  y  zur  Breite  hat.  Integriert  man  nun  noch 
in  Hinsicht  y  zwischen  den  Grenzen  yo  und  yi,  so  wird  die  gesuchte 
Fläche 

F  =  (XI  -  xo)  (yi  -  yo) )/l+(^y +  (!-)'. 

Diese  Fläche  ist  von  zwei  Paar  parallelen  Ebenen  eingeschlossen. 
Zwei  dieser  Ebenen  stehen  senkrecht  zur  x  Achse  in  den  Abständen 
Xo  und  xi  vom  Anfangspunkt  und  die  beiden  andern  senkrecht  zur  y  Achse 
in  den  Abständen  yo  und  yi   vom  Anfangspunkt. 

352.  •berlache  der  Kigel.     Aus  der  Gleichung  der  Kugel 

(1)  x«  +  y2  +  z2  =  R2 

folgt  durch  Differentiation 

^^^  "dx~~       z'        dy~^       z- 

Hierfür  wird  das  Element  der  Eugelfläche 


2  ^2 


dF=dxdyl/l+^-+  ^ 


z2     '    z2 


oder  indem  man  auf  gleiche  Benennung  bringt  und  Gleichung  (1)  be- 
rücksichtigt • 

Rdxdy 


(3)  dF  = 


VR«  -  x«  -  y«  ' 

24* 
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Um  dieses  Differential  (3)  in  Hinsicht  y  zu  integrieren,  nimmt  man 
X  als  konstant  an.     Man  erh&lt 


(4)     Rdx  f-r/^r^^o 5  =  R  d  X  Are  sin  ^^T^^j^ T  +  C- 


KR*-x2-y«  V  R^  -  x2 

Dieses  Integral  stellt  ein  Flächenelement  dar,  das  über  der  Ebene 
X  y  liegt  und  von  zwei  Schnittebenen  eingeschlossen  wird,  welche  senk- 
recht znr  X  Achse  liegen  und  am  x  und  x  -f-  d  x  vom  Anfangspunkt 
abstehen.  Dieses  Element  hat  die  Form  eines  abgekürzten  Kegelmantels, 
dessen  Kanten  unendlich  klein  sind.  Bei  konstantem  x  werden  die 
Grenzen   fnr  y  aus   (1)  erhalten ,   wenn    man   z  =  0   setzt.     Dies   gibt 

y  =  i  V^R^  —  X*.  Nimmt  man  das  Integral  (4)  zwischen  den  Grenzen 
y  =  —  )/^R2  _  ^2  Qjj^i  y  =  -j-  |^R2  —  x^  80  erhält  man  als  Wert  des 
ganzen  Flächenelementes  über  der  Ebene  xy: 

TT  Rdx. 

Mithin  wird  die  Kngelfläche  über  der  Ebene  xy 

dx  =  27rR2. 

Würde  man  das  Differential  (3)  zuerst  in  Hinsicht  x  integrieren, 
so  wäre  y  konstant  zu  nehmen.  Man  erhielte  zunächst  ein  Flächen- 
element  über  der  Ebene  xy,  das  zwischen  zwei  Ebenen  liegt,  welche 
senkrecht  sind  zur  y  Achse  und  um  dy  aus  einander  stehen.  Die 
Grenzen   von   x  würden    aus   (1)   erhalten,    wenn    man   z]|=^ 0]J setzt. 

Diese  Grenzen  wären  also  x  =  i  V  R^  —  y^ 

Bemerkung.     Die  Gleichung  einer  Ebene  sei 

z'  =  a  x'  -f  b  y'  +  c. 

Damit  diese  Ebene  die  Kugel  (1)  im  Punkte  x,  y,  z  berührt,  muss 
sein 

z  =  ax4-by  +  c. 
Durch  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  folgt 

z~z'  =  a(x-xO  +  b(y-yO. 

dz  dz 

Führt  man  hierin  obige  Werte  von  a  =  — —  und  b  =  -; — ,    wie    sie 

dx  dy 

ans  der  Gleichung  (1)  der  Oberfläche  hervorgehen,  ein,  so  kommt 

z  -  z'  =  -  ~(x  -  xO  -  -^(y  -  yO 
z  z 

oder  indem  man  mit  z  multipliziert  und  die  Gleichung  (1)  berücksichtigt 

xx'  +  yy'  +  zz'  =  R^ 

Dies  ist  somit  die  Gleichung  einer  Ebene,    welche   die  Kugel   berührt. 

US.  Cyllnderlache  In  einer  Kngellache.  %in  Kreiscylinder  gehe 
durch  eine  Kugel.  Man  soll  den  Teil  der  Cylinderfläche  bestimmen, 
welcher  innerhalb  der  Kugelfläche  liegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass 


—     373      — 

der  Hiltelpankt  H  der  Kagel  (Fig.  122)  aaf  der  GyliDderfl&che  liege 
und  dass  der  Durchmesser  H  A  des  Cylioders  gleich  dem  Haihmesser  a 
der  Edgel  sei. 

Es  gelte  die  BezeichDang  von  §  343,  so  erhält  man  als  Gleicboog 
der  Kagel 

(1)  a«  =  x»  +  y>  +  z». 

Die  Kurve,  längs  welcher  sich  die  Cylinder-  and  Kogelfl&che  schneiden, 
gibt  anf  der  Ebene  xz  eine  ProjektioD,  deren  Gleichung  ist 

(2)  j'  =  ax-x» 

nud  eine  Projektion  anf  der  Ebene  xy,  deren  Gleichung  sein  wird 

(3)  y'  =  a'  — ax. 

Für  die  CylinderflSche  ist  -j—  =  0,  weil  die  Kanten  derselben  parallel 

zur  y  Achse  sind  (S.  350).     Es  folgt  dies  anch  aus  Fig.  122. 

Gleichuug  (2).     Dagegen  erhält  man  aus  (2) 


dx  2z  2Ka3t-x*' 

Mithin  wird  das  Element  der  CyMnderflgche 

Das  Dnbestimmte  Integral  dieses  DiffereDtials  in  Hiosicbt  y  ist 

Zwei  Ebenen,  welche  senkrecht  zur  s Achse  stehen  und  den  Ab- 
stand d  X  von  einander  haben,  schliesseo  zwei  gleiche  Flächen  demente 
des  Cylindere  ein.  Das  eine  derselben  liegt  ober,  das  andere  nnter 
der  Ebene  xy.  Das  Integral  (4)  stellt  das  eine  dieser  Elemente  dar, 
das  über  der  Ebene  x  y  liegt.  Dm  dieses  Element  in  der  Richtung  der 
y Achse  durch  die  Rugelfläche  abzugrenzen,  muss  das  Integral  (4)  ge- 
nommen werden  zwischen  den  Grenzen 

—  V  a*  —  a  X  nnd  +  Va*  —  ax, 
wie  sie  sich  aus  (3)  ergeben.     Für  diese  Grenzen  wird  (4)  zu 

(5)  ds  =  aKa  -y^^^ 

K  ax  —  x'  y  X 


Nun  ist 


lj^  =  .K7^o. 


Folglich  das  Integral  (5)  zwischen  den  Grenzen  0  und  a 
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Dieser  Wert  ist  die  Cylinderfl&che  über  der  Ebene  x  y.  Somit  ist 
die  ganze  Gylinderflftche ,  welche  von  der  Engeifläche  eingeschlossen 
wird  =»  4  a'. 

SS4.  legellieke.  Es  sei  h  die  Höhe,  a  der  Radios  der  Gmnd- 
fl&che  nnd  k  die  Kante  eines  senkrechten  Kreiskegels. 

Man  nehme  die  z  Achse  in  der  Achse  des  Kegels  and  die  x-  and 
y  Achsen  in  der  Grandflftche  desselben  an.  Ein  Punkt  auf  der  Kante  k 
habe  za  Koordinaten  x,  y,  z.  Nun  denke  man  sich  das  rechtwinkelige 
Dreieck,  dessen  Hypotennse  k  nnd  dessen  Katheten  a  and  h  sind  nnd 
ziehe  vom  Pankte  x,y,  z,  der  in  der  Hypotennse  liegt,  eine  Parallele 
zur  Kathete  a  bis  zar  Achse,    so  ist  die   Länge  dieser  Parallelen  = 

Vx^  +  y^  and  der  obere  Abschnitt  der  Kathete  h  =  h  —  z.     Daher 
erhält  man  die  Proportion 

h :  a  =  h  —  z :  V  x*  +  y*. 

Hieraas  ergibt  sich  folgende  Gleichung  der  Kegelfläche 

(1)  z  =  h  --Vx^  +  y«. 

a 

Die  partiellen  Differentialverhältnisse  von  (1)  sind 

dz  h  X  dz  h  y 


dx  a  yx2+  y2  dy  a  y^^Ty 


Mithin  wird  das  Element  der  Kegelfläche 


1  /         h*        X*  h^        y*  k 

dxdy  1/  1  +  T2-  „2   I  ..2   +  12-  „2  I  „2  =-dxdy. 


a^    X*  +  y*  a^    x^  +  y*        a 


Das  Integral  dieses  Ausdruckes  in  Hinsicht  y  ist 

(2)  -dx-y  +  C. 

a 

Dieses  Integral  stellt  ein  Flächenelement  dar,  das  zwischen  zwei 
Ebenen  liegt,  welche  senkrecht  zur  x  Achse  stehen  und  um  x  und 
x-fdx  vom  Anfangspunkt  der  Achsen  entfernt  sind. 

Die  erstere  dieser  beiden  Ebenen  schneidet  die  Grundfläche  längs 
einer  Sehne,    welche    parallel   zur   y  Achse   liegt  nnd  eine  Länge  = 

2  V  a^  —  X*  hat.     Die   Grenzen    von   y   im   Integral    (2)    sind    daher 

—  y  a^  —  x^  und  +  V  a*  —  x^.  Diese  Grenzen  ergeben  sich  aus 
Formel  (1),  wenn  man  in  ihr  z  =  0  setzt.  Für  diese  Grenzen  erhält 
man  daher  aus  (2) 

— dxFi;^^=^^ 

a 

Mithin  wird  ein  Teil  des  Kegelmantels,  welcher  zwischen  zwei 
Ebenen  liegt,  welche  parallel  zur  Ebene  yz  sind  und  einen  beliebigen 
Abstand  von  einander  haben,  gleich 


^J'-^»^=~t>^^ 


Wird  dieses  lotegral  von  x  =  0  bis  s  =  a  genommen,  so  erhält 
man  den  halben  lohalt  des  Kegelmantels  =^a7Tk.  Also  ist  der 
ganze  Kegelmantel  =aTik. 


VI.   Physikalische  Aofgaben  ttber  mehrfache  Integrale. 

3K.  TvrsUi  elies  reehlwlakellgen  PrhMas.  Die  Kanten  dieses 
Prismas  seien  a,  b,  c.  Die  Kante  c  stelle  die  Länge  dar.  Dieses  Prisma 
werde  an  einem  Ende  seiner  Länge  festgehalten  and  am  andern  verdreht 
darch  ein  statisches  Moment  M,  dessen  Kraft  in  einer  zor  Kante  C 
normalen  Ebene  liegt.  Die  Endfläche,  in  welcher  des  Moment  M  wirkt, 
sei  ab  (Fig.  123).  Die  Faser,  welche  dnrch  die  Schwerpunkte  aller 
Qaerscbnitte  geht,  bleibt  während  der  Torsion  geradlinig.  Diese  Gerade 
bildet  die  Drehachse.  Alle  andern  Punkte  des  KOrpers  werden  am 
diese  Achse  hemm  in  der  Richtnog  der  Drebnog  verschoben.  Anf  die 
VerschieboDgen  in  der  LÜDgenrichtang  (§  310)  werde  hier  keine  Rück- 
sicht genommen. 

Man  lege  dorch  die   Mitte   0   des  Querschnittes  ab  zwei   recht- 
winkelige Achsen  Ox,  Oy,  parallel  za  deo  Kaoten  a,  b.     Es  seien  s,y 
die  Koordinaten  eiaes   Punktes  n  der  Rechtecksfl&cbe. 
Ein  Punkt  dieses  Qaerschnittee  ab,  im  Abstände  1  voo        Fig.  123. 
dem  Drehpunkt  0,  erhalte  eine  Drehnng  =  a,  so  wird 
die    Drehung   des   Punktes  n,  im   Abstände  VI}  +  y"  i 
von    der   Drebadise   sein  =  a  V  x^  +  y*.     Die   Kraft,  | 
welche  ein  Flächenelement  dxdy   in  diesem  Abstände  ; 
um  die  Grösse  ß|^x*  +  y'^  verschiebt,   ist  proportional  1 
dieser  FISche,  dieser  Verschiebung,  verkehrt  proportional  | 
der  Länge  des  Körpers   nnd    abhängig    von    einer  Kon- 
stanten T.     Folglich  ist  diese  Kraft  gleich 

-^dxdyK^*+y=. 

Mnltipliziert  man  diese  Kraft  mit  dem  Hebelsarm  0  n,  an  welchem 
sie  wirkt,  so  erhält  man  ihr  statisches  Moment  gleich 

dxd  y(x^  +  y*). 

Wird  dieses  Differential  integriert  in  Hinsicht  x  von  —  i&  bis  -h  ^& 
und  das  Resultat  sodann  in  Hinsicht  y  voo  —  ^  b  bis  4-  ^  h,  so  er- 
hält man  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  die 
Flächen  demente  des  ganzen  Querschnittes  ab  verschieben.  Da  die 
Grenzen  von  x  nnd  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist  die  Reihen- 
folge, in  welcher  die  beiden  Integrationen  ausgeführt  werden,  ohne 
Einflass  aof  das  Ergebnis.     In  Zeichen  ist  daher 
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Nan  ist 


£ 


12 


und 


y 

b 


£;dy(-^  +  ay«)  =  :j|-(a«-b.). 


Folglich 


"=Tr-^(*' +•>')«• 


Drfickt  man  a,  statt  im  Bogenmass,  in  Graden  aas,  so  erhält  man 

M  = 


12     c 


180 


SM.  TragheitsBtMeBt  elier  Kigel.  Man  lege  durch  den  Mittel- 
pankt  der  Kagel  die  drei  rechtwinkeligen  Achsen  der  x,  y,  z.  Die 
Rngel  drehe  sich  nm  die  z  Achse.  Es  sei  r  der  Radiusvektor  eines 
Punktes  im  Innern  der  Kugel,  9  die  Länge  und  S  die  Breite  dieses 
Punktes,   so   ist  das  Volnmenelement  der  Kugel  an  dieser  Stelle  (§  348) 

r^  d  r  cos  e  d  e  d  y . 

Es  sei  m  die  Masse  der  Kubikeinheit  des  Materials  in  diesem 
Punkte,  so  ist  die  Masse  dieses  Volumenelementes 

m  r*  d  r  cos  e  d  O  d  y. 

Der  Abstand  dieses  Elementes  von  der  z  Achse  als  Drehachse  ist 
=  rco8  9.  Multipliziert  man  das  Quadrat  dieses  Abstandes  (§  186) 
mit  der  vorstehenden  Masse,  so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  des 
Volumenelementes  gleich 

mr*drcos'ededy. 

Es  sei  die  Kugel  homogen,  so  wird  m  konstant  sein.  Das  Inte- 
gral hiervon  in  Hinsicht  9>  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  7r  ist 

(1)  2  7rmr*drcos'ede. 

Dieser  Ausdruck  ist  das  Trägheitsmoment  eines  unendlich  dünnen 
körperlichen  Ringes,  längs  eines  Parallelkreises  gelegen,  der  die  nörd- 
liche Breite  O  und  den  Abstand  r  vom  Mittelpunkt  hat. 

Wird  (1)  integriert  in  Hinsicht  9  von —  bis  +  -^,  so  erhält 

man    das   Trägheitsmoment  einer  unendlich    dünnen   Kugelschale   vom 
Halbmesser  r.     Nun  ist  nach  §  80,  Formel  (13) 


/ 


1         «  2 

cos'e  d  e  =  -—  cos^ö  sin  e  +  -T-  sin  O  +  C, 


n 

r 
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cos^ed©  = 


3 

2 

Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieser  Kngelschale  gleich 

(2)  |7rmr*dr 

und  somit  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Engel,  wenn  R  den  Halb- 
messer derselben  bezeichnet 

TT  m       r*  d  r  =  — —  rt  m  R\ 


f  r*dr  = 


3  Jo  15 

Es  sei  die  Dichtigkeit  des  Materials  eine  Funktion  von  r,  so  dass 
man  etwa  hat 

(3)  m  =  a  T  b  r, 

worin  a  die  Masse  der  Knbikeinheit  im  Mittelpunkt  und  b  die  Ab- 
oder  Zunahme  der  Masseneinheit  für  jede  Längeneinheit  des  Radiusvektor 
bedeutet.  Hiernach  ist  die  Dichtigkeit  in  einer  und  derselben  Kugel- 
fläche, die  ihren  Mittelpunkt  im  Mittelpunkt  der  Kugel  hat,  dieselbe. 

Setzt  man  den  Wert  von  m  aus  (3)  in  (2)  und  integriert,  so  erhält 
man  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  gleich 

^        r(aTbr)r*dr=^7rR5(a=F-|-bR). 
J  (\  15  6 


n 


357«  AniiehuBg  einer  Kugel  und  eiaes  nateriellen  Punktes  nach 
dem  liesetse  der  drafitation.  Die  Aufgabe,  welche  in  §  219  unter 
gewissen  Beschränkungen  gelöst  wurde,  soll  hier  allgemein  behandelt 
werden.     Es  seien 

m,  m'  zwei  sich  anziehende  Massenteilchen  in  A  und  B  (Fig.  124), 

a,  r  dier  Abstände  dieser  Teile  vom  Mittelpunkt  M  der  Kugel, 

n  der  Abstand  AB  dieser  Teile  unter  einander, 

9  der  Winkel,  welchen  a  und  r  bilden, 

Q  die  Masse  der  Knbikeinheit  der  Kugel,  welche  in  gleichen  Ab- 
ständen vom  Mittelpunkt  der  Kugel  gleichen  Wert  habe  und 

e  die  Anziehung  zweier  Masseneinheiten  im  Abstände  1  von 
einander,  so  ist 

...  mm' 

(1)  e-^ 

der  Ausdruck  für  die  Anziehung  der  Massen  m,  m'  nachjdem  Gesetze 
der  Schwere. 

Man  lege  durch  die  Abstände  a  und  r  eine  Ebene,  p^g  ^24. 
beschreibe  in  ihr  mit  den  Radien  r  und  r  -f  d  r  zwei 
Kreise,  lasse  sodann  ^  in  9*  -h  d  9*  übergehen,  so  dass 
der  Radius  BM  nach  CM  kommt,  so  wird  der  Bogen 
B  C  =  r  d  9^  sein.  Zwischen  jenen  zwei  Kreisen  und 
diesen  zwei  Radien  liegt  ein  Flächenelement  =  r  d  r  d  9>. 
Dreht  man  die  Ebene  des  Kreises  um  A  M  als  Achse  um 
einen  Winkel  d  O,  so  beschreibt  der  Punkt  B  einen  Weg    - —  ^  l 


1 
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nrsiii9<l^«  ftlso  <li6  Fl&che  rdrd9  ein  Volumen  =  r^drsiof^df^dO. 
Die  Masse  dieses  Volamenelementes  ist  =  p  r^  d  r  sin  9>  d  9>  d  O.  Somit  ist 
nach  (1)  die  Anziehung  dieses  Massenelementes  und  der  Masse  m  in  A 
gleich 

,,^.  r*  d  r  sin  9  d  y  d  O 

(2)  epm ^ . 

Man  zerlege  diese  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte,  parallel  und  senk- 
recht zur  Achse  AM,  so  ist  die  erstere  gleich 

/«x  r^  d  r sin  y  d  y  d  O         «  *  „ 

(3)  e  p  m j cos  B  A  M. 

Nun  folgt  aus  dem  Dreieck  BAM 

(4)  u*  =  a*  +  r'  ■—  2  a  r  cos  9 

DAM       a  —  r  cos  y 
cos  B  A  M  «s ^. 

u 

Eliminiert  man  hieraus  r  cos  9»  so  folgt 

o2 r^  4_  «2 

co8BAM  =  -?^ — ^  ^      . 

2au 

Führt  man  diesen  Wert  in  (3),  so  erhält  man 

/ex  r^drsinydydO      j        „   i      2^ 

(5)  e  e  m 2^3 (a«  -  r^  +  u«). 

Durch  Differentiation  von  (4)  in  Hinsicht  9  nnd  n  folgt 

u  d  u  =  a  r  sin  9^  d  9* 

Fährt  man  den  Wert  von  sin  f'  d  9^  aas  dieser  Formel  in  (5),  so 
ist  die  Anziehung  des  Masseoelementes  der  Kugel  und  des  .Teilchens  m 
parallel  zur  Achse  AM: 

epm      ,    j^a^  —  r^  +  u^, 

^  ^   r  d  r  d  e ^ d  u. 

2a^  u^ 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  in  Hinsicht  O,  zwischen  den 
Grenzen  6  =  0  und  O  =  2  tt,  ist  die  Anziehung  der  Masse  m  und  der 
Masse  eines  Ringes,  der  vom  Flächenelement  rdrd9^  bei  einer  vollen 
Umdrehung  um  AM  entsteht.     Diese  Anziehung  ist  daher 

(6)  — ^rdr(^l  +  — ^^— jdu. 

Die  Seitenkräfte,  welche  die  Massenelemente  dieses  Ringes  aaf  m 
ansähen,  in  senkrechter  Richtung  zur  Drehachse  A  M,  heben  sich  gegen- 
seitig auf. 

Behufs  der  Integration  der  Formel  (6)  in  Hinsicht  u  beachte  man, 
dass 

pdu  _  __1_ 

J    u«   "*        u  • 
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Folglich  ist  das  Integral  von  (6)  für  unbestimmte  Grenzen 

(7)  iLlLErdr(n-^)  +  C. 

Man  wähle  hier  die  Grenzen  von  n  so,  dass  dieser  Ausdrack  die 
Anziehung  der  Masse  m  auf  eine  ganze  Kugelschale  vom  Halbmesser  r 
und  der  Dicke  dr  darstellt. 

I.  Befindet  sich  die  Masse  m  ausserhalb  der  Kugelschale,  so 
sind  die  Grenzen  von  u  gleich  a  —  r  und  a  +  r.  Für  diese  Grenzen 
wird 

a^  —  jp2 

u =  4  r. 

u 

Folglich  das  Integral  (7)  gleich 

(8)  e — ^f— r^dr. 

Allein   es  ist  4  7rpr^dr  die  Masse  der  Kugelschale.     Bezeichnen   wir 
sie  mit  9R,  so  geht  der  Ausdruck  (8)  über  in 

müR 


e 


a2 


Also  ist  die  Anziehung  eines  Massenteilchens,  das  sich  ausserhalb 
der  Kugelschale  befindet,  auf  die  Kugelschale  gerade  so,  wie  wenn  die 
Masse  der  Kugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Besteht  die  Kugel  aus  unendlich  vielen  konzentrischen  Kugel- 
schichten, sei  es,  dass  die  Dichtigkeit  der  Masse  von  Schicht  zu 
Schichte  sich  ändert,  oder  dass  sie  für  alle  gleich  ist,  so  wird  die 
Anziehung  aller  Schichten,  d.  h.  der  ganzen  Kugel  auf  den  ausser  ihr 
liegenden  Punkt  sein,  wie  wenn  die  Kugelmasse  in  ihrem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre. 

Für  eine  homogene  Kugel  ist  diese  Anziehung  nach  (8) 

4yrpm    ^  2^    _  -^  r»  mW 


rr2dr  = 


2 


e 5 I    r-ar  = -r-e TT pm— 5- =  e 

a^       Jo  3         ^       a^  a 

wenn  Wt'  die  Masse  der  ganzen  Kugel  bezeichnet. 

Ist  p  nicht  konstant,   sondern  eine  Funktion  von  r,  so  dass  z.  B. 

p  =  pqpqr, 

so  setze  man  diesen  Wert  von  p  in  (8)  und  man  erhält  als  Anziehung 
der  Kugel  auf  das  ausser  ihr  liegende  Massenteilchen  m: 

4e7rm/^',__      .«,  4^r*m,_3       v 

— ^^-J^(pTqr)rMr  =  e-3^j5-(pT-4-qr). 

IL  Befindet  sich  der  Punkt  A,  dessen  Masse  =  m  ist,  innerhalb 
der  Kugelschale  vom  Halbmesser  r  und  der  Dicke  dr,  so  müssen  im 
Integral  (7)  die  Grenzen  von  u  zwischen  r  —  a  und  r  +  a  genommen 
werden.     Hierfür  wird 

a^  — •  r^ 

u =  0. 

u 
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Also  verechwindet  das  Integral  (7).  Somit  ist  die  Anziehang  einer 
unendlich  dünnen  Kagelschicht  mit  gleichförmiger  Dichte  auf  einen 
materiellen  Ponkt,  der  sich  innerhalb  der  Kngelschicht  befindet,  gleich 
Null.  Liegt  der  materielle  Punkt  innerhalb  einer  beliebigen  Anzahl 
unendlich  ddnner,  konzentrischer  Kugelschichten,  so  gilt  der  Satz  für 
jede  dieser  Schichten,  gleichviel  ob  die  Dichte  der  Masse  von  Schiebt 
zu  Schicht  ändert  oder  gleich  bleibt;  also  gilt  er  auch  für  eine  Schicht 
Ton  endlicher  Dicke. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  die  Anziehung  einer  Kugel  auf  einen  Punkt 
in  ihrem  Innern  reduziert  auf  die  Anziehung  derjenigen  konzentrischen 
Kugel,  deren  Oberfläche  durch  diesen  Punkt  geht.  Je  näher  daher 
dieser  Punkt  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt,  um  so  schwächer  wird 
er  von  ihr  angezogen. 

Ist  die  Masse  der  Kugel  homogen,  also  g  konstant,  so  ist  die 
Anziehung  der  Kugel  vom  Halbmesser  r  auf  das  Massenteilchen  m,  das 
den  Abstand  a  vom  Kagelmittelpunkt  hat,  nach  (8) 

4:71  gm    f**o.  47rapm 

Diese  Anziehung  hängt  somit  nicht  vom  Halbmesser  der  ganzen 
Kugel  ab,  sondern  ist  dem  Abstand  des  anziehenden  Punktes  vom 
Mittelpunkt  der  Kugel  proportial  (Anwendung  hiervon  in  §  158). 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  ferner:  Besteben  zwei  Kugeln  aus 
konzentrischen  Schichten,  wovon  jede  Schicht  eine  homogene  Masse 
hat,  so  ziehen  sich  diese  Kugeln  an,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren 
Mittelpunkten  vereinigt  wären. 

358.  Aniiehuig  eines  ierges  und  eines  materieilen  Puktes  aif 
der  Spitie  des  ierges.  Der  Berg  habe  die  Form  eines  Rotationspara- 
boloides,  dessen  Achse  AD  (Fig.  125)  vertikal  liegt.  Ein  Schnitt 
durch  den  Berg  längs  der  Achse  wird  eine  Parabel  ACE  sein.    Es  seien 

X,  y  die  Koordinaten  A  B  und  B  C  eines  Parabelpunktes  C, 

h, nh  die  Hohe  AD  und  der  Halbmesser  DE  der   Grundfläche  des 

Berges, 
m  die  Masse  des  materiellen  Punktes  in  der  Spitze  A, 
p  die  Masse  der  Knbikeinheit  des  Berges,   welche   wir  gleichförmig 

voraussetzen  und 
e  die   Anziehung  zweier  Massen einheiten    im   Abstände  1    von   ein- 
ander. 

Da  bei  einer  Parabel  sich  die  Abscissen  verhalten  wie  die  Qua- 
drate der  Ordinaten,  so  ist  x :  h  =  y^ :  n^  h^,  woraus  als  Gleichung  der 
Oberfläche  folgt 

(1)  y2  =  n2hx. 

Man  lege  in  den  Abständen  x  und  x  -f-  d  x  vom  Scheitel  A  zwei 
Horizontalebeoen,  und  beschreibe  zwei  Cylinderflächen ,  deren  Achsen 
mit  A  D  zusammenfallen,  mit  den  Radien  r  =  B  F  und  r  4~  d  r,  wobei 
r  <  X  sein  soll ;  so  schliessen  diese  vier  Flächen  einen  Ring  ein,  des- 
sen Querschnitt  d  x  d  r  ist.  Endlich  lege  man  noch  zwei  Ebenen  längs 
der  Achse  A  D,  welche   einen  Winkel  d  9  bilden,   so    schneiden  diese 


(2)  e  ^,_^   , 
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Ebeaen  von  jenem  Ringe  ein  Volamenelement  =  dxdr-rd^  aas,  des- 
sen Masse  =pdxrdrd9  sein  wird.  Dieses  Teilchen  hat  den  Ab- 
stand A  F  =  y^x^  +  r^  von  der  Bergspitze.  Folglich  ist  die  Anziehung 
zwischen  diesem  Teilchen  und  der  Masse  m  gleich 

m  pdxrdrdy 
x^  +  r' 

Diese  Kraft  zerlege  man  in  eine  vertikale  und  eine  horizontale 
Seitenkraft.  Die  erstere  wird  erhalten,  wenn  man  die  Mittelkraft  (2) 
mnltipliziert  mit 

cos  F  A  B  =    ^^    ^  Fig.  125. 

Vx^  +  r« 

Mithin  ist  diese  Seitenkraft  gleich 

m  pxdxrdrd 9^ 

(3)  ®  1       • 

(x^  +  O^ 

Dieses  Differential  muss  nun  in  Hinsicht  der  drei  Variabein  9^,  r 
und  X  integriert  werden.  Das  Integral  in  Hinsicht  9',  von  0  bis  2n 
genommen,  nämlich  der  Ausdruck 

^  xdxrdr 

(4)  27remp j- 

(x^  +  O' 

ist  die  Anziehung  zwischen  m  und  jenem  Ringe,  dessen  Halbmesser  r 
nnd  dessen  Querschnitt  drdx  ist.  Die  horizontalen  Seitenkräfte, 
welche  aus  (2)  hervorgehen  und  sich  an  den  Teilen  dieses  Ringes  gel- 
tend machen,  heben  sich  gegenseitig  auf. 

um  das  Integral  von  (4)  in  Hinsicht  r  zu  erhalten,  denke  man 
sich  X  konstant  und  setze  r^  +  x^  =  v^,  so  wird  durch  Differentiation 
r  d  r  =  V  d  V,  also  auch 

r       rdr        ^  r  djv_  ^  _  JL  ^ 1 


(x^  +  O» 


X 


2 


Diese  Integration  von  (4)  gibt  die  Anziehung  von  m  und  einer 
Summe  von  Körperringen ,  welche  zwischen  den  Horizontalebenen  lie- 
gen ,  die  um  x  nnd  x  +  d  x  von  der  Spitze  abstehen.  Mithin  ist  das 
Integral  zwischen  den  Grenzen  r  =  0  und  r  =  B  C  =  y  zu  nehmen. 
Nun  ist 

rdr  1  .1 


1    -         ..-^--.    + 
0   (x^+r^)' 


F"y^  + 


X' 


Folglich  die  Anziehung  dieser  horizontalen  Schicht  und  der  Masse  m, 
nach  (4)  und  (1) 

^'        rdr 

g-  =27rem(>(dx 


(5)27rempxdx 


0   (x^+r2)2 


\  Kn^hx+xV 


—     382     — 

Dieser  Ansdrack   mnss  noch   in  Hinsicht  x  integriert  werden.     Es  ist 

xdx 


/i 


KnHx  +  x» 

.3  k  >^«3 


Vo«hx  +  x2-^log(-^  +  x+rn«hx  +  x»)  +  C. 

Allein  das  Integral  von  (5)  in  Hinsicht  x  ist  von  x  =  0  bis  x  =  h 
zü  nehmen,  om  die  Anziehung  aller  horizontalen  Schichten  des  Berges 
aaf  in  zu  erhalten.     Nan  ist 

Jo   VdHx  +  x«  2       »  u« 

Die  gesuchte  Gesammtanziehang  in  vertikaler  Richtung  ist  daher 
gleich 

(6)  2.emeh[l-Kr4^  +  ^log°'  +  ^+//^~g]. 

Dieser  Ausdruck  kann  unter  der  Voraussetzung  vereinfacht  wer- 
den, dass  der  Berg  sehr  flach  ist,  d.  h.  dass  die  Zahl  n  bedeutend 
grösser  ist  als  die  Einheit.     Man  erhält  zunächst  aus  (6) 

(7)  2.ea.ehn[l-)/l  +  ^  +  flog(l  +  ^,  +  f^l+^,)]. 

Entwickelt  man  nun  1/  1  -\ — ^  ^^^^  ^^^  binomischen  Satze  und  ver- 
nachlässigt die  Glieder   von  der  vierten  Potenz  von  —  an,  so  ist 


V 


1+^-.+ ' 


n«       *   '    2n«' 


Hierfür  wird  nach  der  Formel  (4)  des  §  63 


X*     .     X*         x* 


log(l+x)  =  x -  —  +  —  -  —  +  .. 


die  logaritbmische  Grösse 


Entfernt  man  rechts  die  Klammern,  so  heben  sich  die  Glieder  mit  — y 
auf.     Vernachlässigt  man   sodann  alle  Glieder   von  der  vierten  Potenz 
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der  Grösse  —  an,  so  wird  der  Wert  des  vorsteheDdeo  logarithmischeD 

D 

Aasdrackes  =— M— — — ^-j,  also   das   Integral  (7),   das   wir  mit  a 
bezeichnen  wollen 

a  =  27remehn[-i--(l  +  ^)  +  l--ß^], 


(8)  a  =  27remeh^l-— j. 


Nan  sei  R  der  Halbmesser  der  Erde,  diese  als  Kagel  gedacht, 
^'  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  and  A  die  Anziehung  der 
Erde  anf  das  Massenteilchen  m,  das  aaf  ihrer  Oberfläche  liegt,  so  ist 
nach  §  357 

4  TT  R  p'  m 
A  =  e . 

Mithin  das  Verhältnis  zwischen  den  Anziehungen  a  und  A 

a    _   3      p      h 


('-^> 


A         2      e'     R 

Nun  sei  n  =  5,  h  =  0,5  geographische  Meilen  und  da  man  an- 
nähernd nehmen  kann  (§  252) 

?  =  2,65,     p'  =  5,56,     R  =  860  Meilen, 

so  wird 

a    ^      1 

A        2776  • 

Mithin  ist  die  Anziehung  der  Erde  2776  mal   grösser  als   die   dieses 
Berges  auf  die  Masse  m. 

359.  Wärneentwickelong  bei  der  lllduBg  der  liMnehkorper,  Bach 
der  Hypothese  der  Entstehang  dieser  Körper  durch  YerdichtnDg  ans  Welt- 
diiBSt.  Nehmen  wir  ^n,  die  Materie,  welche  die  Himmelskörper  bil- 
den, habe  sich  ursprünglich  im  Weltraum  im  aufgelösten  Zustande  vor- 
gefunden und  sich  sodann  an  einzelnen  Stellen  dieses  Raumes,  nach 
dem  Gesetze  der  Gravitation,  verdichtet.  Jedes  kleinste  Teilchen  der 
Materie  hat  hierbei  auf  alle  übrigen  eine  anziehende  Wirkung  ausge- 
übt. Jeder  dieser  Anziehungen  entspricht  eine  Arbeitsgrösse  (§  166), 
weil  je  eine  Kraft  längs  eines  Weges  gewirkt  hat.  Denken  wir  uns 
alle  diese  Arbeitsgrössen,  welche  dem  Verdichtungsvorgang  eines  Him- 
melskörpers entsprechen,  berechnet,  und  sodann  diese  Arbeitsgrössen 
nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  in  Wärme  verwandelt.  Diese 
Wärme  wird  sich  über  die  verdichtete  Masse  des  Körpers  verbreitet 
und  ihr  eine  entsprechend  hohe  Temperatur  erteilt  haben.     Es  sei 

xo  die  ursprüngliche  Entfernung  zweier  Massenteilchen  m,  m^,  welche 

sich  anziehen, 
X    ihre  Entfernung  in  irgend  einem  Augenblick  ihrer  Annäherung, 
X,  ihre  Entfernung  in  dem  verdichteten  Himmelskörper  und 
e    die  Anziehung  zweier  Masseneinheiten,  welche  den  Abstand  1  haben. 
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80  ist  nach  dem  GravitatioDsgesetze  die  AnziehoDg  der  Massen  m,m, 
in  der  EDtfernoDg  x  gleich 

m  m. 


(1)  e 


X« 


and   somit  die  Arbeit   beim   Debergang  aas  dem  Abstand  xo  in  den 
Abstand  x, 


em 


Wegen  des  arsprünglich  aufgelösten  Zustandes  der  Materie  ist  xo 
vielmal  grösser  als  x^.     Deshalb  kann  man  —   gegen   —  vernachläs- 

Xo  X/ 

sigen.     Dadurch  wird  die  vorstehende  Arbeit  gleich 

(2)  ^'"-^. 

Nun  seien  m2,m3,..  Massenteilchen  wie  m, m,,  welche  an  dem 
Vorgang  der  Verdichtung  teilnehmen,  so  wird  m  auf  m„  m2,  ms, . .  wirken; 
ebenso  m,  auf  m,  m2,  ms,..,  dann  ms  auf  m,  m,,  ms,.,  d.  h.  jedes 
Teilchen  wirkt  auf  jedes  der  übrigen.  Jeder  dieser  Anziehungen  ent- 
spricht eine  Arbeit,  welche  die  Formel  (2)  zum  Ausdruck  hat. 

Um  alle  die  Arbeiten  zu  finden,  welche  zun&chst  aus  der  An- 
ziehung von  m  auf  alle  übrigen  Massenteile  entspringen ,  lege  man 
durch  den  Mittelpunkt  der  verdichteten  Eugelmasse  und  durch  das 
Teilchen  m  eine  feste  Ebene  und  nenne 

r,  r,  die  Abstände  der  Teilchen  m,  m^   vom  Mittelpunkt  der  Eugel- 
masse, 

X,  wie  oben  den  Abstand  der  Teile  m,  m,, 

B  den  Winkel,  welchen  die  Abstände  r  und  r,  einschliessen, 

9>  den  Winkel,  welchen  der  Abstand  r,  mit  der  festen  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  bildet, 

p  die  Masse  der  Rubikeinheit  der  verdichteten  Kugel,  welche  Masse 
wir  als  gleichförmig  dicht  voraussetzen  und 

R  den  Halbmesser  dieser  verdichteten  Engel, 
so  ist 

(3)  x,2  =  r^  +  r,«  —  2  r  r,  cos  9. 

Man  beschreibe  zwei  Eugelflächen  mit  den  Radien  r,  und  r,  -f  d  r, 
und  denke  sich  zwischen  diesen  Flächen  ein  rechtwinkeliges  Volumen- 
element ,  dessen  Dimensionen  d  r,,  r^  d  9  und  r,  sio  O  d  f^  sind.  Die 
Masse  m^  dieses  Volumenelementes  ist  daher 

(4)  m,  =  p  r,2  d  r,  sin  e  d  e  d  y. 

Setzt  man  die  Werte  von  x,  und  m,  aus  (3)  und  (4)  in  (2),  so 
folgt  als  Arbeit,  welche  aus  der  Anziehung  von  m  auf  m,  entspringt 

r,^dr,sinededy 


(5)  e  m  p 


1 


Vr2  +  r,2— 2rr,cose* 
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Integriert  man  diesen  Aasdrnck  (5)  der  Reihe  nach 

in  Hinsicht  g>  von  0  bis  2  7i: 

ö    »     0    ^       n 
ji        O    »     0    »       R, 

so  erhält  man  die  Arbeit  a,  welche  aas  der  Anziehung  des  Teil- 
chens m  aaf  alle  übrigen  Teilchen,  welche  an  der  Verdichtung  Anteil 
nehmen ,  hervorgeht.  Diese  Arbeit  ist  daher  für  die  angegebenen 
Grenzen 

rrr    r.^dr.sinedOdy 
a  =  e  m  o  I         ^-  ==. 

JJJ  Kr»  +  r,2-2rr,cose 
Die  Integration  in  Hinsicht  ^  gibt 


© 

a  =  27r  em 

cosO 


Da  sin  O  d  O  =  —  d  (cos  O),  so  kann  man  auch  schreiben 


(6,  ,...,.,j,.Ur.jy^^l^^ 


cos  9 


Um    die   Integration    in    Hinsicht   O   auszuführen,    berücksichtige 
man,  dass 

j  1/ z X  —  b  d  (cos  e) 

dKa  —  bcose  =  —  ^       =- 

2  K  a  —  b  cos  e 
und  folglich  durch  ümkehrung 


J 


—  d(cose)  2  !/• 

Y7====-  =  -r-  K  a  —  b  cos  e. 
K  a  —  b  cos  ö        b 


Hiernach  wird  auch  sein 

})  1      .r-^. = ■ 

cosO. 


J 


—  d  (cos  B)  1      1/— 5— ; 5 ;; 

^  = K  r*  +  r,2  —  2  r  r, 


Vr^  +  r,2— 2rr,co8e       rr, 

Der    Wert    dieses    Integrals    zwischen    den    Grenzen    0  =  0    und 
S  =  n  ist 

(7)  -^ (y  T^  +  r,^  +  2rr,  -  V  r2  +  r,2~2rr,\ 

Hierin  kann  nur  r^  grösser  oder  kleiner  als  r  sein.     Wenn  r,  <  r, 

2 

so  wird   der  Wert  von  (7)  =  — ;    es    liegt    alsdann    die    anziehende 

r 

Masse  m  ausserhalb  aller  der  Engelschalen,  deren  Halbmesser  variieren 

können   zwischen  0  und  r.     Wenn  r^  >  r,  so   wird   der  Wert  von  (7) 

=  — ;  in  diesem  Fall  liegt  die  Masse  m  innerhalb  aller  Engelschalen, 

deren  Halbmesser  von   r  bis  R   wachsen    können.      Wegen    der   ver- 

2  2 

schiedenen    Werte  —  und  —  ist   es   daher   nötig,    die  Integration   in 

Antenheimer,  Elemcntarbnch.  ^  25 
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Hinsicht  der  dritten  Variabeln  getrennt  aasKoführen.    Man  erhält  mit- 
hin aus  (6) 

/«N  «  /p'2r,«dr,    ,    P»  2r,2drA 

Nan  ist    |    — '-  =  -5-  r^,      |     2  r,  d  r^  =  R^  —  r^ ;  daher  die  Summe 

J  0         r  o  J  X 

dieser  Werte  =  R*  —  ^^  r*.    Führt  man  diesen  Wert  in  (8),  so  kommt 
(9)  a==27reme(R2  — ir^). 

Man  beschreibe  vom  Mittelpunkt  der  verdichteten  Engel  ans  zwei 
Kngelfl&chen  mit  den  Radien  r  und  r  -f  d  r ,  so  schliessen  beide  Flä- 
chen unendlich  viele  Massenteile  wie  m  ein.  Denken  wir  uns  alle 
diese  Massenteile  gleich  gross,  so  entspricht  jedem  eine  gleiche  Ar- 
beit «  a.  Die  Arbeit,  welche  somit  allen  zwischen  diesen  zwei  Kugel- 
fl&chen  eingeschlossenen  Teilchen  entspricht,  ist  der  Anzahl  dieser  Teil- 
chen, d.  h.  der  eingeschlossenen  Masse  proportional.  Vertauscht  man 
daher  in  (9)  die  Masse  m  mit  der  Masse  4  p  r^  tt  d  r  jener  Eugelschale, 
so  erhält  man  als  Arbeit,  welche  aus  der  Anziehung  aller  Teile  jener 
Schale  auf  alle  Teile  überhaupt  hervoi^eht,  den  Wert 


87r«ep«rR«r«--~-^dr. 


Wird  dieses  Differential  integriert  von  r  =  0  bis  r  =  R,  so  erhält 
man  die  Arbeit,  welche  der  Anziehung  aller  Teile  auf  alle  Teile  ent- 
spricht, gleich 

(10)  IlTT^ep^R*. 

In  diesem  Ausdrucke  sind  die  Arbeiten,  welche  ans  der  Anziehung 
von  m  auf  m,  und  von  m,  auf  m  hervorgehen,  gleich  gross.  Da  sich 
dies  für  je  zwei  andere  Teilchen  ebenso  verhält,  so  ist  die  gesammte 
Arbeit,  welche  aus  dem  Yerdichtungsprozess  entspringt,  nur  die  Hälfte 
von  (10).     Bezeichnet  man  diese  Arbeit  mit  A,  so  ist  mithin 

(11)  A  =  ff7r»ee«R«. 

Man  nenne:  s  die  mittlere  Wärmemenge,  welche  nötig  ist,  um 
eine  Masseneinheit  des  Stoffes  um  1®  nach  Celsius  zu  erwärmen; 
B  =  424  Kilogramm  -  Meter  die  mechanische  Arbeit  (§  255) ,  welche 
zur  Hervorbringung  einer  Kalorie  Wärme  erforderlich  ist,  wenn  sich 
die  Arbeit  vollständig  in  Wärme  umsetzt  und  t  die  ursprüngliche  Tem- 
peratur, welche  der  Himmelskörper  infolge  des  Verdichtungsprozesses 
annehmen  wird. 

Nun  ist  die  Masse  des  Himmelskörpers  gleich 

♦  R'^p. 

Wird  diese  Masse  von  0  auf  1  Grad  erwärmt,  so  ist  hierzu  eine 
Wärmemenge  nötig  =  ^  R^  tt  p  s  Kalorien ;  für  eine  Erwärmung  von  0 
auf  t  Grade  steigt  diese  Wärme  auf  -f^  R'  tt  p  s  t.  Jede  dieser  Kalorien 
kann  entstanden  gedacht  werden  aus  einer  Arbeit  =  E ,  also  jene  im 
ganzen  Ball  enthaltene  Wärme  aus  einer  Arbeit  =  -f^R^Tr pstE.    Diese 
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Arbeit  mass  gleich  sein  der  Grösse  A  in  Formel  (11),  unter  der  Vor- 
aassetznng,  dass  während  des  Verdichtangsprozesses  keine  Wärme  darch 
Ansstrahlnng  an  den  Weltraum  verloren  gegangen  sei.     Hieraus  folgt 

Da  die  Grössen  e  und  E  konstant  sind,  so  ist  mithin  die  ursprüng- 
liche Temperatur  t  eines  Himmelskörpers  proportional  seiner  Ober- 
fläche ttR^  und  seiner  Dichtigkeit  g. 

Setzt  man  die  Grösse  s  für  alle  Himmelskörper  als  konstant  voraus 
und  bezeichnet  mit  t,  die  ursprüngliche  Temperatur,  mit  R,  den  Radius 
und  mit  g,  die  Masse  der  Eubikeinheit  eines  andern  Himmelskörpers, 
so  ist  nach  (12) 

(13)  *'"-TTe"^" 
Durch  Division  von  (12)  und  (13)  folgt 

(14)  Jl  =  il^ 

^^^^  t      e  R«  • 

um  die  ursprüngliche  absolute  Temperatur  der  Erde  zu  bestim- 
men, sei  M  die  Masse  der  Erde,  diese  Masse  als  gleichförmig  gedacht; 
6  das  Gewicht  der  Masse  p,  welche  in  der  Kubikeinheit  enthalten  ist, 
wenn  sich  diese  Masse  auf  der  Erdoberfläche  befindet,  s  die  spezifische 
Wärme  der  Erdmasse,  d.  h.  die  Wärme,  welche  nötig  ist,  um  1  Kilo- 
gramm der  Erdmasse  um  1  Zentigrad  zu  erwärmen,  so  ist  die  Erd- 
masse gleich 

(15)  I  R»7r  p  =  M 

and  nach  dem  Gesetz  der  Gravitation,  indem  man  G  als  Anziehungs- 
kraft der  Massen  M  und  g  auffasst,  welche  sich  im  Abstände  R  von 
einander  befinden,  gleich 

(16)  «-|f  =  G- 

Das  Gewicht  der  Erdmasse  ist  =^R^7rG.  Wird  dasselbe  von 
0  auf  1  Grad  erwärmt,  so  ist  eine  Wärmemenge  erforderlich  = 
f  R'ttGs.  Wird  dieses  Gewicht  auf  t  Grad  erwärmt,  so  bedarf  es 
hierzu  einer  Wärmemenge  =  f  R'  tt  G  s  t.  Dieser  Wärme  entspricht 
eine  mechanische  Arbeit  = -f^R^yrGstE,  da  jede  Kalorie  Wärme  eine 
Arbeit  =  E  produzieren  kann.  Diese  Arbeit  muss  gleich  der  sein, 
welche  aus  dem  Yerdichtungsprozesse  der  Erde  entstanden  ist.  Man 
hat  daher  nach  (11) 

(17)  fR»7rGstE  =  A. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (11),  (15),  (16)  und  (17)  mit 
einander,  so  folgt  die  gesuchte  Formel 

(18)  t=:l-       ^ 


5     sE  ' 

26  ♦ 
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NoD  sei 

8  =  0,2,     E  =  424  Kg.-Met.,     R  ='6365000  Met, 
80  folgt  als  Wert   der  arspräoglicheD  Temperatur  der  Erde  nach  (18) 

/^«N  *       3-6365000       -.^or:r.    a 

^^^^  ^'^  5-0,2.424  =^^^^^^''"^^' 

Vermöge  der  Formel  (14)  und  des  Wertes  von  t  ans  (19)  erhält 
man  folgende  Resultate  (Halbmesser  und  Dichte  der  Himmelskörper 
nach  dem  Annaaire,  1864) 

Radias         Mittlere  Temperatur- 

R.  Dichte  p.      Verhältnisse^  t, :  t. 

Merkur  0,391  2,940  0,45 

Venus  0,985  0,923  0,89 

Erde  1,000  1,000  1,00 

Mars  0,519  0,948  0,26 

Jupiter  11,225  0,238  30,00 

Satarn  9,022  0,138  11,23 

Uranus  4,344  0,180  3,40 

Sonne  112,060  0,252  3164,50 

Mond  0,273  0,557  0,04 


VII.    Differentialgleiehingeii  der  ersten  Ordnung  mit  zwei 

Veränderlielien. 

SM.   Senderung  der  Yeränderlichei.      Die  Differentialgleichangen, 
welche  bisher  integriert  wurden,  hatten  die  Form 

(1)  f(x)dx  =  <iP(y)dy 

oder  konnten    auf  einfache  Weise   auf  diese  Form   gebracht   werden. 

Diese  Gleichung  besteht  zwischen  zwei  Differentialen,  wovon  jedes  nur 

eine  Variable  enthält.     Man   sagt  deshalb,   die  Variabein  seien  in  der 

Gleichung  (1)  gesondert  oder  getrennt. 

dy 
Wenn  bei  einer  Differentialgleichung,  welche  die  Grössen  x, y, -r-^ 

in  beliebiger  Verbindung  enthält,  diese  Sonderung  bewirkt  werden  kann, 
so  hat  man  nur  jedes  der  Differentiale  (1)  nach  den  in  frühem  Ab- 
schnitten angegebenen  Regeln  zu  integrieren. 

Diese  Sonderung  kann  sehr  oft  durch   blosse  Umformung  erzielt 
werden,  so  z.  B.  in  den  Gleichungen 

Ydx  +  Xdy  =  0,    woraus  -^  +  -^  =  0, 

XYdx  +  X'Y'dy  =  0,         „       ^dx  +  ^dy  =  0, 

worin  Y  eine  Funktion    von  y  und  X  eine  Funktion  von  x  bezeichnet. 
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Bei  gewissen  FuDkUoDen   lässt  sich  die  Sonderung  der  Variabein 
erzielen  darch  Einfährang  einer  neaen  Veränderlichen.     Wenn  z.  B. 


(2)  «Jy  =  <-f) 


dx, 


y 

SO  setze  man  -=^  =  t,  so  kommt 

X 

y  =  xt,       dy  =  xdt4-tdx. 
Folglich  darch  Sabstitation  in  (2) 

xdt  +  tdx  =  f(t)dx, 

dx  ^       dt 

X    ""  f(t)-t* 

361.  S«iidernng  der  Variabein  bei  linearen  Differentialgleichungen. 

Man  nennt  eine  Gleichnng  von  der  Form 

(1)  dy  +  f(x)ydx  =  y(x)dx 

eine  lineare,  weil  die  abhängig  Variable  y  und  ihr  Differential  dy  nar 
in  der  ersten  Potenz  vorkommen. 

Behafs  der  Sonderang  setze  man 

(2)  y  =  xt, 

worin  X  eine  Funktion  von  x  und  t  eine  neae  Variable  bezeichnet,  so 
erhält  man  durch  Differentiation  von  (2) 

(3)  dy  =  Xdt  +  tdX. 

Führt  man  die  Werte  von  y  und  dy  aus  (2)  und  (3)  in  (1),  so  kommt 

Xdt  +  tdX  +  Xtf(x)dx  =  y(x)dx. 

Da  der  Wert  von  X  willkürlich  ist,  so  kann  man  denselben  so 
wählen,  dass  die  beiden  Glieder ,  weiche  X  enthalten ,  zusammen  =  0 
werden.     Dies  gibt  folgende  zwei  Gleichungen 

(4)  dt  +  tf(x)dx  =  0; 

(5)  tdX  =  y(x)dx. 
Aus  (4)  folgt 

^=-f(x)dx, 


logt=-Jf(x)dx, 
(6)  t  =  e-/^(»)^^ 


Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (5),  so  wird 
(7)  dX  =  y(x)dxe/f(»)dx. 

Wird  diese  Formel  (7)  integriert,  so  erhält  man  X.  Führt  man 
diesen  Wert  von  X  und  den  von  t  aus  (6)  in  (2),  so  erhält  man  den 
gesuchten  Wert  von  y. 
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Es  sei  s.  B.  in  integrieren 

dy +  xydxs=  adx, 

80  ist  f  (x)  »  X,  9> (x)  «=  a.    Setzt  man  y  =  Xt,  so  wird 

e    «; 


logt=  — Jxdx=  — —-;     t  = 


dX  «=  ae  *  dx;    X  =  a  1  e  *  dx, 
welcher  Wert  von  X  als  bekannt  angesehen  werden  kann.    Folglich 


5-  r  ~ 


/- 


y  ==  ae     *  1  e  *  dx. 

M2.  Sendemg  der  Veraaderlichen  kei  keaegeaen  üferential- 
glelekiagen.  Eine  Gleichung  heisst  homogen,  wenn  in  ihr  die  Anzahl 
der  Dimensionen  der  Verftnderlichen  in  allen  Gliedern  dieselbe  ist. 
Homogen  sind  demnach  die  Gleichnngen 

xydy  +  x*dx  +  y'dx  =  0, 
dx+  -,     ^  dy  =  0. 

Nun  sei  allgemein 
(1)  f(x,y)dx=y(x,y)dy 

eine  homogene  Gleichnng.  Man  setze  in  ihr  y  ==  x  z,  so  wird  x  in  jedem 
Gliede  der  Gleichnng  mit  demselben  Exponenten  >7orkommen.  Ist  die 
Summe  der  Exponenten  in  jedem  Gliede  =  n,  so  ist  mithin  x^  ein 
gemeinschaftlicher  Faktor  der  Gleichnng.  Nach  Entfernung  dieses  Fak- 
tors werden  die  Vorzahlen  von  dt  und  dy  in  (1)  nur  noch  Funktionen 
von  z  sein.     Aus  (1)  folgt  deshalb 

(2)  4r = ^  W' 

dx 

worin  V^(z)  eine  Funktion  von  z  allein  bezeichnet.  Differentiiert  man 
y  ==  xz,  so  folgt 

dy  =  xdz  +  zdx. 

Folglich  durch  Substitution  dieses  Wertes  von  dy  in  (2) 

xdz  +  zdx  =  V'(z)dx, 
woraus  sich  ergibt 

dx  _  dz 

In  dieser  Gleichung  ist  nun  die  Sonderung  der  Variabein  vollzogen. 
Man  integriere  sie  und  führe  den  Wert  von  z  aus  y  =  xz  ein,  so  erhält 
man  das  Integral  von  (1). 
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Es  sei  z.  B.  za  integrieren 

(3)  (x-y)dx  =  xdy. 

Man  setze  y  =  xz,  so  wird  (3)  za 

(x  —  xz)dx  =  xdy 
oder  nach  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Faktors  x 

(4)  (l-z)dx  =  dy. 

Ans  y  =  xz  folgt  aber  dy  =  xdz  +  35dx;  hierfür  wird  (4) 

(1  —  z)dx  =  xdz  +  zdx;     (1  —  2z)dx  =  xdz, 

dx  ^       dz  1  d (—  2 z) 

X  1  — 2z""        21  — 2z* 

Folglich  darch  Integration 

logx=  —  ^log(l  —  2z)  +  ^loga, 

worin  ^  log  a  die  Eonstante  der  Integration  bezeichnen  soll.     Man  kann 
auch  schreiben 

y 

Führt  man  schliesslich  noch  z  =  -^  ein,  so  kommt  das  gesuchte  Integral 

X 

x  (x  —  2  y)  =  a. 

3S3.  Ydlstaudigkeil;  des  Pifferentials  einer  Ueichoog  nit  iwei 
Yariabeln.  Es  sei  f  (x,  y)  =  0  eine  Funktion  mit  zwei  Veränderlichen. 
Man  bezeichne  sie  mit  u ,  so  wird  u  =  0  sein.  Durch  Differentiation 
erhält  man 

m      ,      d.  =  (i2-)d.+(ii>,-o, 

wobei  die  Grössen  -z —  und  — —  die   partiellen    DifferentiaWerhältnisse 

dx  dy 

der  Funktion  in  Hinsicht  x  und  y  sind  (§  281).     Man  setze  nun 

so  wird  Gleichung  (1) 

(3)  du  =  Pdx  +  Qdy  =  0. 

Man  differentiiere  P  in  Hinsicht  y  und  Q  in  Hinsicht  x,  so  kommt 

dP  ^   d^u         dQ  ^    d'u 
dy       dxdy'       dx       dydx* 
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d^a  d'a 

Da  nun  aber  -z — r-  =  3 — r— » indem  es  gleichgültig  ist,  ob  man  u  zuerst 

dxdy      dy  dx 

in   Hinsicht  x,   dann  in  Hinsicht  y  di£Ferentiiert  oder  umgekehrt,  so 

wird  sein 

(4)  '^         '"^ 


dy         dx  ' 

Wenn  ein  Differential  zwischen  zwei  Variabein  so  beschaffen  ist, 
dass  die  Bedingang  (4)  erfüllt  wird,  so  nennt  man  das  Differential  ein 
vollständiges  oder  genaues.  Ein  Tollständiges  Differential  kann 
so  aufgefasst  werden,  als  sei  es  durch  unmittelbare  Differentiation  aas 
der  ursprunglichen  Funktion  abgeleitet  worden.  Ein  solches  Differen- 
tial kann  immer  integriert  werden.  Ein  allgemeines  Verfahren  hierzu 
ist  folgendes. 

Man  integriere  zuerst  die  Gleichung 

j  n 

V  =  — —     oder    du  =  Pdx 
dx 

in  Hinsicht  x,  so  wird  man  erhalten 

(5)  u=  fPdx  +  Y. 

Die  Grösse  Y  vertritt  hier  die  Stelle  der  Eonstanten,  ist  aber 
allgemein  als  eine  Funktion  von  y  zu  betrachten,  welche  noch  bestimmt 

werden  muss.     Man  bezeichne  das  Integral    |  Pdx  mit  U,  so  ist 

u  =  ü  +  Y. 
Diese  Gleichung,  in  Hinsicht  y  differentiiert,  gibt 

du        du        dY 


dy        dy         dy* 

Da  nun  aber  auch  -; —  =  Q,  so  wird  mithin 

dy 


dY.,aY-(i5.),,. 


y 

Somit  erhält  man  durch  Integration  in  Hinsicht  y: 


-!b-^>- 


Fährt  man   diesen   Wert  von  Y  in  (5),  so  erhält  man  den  Wert 
von  u,  somit  das  gesuchte  Integral. 

364.  Integrierender  Faktor.     Wenn  ein  Differential 

(1)  Mdx  +  Ndy  =  0 

zwischen  zwei  Veränderlichen  x, y  kein  vollständiges  ist,  so  kann  es 
durch  einen  Faktor  z,  der  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  x,  y  seio 
wird,  zu  einem  vollständigen  gemacht  werden. 
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Denn  Dach  der  Bedeutung  vod  z  wird  also  das  Differential 

(2)  Mzdx  +  Nzdy  =  0 

ein   vollständiges  sein,  also  die  Bedingung  erfüllen 

d(Mz)        d(Nz) 
dy      ""      dx     ' 

Allein  diese  letzte  Gleichung  gibt,  indem  man  die  Differentiation  ausfährt 

/«N  iLM  ^^    I       clM       „  dz    ,       dN 

(3)  M  — +  Z-— =N  — +  z 


dy  dy  dx  dx 

Wenn  die  Grösse  z,  welche  man  den  integrierenden  Faktor  nennt, 
aas  dieser  Gleichung  (3)  bestimmt  werden  kann,  so  multipliziere  man 
(1)  damit  und  es  wird  diese  Formel  integriert  werden  können. 

Allein  z  lässt  sich  aus  (3)  nur  in  besondern  Fällen  ermitteln. 
Unter  diesen  Fällen  heben  wir  denjenigen  hervor  ^  wo  z  eine  Funktion 
von  einer  der  Variabein  x,  y  ist. 

Es  sei  z  eine  Funktion  von  x ,   so   wird  -^ —  =  0.     Hierfür  folgt 

dy 

aus  (3) 

dM       dN 

(4)  dz   _     dy        dx 

z    ~  N  '*''• 

Ist  z  eine  Funktion  von  y ,  so  wird    -7—  =  0    und    man    erhält* 

dx 

aas  (3) 

dN       dM 

(5)  jdz^__dx dy_ 

z  M  ^^' 

Wird  der  Ausdruck  (4)  oder  (5)  integriert,  so  erhält  man  den 
integrierenden  Faktor  z. 

Es  sei  zu  integrieren  die  Differentialgleichung 

(6)  (1  +  aVl  +  x^)  d  X  +  2byVl  +  x2dy  =  0. 

Da  mit  M  die  Vorzahl  von  dx,  mit  N  diejenige  von  dy  bezeichnet 
wird,  so  ist 


Iv    ""     '      dx     ""  1/  1  _J-  ^2' 


dy  dx        YT+x 

Die  Werte  von  — ; —  und  — ; —  sind  verschieden.     Die  Formel  (6) 

dy  dx 

ist  also  kein  genaues  Differential.  Gesetzt,  es  gebe  einen  integrieren- 
den Faktor  z  dieser  Gleichung,  welcher  nur  eine  Funktion  von  x  ist, 
so  wird  man  nach  (4)  erhalten 

dz  _  xdx 

T  ~  ■"  1  +  x2  • 
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Somit 

logz  =  —  ilog(l  +  X*)  +  ilogc, 

wenn  die  Integrationskonstante  mit  -^logc  bezeichnet  wird.    Dies  gibt 
auch 


•o«'=»o«l/^.   ^=Kr 


+  x 


2 


Mnltipliziert    man  die   gegebene  Gleichung  mit  diesem  Werte  von  z, 
so  kommt 

y7^p==  +  a^dx  +  2by■cydy  =  0. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

Kc  [log(x  +  V  1  +  X«)  +  ax]  +by«y^=  c' 

oder   indem   man   mit  VT  dividiert  und  c':  V^c  mit  h  bezeichnet 

(7)  log(x  +  V  1  +  X«)  +  ax  +  by«  -  h  =  0. 

Wird  diese  Formel  differentiiert,  so  erhält  man  in  der  That  die 
gegebene  Gleichung  (6).    Somit  ist  (7)  das  Integral  von  (6). 

Man  sieht  übrigens,  dass  in  der  vorgelegten  Gleichung  die  Sonde- 
rung der  Variabeln  durch  Division  mit  V  1  +  x^  ausgeführt,  die  Inte- 
gration somit  ohne  einen  integrierenden  Faktor  bewirkt  werden  kann. 

M5.  ilfferentlalgleiehaag  ait  des  Quadrat  des  ■iferentialverhilt- 

■Isses.     Eine  Differentialgleichung  zwischen  den  Variabein  x,y  enthalte 

dy 
das  Differentialverhältnis  -z^  in  der  ersten  und  zweiten  Potenz,  so  kann 

dx 

diese  Gleichung  auf  die  allgemeine  Form 

gebracht  werden,   wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  oder  y  oder  beiden 

Variabein  sein  können. 

dy 
Man   löse  Gleichung  (1)  wie    eine  quadratische   in  Hinsicht  -j^ 

auf,  so  erhält  man   zwei  Wurzelwerte.     Diese  seien  A  und  B,  so  geht 
die  gegebene  Gleichung  über  in  das  Produkt 


(4f-*)(l^ -«)-«• 


Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  der  eine  oder  andere  der 
Faktoren  =  0  ist.  Daher  entstehen  folgende  zwei  DifferentialgleichnngeD 
der  ersten  Ordnung 

(2)  dy  =  Adx;      dy  =  Bdx. 

Lassen  sich  diese  integrieren,  so  multipliziere  man  ihre  Integrale 
mit  einander  und  das  Produkt  ist  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (1). 
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Als  Beispiel  diene  die  Gleichang  (-7^)  —  a^  =  0,  so  folgt 
dnrch  Zerlegung  in  ein  Produkt 

Daher  ergeben  sich  die  Gleichangen  der  ersten  Ordnung 

dy  =  adx;      dy=— -adx 
und,  da  a  konstant  ist,  durch  Integration 

(4)  y  =  ax  +  C;      y=-ax  +  C'. 

Diese  Gleichungen  entsprechen  zwei  Geraden;  die  eine  hat  a,  die 
andere  —  a  zur  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels ,  den  sie  mit 
der  Abscissenachse  macht.  Die  Linien  liegen  daher  zu  beiden  Seiten 
dieser  Achse  und  bilden  mit  ihr  gleiche  Winkel.  Die  Eonstanten  C,C' 
sind  die  Stücke,  welche  sie  auf  der  Ordinatenachse,  vom  Anfangspunkt 
ans,  abschneiden.    Hiemach  geht  Gleichung  (3)  über  in 

(y  -  ax  -  C)(y  +  ax  -  CO  =  0 

oder  durch  Ausführung  der  Multiplikation  in 

y*  -  (C  +  COy  -  a«x2  -  a (C  -  COx  +  CC  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  das  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung. 
Sie  stellt  eine  Hyperbel  dar  für  jenen  speziellen  Fall,  wo  die  beiden 
Kurven  in  zwei  Gerade  übergehen ,  die  sich  für  C  =  G  im  Mittel- 
punkt schneiden. 

In  vielen  Fällen  führt  jedoch  die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  auf 
zwei  solche  Gleichungen  (2),  bei  welchen  eine  Sonderung  der  Veränder- 
lichen nicht  gelingt.     Man  kann  alsdann  folgendes  Verfahren  versuchen. 

Es  werde  Gleichung  (1)  in  Hinsicht  x  oder  y  aufgelöst  und  sodann 

dy 

--p-  =  p  eingeführt,  so  erhält  man  den  Zusammenhang  zwischen  x,  y 

und  p  unter  einer  der  beiden  Formen 

x  =  SP(y,p);     y  =  SP(x,p). 

Gesetzt  es  gelinge  die  Herstellung  der  zweiten  dieser  Gleichungen, 
so  liefert  ihre  Differentiation  eine  Gleichung  der  ersten  Ordnung  zwi- 
schen X  und  p.  Denn  die  Grösse  dy,  welche  links  noch  vorkommt, 
kann  sofort  durch  pdx  ersetzt  werden.  Man  ermittele  nun  das  Inte- 
gral dieser  Gleichung  und  eliminiere  p  aus  dieser  Integralgleichung 
und  der  gegebenen  Gleichung,  so  erhält  man  das  gesuchte  Resultat. 
Zwei  Beispiele  mögen  das  Verfahren  erläutern. 

L  Es  sei  zu  integrieren 

(^)  (j^y  +  «  -  »y  =  0. 

Nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  allgemeinen 
Verfahren  erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen  der  ersten  Ordnung 


1 
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4^  =  +KbF=:iI;    4L==_KbFn^ 

dx  dx 

Da  aber  in   denselbeo  die  Sonderang  der  Veränderlichen  nicht  direkt 

möglich  ist,  so  wende  man  das  soeben  angegebene  spezielle  Verfahren 

dy 
an.    Za   diesem  Zwecke   setze  man  -r^  =  p  in  (5),  so  folgt 

by  =  p*4-ax 

also  durch  Differentiation,  nachdem  noch  dy  dnrch  pdx  ersetzt  worden 

^^^     2pdp_ 
bp  —  a 

Diese  Gleichung  kann  aber  integriert  werden.     Man  setze  bp~a 
=  b  z,  so  wird 

j         j                  a  +  bz 
dp  =  dz;     p  = 1^ ; 

und  durch  Integration 

2 

X  = -rä-[alogz  +  bz]  +  C; 


X 


=  -^[alog(p-y)  +  bp-a]  +  C. 


Eliminiert  man   nun  aus  dieser  und  der  gegebenen  Gleichung  die 
Grösse  p,  so  erhält  man  das  Integral  von  (5). 

n.   Es  sei  ferner  zu  integrieren 

(6)  ydx-xFd"x«  +  dy2  =  0. 
Man  erhält  zunächst  durch  Einführung  von  p 

(7)  y  =  xKrT? 
und  durch  Differentiation 

dy=dxyTqv+-  ^^^ 


Daher,  wenn  dy  durch  pdx  ersetzt  wird 


(p-l/"l+p')dx  =  x 


pdp 


Multipliziert  man  noch  auf  beiden  Seiten  mit  p  +  V  1  +  p^ »   so  geht 
die  Gleichung  über  in 

dx  ,  P^dp 

=  ~pdp 


---     jAT+p- 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt  anter  Benntzang  von  Formel  (5), 
§  82 

logx  =  I  [log  (p  +  Ki+p^)  -  p'  -  pFT+y]  +  c. 


KF^ 


X 


2 


Setzt   man    den   Wert  p  =  ± — aus   (7)    hier    ein ,    so 


erhält  man  das  Integral  von  (6). 


X 


366.  IntegratioD  der  Differentialgleichungeo  durch  Reihen.  Bis- 
weilen gelingt  es  eine  DifFerentialgleichang  durch  eine  konvergente  Reihe 
zu  integrieren.  Wir  zeigen  das  Verfahren  nach  der  Maclaurin^schen 
Reihe  und  nach  dem  Satz  der  unbestimmten  Koeffizienten. 

I.    Die  Maclaurin'sche  Reihe,  §  277,  Formel  (3),  ist 

(1)         f(x)  =  f(a)+f(a)(x-a)  +  f-(a)^^~^^^'+.. 
Dafür  schreibt  man  auch  häufig 

wobei   die  Bedeutung  von  y«,  (-p-j   >••  durch   Vergleichung  mit  (1) 
sich  leicht  ergibt. 

Nach  dieser  Reihe   soll  integriert  werden  die  Differentialgleichung 

Man  erhält  durch  Differentiation  von  (3) 

d^y  ^ i_i  _?_  I  ÜL-J 3  3 

dx2  2x2  +    2x   "^^^       dx»  ""  X»        2x2  +   gx  ^^' 


dx*  X*      '      x^  2x2    ■      2x 

d^y  _    36 ^   I   _3 3  3 

dx^  ""    x*  X*    "^    X»  2x2"^   2x    +y''^-«-^- 

Man  bezeichne  nun  denjenigen  Wert  von  y,  welcher  für  x  =  a 
entsteht,  mit  ya  und  führe  diese  gleichzeitigen  Werte  von  x  und  y  in 
die  vorstehenden  Differential  Verhältnisse  ein  und  sodann  die  entstandenen 
Resultate  in  die  Reibe  (2),  so  erhält  man 

'-'■+(-^+''-)<'-"+(-i7-+^+'-)t^ 

,fl_ L^3         \(%-&y  ,^9,3 Lj_A^    \(x-a)* 

^W     2a'»"'"2a''"^V     1-2    "^V    a*  +  a''     2a« ■'"2a''"N  2-3.4 

^r56_A4.i. 3  3  \(x-a)» 

■^Va»       a^'^a«        2a«  "^  2a  "*■ 'V2-3.4-5  "^  " 


Id  dieser  Reibe  vertritt  die  GrOsee  yi  die  Stelle  der  lotegratioDa- 
IconBtaotea. 

NehmeD  wir  an,  es  werde  fSr  a  =  1  die  GrOsse  y.  =  1,  so  geht 
die  Torstebeade  Reihe  über  in 

Um  zQ  präfen,  ob  die  Reihe  (4)  io  dem  aDgegebenen  Sinne  du 
Integral  von  (3)  ist,  bilde  man  die  Differentialqnotienten  von  (4)  and 
ver^eicbe  sie  mit  deren  aas  (3).     Die  von  (4)  sind 

-j|-  =  ~+(x-l)  +  2(x-l)»- 


-0=  -   6  +3i(x_i)  +.. 

Diese,   sowie  die  aas  (3)  abgeleiteten   Differentialqaotienten   geben  f3r 
X  =  1  and  y  =  1  die  folgenden  gleichen  Werte: 

dy  _  S       d'y  _         d'y  d*y 

Tr~Y'     dx>  ~     '     dx'~*'     dx*  ~       0;  n.  s.  w. 

)iese  Reibe  ist  konvergent  für  Werte  von  x —  1,  welche  zwischen 

ind  -{~  1  liegen,  also  fSr  Werte  von  s  zwischen  0  and  2. 

[.   Behnfs   der   Integration   dnrob   Reihen   wendet   man  oft 

orteil  die  hypothetische  Gleichaog 

1  y  =  A  +  Bx  +  Cx^  +  Dx*  +  . . 

orin  A,  B,  C, ..  konstante,  von  x   und  y   unabhängige   Faktorea 

hnen,  welche   nach   der  Methode  der  nnbestimmten  EoeffizienteD 

mt  werden. 

'.a  sei  zu  integrieren 


) 


dx 


ins  (5)  folgt  -j^  =  B  +  2Cx  +  3Dx2  +  4Ex»+. 


y"  =  a X  -  (B  +  2  C s  +  3  Dx"  +  4  Ex'  +  .  .)■ 
,t  man  hierin  y"  dnrcb   den   ans   (5)   hervoi^henden   Wert,  so 
man 


Aä  +  2ABx-[-2AC|x''  +  2AD|x»4-..  =  ax-(B  +  2Ci  +  3Dx'+..) 

+  Bä     I      +2Bc|      +.. 

Id  dieser  Gleicbnng  mSssen  die  Vorzählen  gleich  hoher  Potenzen 
der  Yariitbeln  gleich  sein.     Dies  fährt  zn  folgenden  Relationen 

B=— Ä*,     BAB  =  a  — 2C,     2  AC +  B»  =  —  3D, .. 

C_A'  +  |,     D.-A'  +  Ai,,. 

Setzt  man  diese  Werte  B,  C,  D, . .  in  (5) ,   so  erhillt  man  die  gesuchte 
Reibe 


y  =  A  — A'x  +  (  A''  + 


t)"-(-'-^)'*+- 


Diese  Formel  ist  das  Integral  tod  (6).     Die- anbestimmte  GrOsse  A 
bezeichnet  die  Eonstante  der  Integration. 

K7.   lAlesnlUn  der   BlVerCBtialgleichgigH    dank    KaiitnkticR, 

Es   sei  eine  Gleichang  von  der  allgemeinen  Form 


(1) 


r(..^)  =  o 


gegeben.  Man  soll  dnrch  Eonstraktion  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Variabelo  x,y  angeben. 

Damit  die  Aufgabe  bestimmt  wird,  mnss  ein  Pankt  B  (Fig.  126) 
darch  seine  Koordinatea  OA^^a,  AB  =  b,  durch  welchen  die  aas  (1) 
herTOrgebende  Kurve  BE   gehen    soll,    gegeben 
sein.     Setzt  man   nau  die  Werte  i  =  a,  y  =  b  FiR-  1^6. 

in  (1),  so  findet  man  den  entsprechenden  Wert 

dy 
von  -T— .     Dieser  Wert  ist  die  trigonometrische 

Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Knrve  im 
Punkte  B  mit  der  Absei ssenachse  Os  bildet. 
Ist  deshalb  BB'  eine  Tangente  an  die  Earve 
uad  BC  parallel  zu  Ox,  so  ist  jener  Wert  von 

dy 
— r^- =  tang  B' B  C.     Lässt  man  nan  a  am  eine 

d  X 

sehr  kleine  Grösse  As  =  AA'  =  BC  znnehmen,  so  wird  der  Zu- 
wachs CB'  der  Ordinate  AB  ans  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  CBB' 
sehr  annähernd  erhalten  gleich 

CB'  =  BCtangCBB'. 

Allein  tangCBB'  ist  berechnet  und  Ax  angenommen;  also  ist 
auch  die  Ordinate  A'B' —  AB -|- B'C  als  gefunden  zu  betrachten. 
Entsprechende  Werte  der  Gleichung  (1)  sind  also 


=  a+Ax;    y  =  b  +  (-rf    Ax. 


(i^> 
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Setzt  man   dieses  Paar  Werte  in  (1),  so  erhält  man  einen  neuen 

dy 
Wert  von  -p-.      Dieser  ist    die   trigonometrische  Tangente  des  Win- 

kek  C'B'B'',  welchen  die  Tangente  B'B''  durch  den  Pnnkt  B'  mit 
der  Abscissenrichtang  B^C  bildet.  L&sst  man  also  die  Abscisse  am 
die  sehr  kleine  Grösse  A'  A''  =  B'  C  zunehmen ,  so  erhält  man  als 
Znwachs  C'B''  der  Ordinate 


>n 


C  B''  =  B'  C  tong  C  B'  B^ 

Hieraus  ergibt  sich  der  ganze  Wert  der  Ordinate  A''  B"  =  A'  B'  +  C  B". 
Auf  diese  Weise  kann  man  eine  hinreichende  Anzahl  von  Pnnkten 
der  Kurve  konstruieren.  Folglich  kann  man  auch  für  irgend  einen 
Wert  von  x  den  entsprechenden  von  y  finden.  Die  Resultate  werden 
um  so  richtiger,  je  kleiner  die  Abscissenzuwachse  Ax  genommen  werden. 

Beispiel.     Man  soll  die  Differentialgleichung 

(2)  2xydy  — 3ydx  +  2xdx  =  0 

konstruieren,    unter   der    Voraussetzung,    dass    die   Kurve    durch    den 
Pnnkt  X  =  1,  y  =  1  gehe. 

Man  erhält  ans  (2) 

^"^^  dx        2x        y- 

Pur  X  =  1,  y  =  1  wird  -^  =  0,5.    Ist  deshalb  0 A  =  AB  =  1, 
'  -^  dx 

so  ist  tang C  B  B' =  0,5.     Nun  nehme  man  Ax  =  0,05,  so  wird 

CB'  =0,05-0,5  =  0,025, 

A'B' =  1  +  0,025=  1,025. 
Setzt  man  x  =  0  A'  =  1,05  und  y  =  1,025  in  (3),  so  wird 

4^  =  tang  C  B'  B"  =  0,452962. 
dx 

Nimmt  man  daher  den  Zuwachs  A'A^^  =  0,05,  so  wird 

B"  C  =  0,050  •  0,452962  =  0,022648, 

A"B''  =  1,025  +  0,022648=  1,047648,  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  für  6  auf  einander  folgende  Punkte  x,y 
der  Kurve 

X  =  1       1,05         1,10  1,15  1,20  1,25 

y  =  l       1,025       1,0476       1,0681       1,0838       1,0976 

Dieses  Kurvenstück  kehrt  mithin  die  hohle  Seite  der  x  Achse  zu. 

368.  Allgemeines  Integral  einer  Differentialgleichung.    Aus  §  367 

ergibt  sich,  dass  jeder  Differentialgleichung  f  f  x,  y,  -p-  j  =  0  eine  Kurve 

entspricht.     Die  Gleichung  dieser  Kurve  ist  das  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung. 
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Allein  da  der  Punkt  B  (Fig.  127),  durch  welchen  die  Kurve 
geben  soll,  beliebig  gewählt  werden  fc&nn,  so  entsprechen  der  Differen- 
tialgleicboDg  uoendlich  viele  Kurven  B,  B',  B", . . .  Diese  Kurven  sind 
in  ihrer  Lage  und  im  allgemeinen  aucb  in  ihrem 
Lanfe  verscbieden.  Sie  haben  die  allen  gemeinsame  ^'K-  127. 
Eigenscbart,  dass  ihre  Neigang  zar  Abacisseoacbse 
fQr  iT^end  einen  Pankt  der  Karven  eine  Fanktion 
ist  der  Koordinaten  dieses  Punktes,  d.  b.  sobald  die 
Koordinat«a  eines  Punktes  gewählt  sind,  ist  auch  der 
Lanf  der  Kurve,  welche  durch  denselben  geht,  be- 
stimmt. Das  Integral,  nm  ebenso  allgemein  zu  sein 
wie  die  Differentialgleichnng,  mnss  daher  alle  diese 
Kurven  darstellen.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  das  In- 
tegral eine  willkürliche  Konstante  enthält,  welche  nicht  in  der  Differen- 
tialgleicbong  vorkommt  und  darch  deren  Wahl  zu  irgend  einer  Kurve 
übergegangen  werden  kann. 

Der  fragliche  Uebergang  ist  aber  auch  in  der  That  dnrcb  eine 
einzige  wirkliche  Konstante  möglich.  Dm  das  einzusehen,  ziehe  man 
in  der  Ebene  der  Kurven  eine  Gerade  A  B' B" . .  parallel  zur  Achse  Oy, 
im  Abstände  x  =  a  zur  Ordinatenacbse.  Alle  Kurven  werden  diese 
Gerade  schneiden  und  zwar  in  Punkten,  welche  verschiedene  Abstände 
von  der  Abscisseoacbse  haben.  Sobald  oao  auf  dieser  Geraden  die 
Abstände  AB,  AB',.,  gewählt  sind,  ist  aucb  die  entsprechende  Knrve 
bestimmt. 

Das  Integral  mit  der  willkflrlichen  Konstanten  heisst  das  allge- 
meine Integral.  Legt  man  den  Konstanten  einen  bestimmteD  Wert  bei, 
so  wird  das  Integral  !tn  einem  partjknlären  (§  84). 

3W.  SiNpläTei  latcgnl  ■■  eUer  llffereatlalgleichaag.    Es  sei 

(1)  F(x,y,c)  =  0 

das  Integral  einer  Differentialgleichung  und  die  GrCsse  c  die  Konstante 
der  Integraüon.  Gibt  man  dieser  Konstanten  verschiedene  Werte,  so 
erhält  man  ans  dem  allgemeinen  Integral  (1)  ebenso  viele  partiku- 
läre Integrale.  Diese  stellen  Kurven  (Fig.  128)  derselben  Art  dar, 
die  sich  möglicherweise  schneiden  können.  Lässt  man  in  dem  Falle, 
dasa  sie  sich  schneiden,  die  Grösse  c  darch  unendlich 
kleine  Intervalle  sich  ändern,    so  werden    die  auf-  Fi«.  128. 

einander  folgenden  Durchschnitts  punkte  B,B',  B", ,. 
der  entsprechenden  Kurven  eine  neue  Kurve  bilden, 
welche  jede  der  andern  Kurven  berührt  und  des- 
halb einhüllende  Knrve  genannt  wird.  Die 
Gleichung  dieser  einhüllenden  Kurve  ist  das  sin- 
gulare   Integral    der    gegebenen    Differeutialglei- 

chang.     Das   Differential  Verhältnis  -r   ,  wie  es  aus 

dx 

dem  singulären  und  dem  allgemeinen  Integral  (l)  folgt,  erhält  den 
gleichen  Wert  für  den  Berührungspunkt  der  einhüllenden  und  der  ein- 
gehüllten Knrve. 


1 
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Dm  das  siogolire  Integral  ans  dem  aUgemeinen  za  bestimmen, 
gehe  man  von  einer  Knrre  ans,  welche  einem  bestimmten  Wert  von  c 
entspricht,  lasse  sodann  c  in  c  +  d  c  übergehen,  so  verwandelt  sich 
die  Gleichung  (1)  in 

(2)  F(x,y,c)+-^^^jl^dc  =  0. 

de 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Kurve  dar,  welche  der  angenommenen 
unendlich  nahe  liegt.  Durch  Vergleichung  von  (2)  und  (1)  folgt,  dass 
der  zweite  Teil  von  (2)  gleich  Null  sein  muss.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  entweder  d  c  =  0  oder  wenn  das  DifPerentialverhältnis 

(3)  A^ill^^o 

ac 

gesetzt  wird.  Aus  d  c  =  0  folgt,  dass  c  konstant  sei,  was  zu  keiner 
weitern  Relation  fährt.  Eliminiert  man  dagegen  die  Grösse  c  aus  (1) 
und  (3),  wodurch  man  die  Grössen  x,y  in  beiden  Gleichungen  als 
gleich,  d.  h.  als  Koordinaten  der  Durchschnittspunkte  zweier  Kurven 
ansieht,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,y,  welche  der  ein- 
hfillenden  Kurve  angehört. 

Man  differentiiere  daher  das  allgemeine  Integral  in  Hinsicht  der 
Konstanten  c,  setze  das  entstandene  Differentialverh&ltnis  =  0  und 
eliminiere  hieraus  und  aus  (1)  die  Konstante  c.  ErhiÜt  man  auf  diese 
Weise  eine  Relation  zwischen  x  und  y,  so  ist  diese  das  singulare 
Integral.  Erhält  man  auf  diesem  Wege  keine  Relation  zwischen  x 
und  y,  so  durchschneiden  sich  die  Kurven  der  partikulären  Integrale 
nicht,  somit  fehlt  auch  ein  singuläres  Integral. 

Bei  Anwendung  dieser  Regel  ist  darauf  zu  achten,  dass  die  Glei- 
chung (1)  nicht  aufgelöst  sei  in  Hinsicht  c,  also  nicht  in  der  Form 

c  +  y(x,y)  =  o 

vorkomme.     Denn  in  dieser  Form  erhielte  man 

d[c  +  »(x,y)]   _ 
de 

statt  der  Gleichung  (3).     Es  könnte  also  c  nicht  eliminiert  werden. 

Das  singulare  Integral  nennt  man  auch  die  besondere  Aaflösang 
der  Differentialgleichung. 

Beispiel  1.     Es  sei 

(4)  y  =  ax  +  a2 

das  allgemeine  Integral  einer  gewissen  Differentialgleichung  und  a  die 
Konstante  der  Integration.  Diese  Gleichung  stellt  eine  gerade  Linie 
dar.  Lässt  man  a  sich  stetig  ändern  von  —  oo  bis  +  ^9  so  erhält 
man  unendlich  viele  gerade  Linien.  Die  [Durchschnittspunkte  dieser 
Geraden  bilden  eine  Kurve.  Um  die  Gleichung  dieser  Kurve  zu  er- 
halten, differentiiere  man  (4)  in  Hinsicht  a  und  setze  das  Differential- 
verhältnis  =  0.     Man  erhält 

(5)  X  +  2  a  =  0. 
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BlimiDiert  man  a  ans  (4)  and  (5),  so  folgt 

(6)  y  =  - 


x2 


Diese  Gleichang  ist  das  singulare  Integral.  Die  einhüllende  Kurve 
ist  somit  eine  Parabel,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt  liegt  und  deren 
Achse  mit  der  negativen  Richtung  der  Ordinatenachse  zusammenfallt. 

dy 
Das    DifFerentialverhältnis    von    (4)    ist  -r^  =  a    und    das    von 

dx 

(6)  -^  =  —  4--     Für  a  =  —  -i-,   welcher  Wert  aus  (5)  folgt,   sind 

diese  zwei  Differential  Verhältnisse  einander  gleich.  Das  Eigentümliche 
des  singulären  Integrals  besteht  hiernach  darin,  dass  sein  Differential- 
verhältnis gleich  ist  demjenigen  des  allgemeinen  Integrals  für  einen 
bestimmten  Wert  von  x. 

Beispiel  2.     Es  sei  die  Differentialgleichung 

ydx--xdy  =  a  V  d  x^  +  d  y^ 
gegeben.     Man  dividiere  mit  dx,  so  kommt 

dy 
Setzt  man  -~-  =  p,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 
ax 


2 


y  —  px  =  aKl  +  P^ 

und  indem  man  differentiiert 

A  A  A  apdp 

dy  —  xdp  —  pdx  =  ^^^ 

Kl+P 
Da  aber  d  y  =  p  d  x,  so  folgt  hieraus 

Ki  +  p* 

Diese  Gleichung  zerfällt,  wegen  des  gemeinschaftlichen  Faktors  d  p, 
in  folgende  zwei  Gleichungen 

(8)  dp  =  0,     x+      IP       =0. 

K  1  +  p^ 

Aus  dp  =  0  folgt,  dass  p  gleich  einer   konstanten  Grösse  c  sei. 
Setzt  man  c  für  p  in  (7),  so  erhält  man 

(9)  y-cx  =  aVl  +  c2. 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (8)  folgt  dagegen 

X 


p=± 

K  a-  —  x* 

26* 


Va.^  -  X« 


wobei  jedoch,  vermOge  der  BediagDog,  welche  id  der  zweiten  der  Glei- 
chai^D  (8)  auBgedräckt  ist,  dqf  du  ODtere  Zeichen  genommeD  werden 
darf.     Hierfar  wird  die  Gleichung  (7)  in 

(10)     y+   ^^   ,   =-^^  *'      -,     y»  +  »«  =  a'. 
K  a'  —  it*  K  a^  —  5* 

Nan  kflonea  die  Gleichungen  (9)  and  (10)  als  Integrale  von  (7) 
angesehen  werden.  Gleichang  (9)  enthält  eine  willlcörliche  Eonstaate, 
welche  der  Gleichang  (10)  fehlt.  Die  letztere  geht  nicht  aus  der 
ersleren  hervor,  iadem  man  der  Konstanten  c  einen  hesondern  Wert 
beilegt,  d.  h.  ei  ist  (10)  kein  partikaläres  Integral  von  (9). 

Dm  sa  seigen,  dass  (10)  ein  singal&res  Integral  za  (9)  ist,  diffe- 
rentiiere  man  (9)  in  Hinsicht  c  and  setze  das  DifferenüalverhSItnU 
=  0,  so  kommt 

(11) 


Kl  +  c' 

Eliminiert   man  c  ans  (9)  and  (11),   so   erh&lt   man  in   der  That  die 

Gleichnng  (10).     Das  allgemeine  Integral   (9)   und   das   siognläre  (10) 

dy 
sehen  denselben  Wert  des  Differential verhSltnisses  -r^  fSr 

"  dx 


welcher  Wert  von  c^  aaa  (11)  folgt.     Die  Gerade  der  Gleichung  (9) 
berührt  den  Kreis  der  Gleichnng  (10). 


VIII.    DifferentlalglelcliuigeD  der  zweiten  Ordnnng  mit  zirel 
Variabein. 

Sil.  ttrm  der  (tIeiehHgei.     Eine  Gleichaog  von  der  Form 

,(,,,,  _^,|i,..|i)„o 

V    '    dx     dl''        dx'/ 
line    Differentialgleich ang    der    n""  Ordnnng,    weil    das    hOchste 
tialverh&itnis,   das    in   ihr  vorkommt,    von   dieser   Ordnaog  ist 
1  wird  die  allgemeine  Form  der  DiffereDtialgleichang  der  iwei- 
onog  sein 


V    ■'    dx     dx*y 


lan  aach  schreiben  kann 

f  (x,  y,  d  X,  d  y,  d*  y)  =  0  ond  ^  (x,  y,  y',  y")  =  0. 

lingt  es,  diese  Gleichnog  za  integrieren,  so  entsteht  eine  Diffe- 
eichnng  der  ersten  Ordnang.  Kann  diese  wieder  integriert 
so  erhält  man  die  primitive  Gleichnng  oder  das  zweite  Integral. 
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Da  bei  jeder  dieser  IntegratioDeo ,  der  Allgemeinheit  des  Resultates 
wegen,  eine  willkürliche  Konstante  in  die  Gleichung  treten  muss,  so 
wird  das  zweite  Integral  einer  Di£ferentialgleichang  der  zweiten  Ordnung 
zwei  solche  willkürliche  Eonstante  enthalten. 

Die  Gleichung  (1)  kann  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  nicht  inte- 
griert werden.  Die  Behandlung  beschränkt  sich  daher  auf  gewisse 
spezielle  Fälle.     Sie  entstehen,  wenn  eine  oder  zwei  oder  alle  drei  der 

dy 
Grössen  x,  y,  -3^-  in  der  Gleichung  fehlen.    Die  zu  integrierenden  Glei- 

dx 

chungen  sind  also 

Hl")      =0;     f(x,  y'O     =0;     f(y,  ^0     =0; 

f(y',y'0  =  O;     f  (x.y',  y")  =  Oj     fCy.y'.yO  =  0; 

f(x,y,y'0  =  O;     f(x,y,y',y")  =  0. 

Diese  Gleichungen  werden  in  solche  der  ersten  Ordnung  mittels 
gewisser  Substitutionen  verwandelt,  die  im  Folgenden,  soweit  hier  nötig, 
gezeigt  werden.     Am  allgemeinsten  wird  die  Substitution  verwertet 

/«\  ^y  d^y        dp 

(2)  -r^  ==  p,    woraus  -r-^  =  -r^. 

d  X       "^  d  X*        d  X 

371.  IntegratUn  der  ersten  (Ueiehnng.    Diese  wird  sein 

d^y 

dx' 


(1)  44-a==0. 


worin  a  eine  Eonstante  bezeichnet.     Für  d  y  =  p  d  x  geht  sie  über  in 

-T^  =  —  a,    oder   d  p  =  —  a  d  x. 
dx 

Folglich  erhält  man  durch  Integration 

p  =  —  a  X  +  c. 

Fuhrt  man  hier  den  Wert  von  p  ein,  so  wird 

dy 

-j — =---ax  +  c  oder  dy  =  (— ax  +  c)dx; 

daher  durch  Integration 

(2)  y=--^  +  cx  +  c'. 

Diese  Gleichung  (2)  ist  das  Integral  von  (1).  Denn  durch  zwei- 
malige Integration  von  (2)  entsteht  die  Gleichung  (1).  Das  Integral, 
geometrisch  dargestellt,  liefert  eine  Parabel. 

Wird  a  =  0  vorausgesetzt,  so  entsteht  die  Gleichung  einer  Geraden. 


372.  IntegratitB  der  iweken  Gleichnng.     Diese  Gleichung  hat  die 
Form 

d^y 

dx' 


(1)  ^  +  9{^)  =  0. 


1 
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Setzt  man  d  y  =  p  d  x,  so  geht  sie  über  in 

dp=  —  9)(x)dx, 
woraus  man  darch  Integration  erhält 

p=  —  j  9>(x)dx  +  c. 

Gesetzt  man  finde   I  SP(x)<lx  =  f(x),  so  wird,  wenn  man  p  darch 

dy 

-7-^  ersetzt 

dx 

dy=-f(x)dx  +  cdx 
und  darch  Integration 

(2)  y=-Jf(x)dx  +  cx  +  c'. 

Diese  Gleichang  ist  nnn  das  gesachte  Integral  von  (1). 

d^y 
Beispiel.    Es  sei  9(x)  =  —  ax,  also  -^-^ —  ax  =  0,  so  erhält 

man  nach  diesem  Verfahren 

y  =  — ^ — h  c  X  +  c'. 


373.    Iilegrati«!   der   dritten    Uelchug.     Ihre   allgemeine    Form 
wird  sein 

(1)  -^  +  ay(y)  =  0. 

d  y  d^  y 

Setzt  man  -^-^  =  p,  also    -      =  d  p,  so  wird 
ax  ax 

-^  +  aSP(y)  =  0. 

dy 
Da  aber  d  x  =  — ^,  so  geht  diese  Gleichang  über  in 

p  d  p  =  —  a  9  (y)  d  y, 
woraus  sich  darch  Integration  ergibt 

p«=~2aJ*SP(y)dy+c. 

Bezeichnet  man  1  9(y)dy  mit  f(y),  so  wird 

p=  Kc- 2af(y) 
dy 


and  indem  man  p  ersetzt  durch 


dx 
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Kc-2af(y) 
worans  als  Integral  der  Gleichnng  (1)  entsteht 

(2)  X  =  r,..  -A^        ^  +  c'. 

JKc-2af(y) 

Beispiel.     Es   sei   y(y)=Tb'y,   so  erhält  man   folgende   in 
den  Anwendungen  vorkommende  Gleichnng 

d^y 
dx* 


(3)  -H-  =F  b«y  =  0. 


Durch  Einführen  von  p  ergibt  sich 

pdp=±b»ydy;      -^=±-^  +  c, 

oder  indem    man  mit   2   multipliziert  und   die   willkürliche  Konstante 
2  c  =  a^  setzt 


p-Kai'ib'y« 

and  hieraus 

(4) 

dx  —    -;: 

Diese  Gleichung  ist  nun  zu  integrieren.  Das  Integral  hängt  aber 
vom  Zeichen  der  Grösse  b^  ab. 

I.  Es  sei  b^  positiv,  so  gibt  die  Integration  von  (4)  nach  §  80 

(5)  X  =  -^  log  (  b  y  +  Kä^ +^~2)  ^  ^s 

Dieses  Integral  der  gegebenen  Gleichnng  enthält  die  willkürlichen  Eon- 
stanten a  und  c^ 

Die  Gleichung  (5)  kann  auch  auf  folgende  Form  gebracht  werden, 
Man  versetze  c^  auf  die  linke  Seite,  multipliziere  mit  b  und  gehe  von 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  kommt 

^bx-bc  =  b  y  +  Kä^  +  b2 yä. 

Nun  ist  aber  e^*-*»^' =  e^*  •e-*'°'  =me*-m'  =  Me*,  wo  m,m' 
und  M  Eonstante  bezeichnen.     Führt  man  diesen  Wert  ein,  so  wird 

Me*-by  =  y"ä2+'b272 
nnd  indem  man  diese  Gleichung  quadriert  und  nach  y  auflöst 

^""  2b®         2bM®      • 

Bezeichnet  man  schliesslich  die  konstanten  Faktoren  von  e'  und  e'^ 
mit  A  und  B,  so  erhält  man  als  gesuchte  Gleichung 

(6)  y  =  Ae*  +  Be- 


k —  X 
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II.  Es  sei  b'  negativ,  so  erhält  man  durch  Integration  von  (4) 
nach  §  78 

x  =  -7—  Are  sin  — —  +  c. 
D  a 

Hieraus  folgt,  indem   man  die  willkürliche  Konstante  c   versetzt, 
mit  b  multipliziert  und  vom  Bogen  zum  Sinus  dbergeht 

sin  (b  X  —  b  c)  =  — —. 

a 

Allein  durch  Entwicklung  des  Sinus  erhält  man 

o 

y  =  -r-  (sin  b  X  cos  b  c  —  cos  b  x  sin  b  c) 
b 

und  hieraus,  indem  man  die  konstanten  Faktoren  von  sin  b  x  und  cos  b  x 
mit  A  und  B  bezeichnet,  als  gesuchtes  Integral 

(7)  y  =  A  sin  b  X  +  B  cos  b  x. 

Die  Gleichung  (3)  kann  auch  in  folgender  Weise  integriert  werden. 
Man  führe  eine  neue  Variable  z  ein,  welche  der  Bedingung 

(8)  y  =  e/»*' 

entspricht,  so  wird  hieraus  zunächst  das    zweite  Differentialverhältnis 

abzuleiten  sein.     Dabei  beachte  man,   dass  das  Differential  von  |  zdx 
gleich  zdx  ist.     Man  erhält 

dx  dx^         dx 

somit  durch  Einfuhren  des  Wertes  von  y  aus  (8)  und  des  vorstehenden 

ÜJ    :. 
dx' 

4^  +  Z2  If  b«  =  0. 

d  X 

Nun  nehme   man  der  Einfachheit  wegen  z   konstant  an,  so  wird 
in  der  letzten  Gleichung  d  z  =  0 ;  also  geht  sie  über  in 

z«  =  ±  b^. 
Hier  sind  wieder  die  beiden  Zeichen  von  b^  aus  einander  zu  halten. 

I.   Es  sei  b^  positiv,   so  wird  z=  ib;  daher  der  Exponent 
von  (8) 

I  bdx  =  bx  +  c  und    j  — bdx=— bx  +  c'. 

Es  entstehen  daher   zwei  Werte  für  y,  die  mit  yi    und   y2   be- 
zeichnet seien.     Diese  Werte  sind  nach  (8) 

Jeder  dieser  Werte  ist  ein   partikuläres  Integral  von  (1),  enthält 
jedoch  nur  je  eine  der  willkürlichen  Eonstanten  A  und  B.    Daher  wird 


von  -^-^  in  (3) 
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das  Integral  die  Samme  dieser  partikalären  Integrale  sein.  Diese  Snmme 
entspricht  der  Gleichung  (1)  in  der  That  in  allgemeinster  Weise; 
daher  ist 

y  =  Ae*  +  Be-*, 

eine  Gleichung,  die  genau  mit  (6)  übereinstimmt. 

II.  Es  sei  b^  negativ,  so  wird  z=  ibV^— 1;  daher 

rby"^^dx=bxK^  +  cund   r-by"^dx=-bxF'^+c'. 

Die  beiden  Werte  von  y  sind  daher 

yi  z=  e^^Y^+^  =  me^''^-^;       ya  =  ne-^*^^-^, 

worin  m  und  n  willkürliche  Eonstante  bezeichnen.  Daher  ist  das  all- 
gemeine Integral 

(9)  y  =  me^^V"^  +  ne-'^^y^. 

Nach  dem  Mol  vr ersehen  Satze  (§  72)  ist  aber 
^bxVziT  ^  cosbx  +  K^sinb  x;     e-***^^=  cos  b  x  — K^sin  b  x. 
Daher  durch  Einführen  dieser  Werte  in  (9) 

y  =  (m  +  n)  cos  b  X  +  (m  —  n)  V  —  1  sin  b  x 

und  indem  die  Faktoren  von  sin  b  x  und  cos  b  x  mit  A  und  B  bezeichnet 
werden 

y  =  A  sin  b  X  +  B  cos  b  X. 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  (7)  überein. 

374.  IitegratUi  der  fierten  Ueichuag.    Es  sollen  folgende  zwei 
Formen  integriert  werden. 

I.  Gegeben 

^  dx^  dx 

dy 
worin  a  eine  Konstante  bezeichnet.    Führt  man  p  =  -r-^  ein,  so  folgt 

d  X 

und  durch  Sonderung  der  Veränderlichen  und  nachherige  Integration 

— ^  =  — adx;       logp  =  c  — ax. 

Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird 

p  =  e*^""*^;       dy  =  e*^~**dx, 
daher  durch  Integration  als  gesuchte  Gleichung 

(2)  y=-J^e«-"+c', 

a 

worin  c  und  c'  die  willkürlichen  Eonstanten  bezeichnen. 
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II.  Zam  Integrieren  vorgelegt 


&-!/ 


•HIJ)-- 


Für  d  y  =  p  d  X  geht  diese  Gleichung  aber  in 

^^  =amV  oderadx=   -,^1^—    ; 

daher  durch  Integration  die  Gleichung 

ax  +  c=  log(p+Kl  +V0» 

worin  c  die  willkürliche  Konstante   bezeichnet.     Geht  man  hier  von 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird 

Uan  bringe  p  auf  die  linke  Seite  und  quadriere,  so  kommt 

e»*«+»c  —  2pe**-»-^=  1 

und  indem  mau  p  ersetzt  und  mit  e*'"^^  dividiert 

2dy  =  (e"-»-«  — e-"-^)dx. 
Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

y  =  -^(e"+«+  e-"+*»)  +  c'. 
«  a 

Setzt  man  noch  e°  =  A,   so  wird  diese  Gleichuug  als  gesuchtes 
Integra]  zu 


y  =  -Y(Ae"  +  i-e-")  +  c'. 


375.  lategratiti  der  fünften  Meichiig.     Diese  enthält  die  Grössen 
x,y'  und  y''  und  habe  die  Form 


(1)         -ö-+fw4f +y«=o. 


d  x'  d  X 

Setzt  man  d  y  =  p  d  x,  so  geht  sie  in  folgende  der  ersten  Ordnung 
über 

(2)  ||-  +  pf(x)  +  9(x)  =  0. 

Kann  man  diese  Gleichung  integrieren  und  p  durch  x  darstellen, 
so  entsteht  ein  Ausdruck  von  der  Form  p  =  F  (x,  c)  und  daraus,  wenn 
p  ersetzt  wird,  dy  =  F(x, c)dx;  daher  durch  Integration 


y  =  jF(x,c)dx  +  c'. 


Diese  Gleichung  ist  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (1). 

Ist  (2)  integriert  und  lässt  sich  x  durch  p  ausdrücken,  so  erhalte 
man  die  Gleichung  x  =  F  (p,  c).     Daraus  entsteht  durch  Differentiation 

dx  =  F'(p,c)dp. 
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Da  aber  d  x  =  — ^,  so  geht  diese  Gleichang  über  in 

P 

dy  =  pF'(p,c)dp. 

Kann  man  diese  Gleichung  integrieren,  so  eliminiere  man  ans 
ihrem  Integral  nnd  ans  dem  von  (2)  die  Grösse  p  und  man  erhält 
den  Zusammenhang  zwischen  x  nnd  y. 

Beispiel.     Es  sei  zn  integrieren 

'»)  Ä  +  'G  +  T^-)»»- 

Durch  Einführen  von  p  erhält  man  sofort 

|j  +  x(a  +  p)  =  0;      ^=-xdx. 

Folglich  durch  Integration 

x^ 
log(a  +  p)  +  logc  =  —  y, 

wo  log  c  die  willkürliche  Eonstante  bezeichnet.  Allein  es  ist  log  (a  -f  p) 
-\-  log  c  =  log  c  (a  4~  p)*  Geht  man  sodann  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen  über,  so  wird 

(4)      cfa+'r^-j  =  e~~2  ;       cdy  =  f e"!"  —  ca Wx. 

Lässt  sich  das  Integral  von  e  2  d  x  darstellen,  so  ist  dadurch 
das  Integral  der  Gleichung  (3)  gewonnen. 

Entwickelt  man  die  Exponentialgrösse  nach  §  62  in  eine  Reihe, 
so  kommt 

**  1  1  1 


/ 


2-4  2*3-8 

_i^^  1    x^    ,       1      X»  1         x''    , 

e     2dx  =  x ^-^  +  TTT"^ TT-^r-iriT  +  •  • 


2     3     '    2-4    5         2-3-8     7 
Daher  gibt  die  zweite  der  Gleichungen  (4) 

(5)    y^ ax  +  i-(x-^|-+2i^^-..)  +  c'. 

Diese  Gleichung  ist  in  der  That  das  Integral  von  (3),  was  sich 

leicht  durch  Vornahme  der  Probe  ergibt.     Leitet  man  nämlich  aus  (5) 

d  y  d"^  y 

die  Verhältnisse  -^^  und    .,   i    ab  und   setzt  ihre  Werte  in  (3),   so 

dx  dx^  ^  ^' 

heben  sich  die  Glieder  gegenseitig  auf. 


S7C.  Integrati«!!  der  sechsten  Melehnng.  Die  Gleichung  habe  die  Form 

dx«  ^^dx 

Hierin  können  nun  die  Grössen   A  und  B  konstant  oder    auch 
Funktionen  von  y  sein,  dürfen  aber  x  nicht  enthalten. 


(1)  4rT  +  A-H-  +  By  =  0. 
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I.  Eb  seien  A  nod  B  konstant  Da  in  (1)  die  GrAsseo  ;  nod 
ihre  Ableitungen  in  der  ersten  Potent  Torkommen,  nennt  man  sie  eise 
lineare  Gleichung. 

Behufs  der  Integration  nehme  man 

(«)  y  =  ce", 

wo  e  und  m  konstante  Zahlen  bezeichnen,  so  wird  sein 

dy  „,       d*y  •„, 

— ^  =^  c  m  e"  * ;    -p^  =  c  m"  e"  * . 

Setzt  man  diese  Werte  in  (1),  so  geht  diese  Gleichnng  über  in 

(8)  m»  +  A  m  +  B  =  0. 

Hiernach   ist  die  GrAsse  m   in  (2)  nnr  abhKngig   von  A  and  B.     Die 
Wurzeln  der  Gleichnng  (3)  sind 

(4)  .  =  _|±|/^Tb. 

Hier  begrSndet  nnn  die  GrSase  anter  dem  Warzelzeicben  drei  F&lle. 

A* 
Erster  Fall:  -j B   sei  positiv.     Es  entstehen  zwei  Wurzel- 
werte   für  m.     Diese  seien  a   und  b,   so   entsprechen   ihnen   nach  (2) 
auch  zwei  Werte,  die  mit  y*  und  j"  bezeichnet  seien ;  daher  gibt  (2) 

y'  =  oe*";     y"  =  c'e'"'. 
Jeder  dieser  Werte  leistet  der  Gleichnng  (1)  Genüge;  dasselbe  ist  aach 
der  Fall  mit  ihrer  Summe 

(5)  y  =  ce**  +  c'e'"', 

— ■-*-e  mit  ihren  zwei  willkürlichen  Konstanten  c  and  c'  als  das  all- 
ne  Integral  von  (1)  zu  betrachten  ist. 

A' 
Zweiter  Fall:   -g B  sei  negativ.    Es  entstehen  2wei  Wurzel- 

von  der  Form 

a+bK^     und     a-bV"^. 
werden  die  entsprechenden  Werte  von  y  sein 

y'  =  ce'*-e°**     ';     y    =ce"'-e    "" "     ', 
e  nach  §  72  Bbei^ehen  in 

y'  =  c  e'  *  (cos  b  X  +  sin  b  X  V  —  l)  1 
y"  =  c'  e* "  (cos  b  x  —  sin  b  x  K—  l)- 
'  die  Summe  /  +  y"  oder  das  allgemeine  Integral 

y  =  e**[{c  +  c')co8bx  +  (c  —  c')sinbx  V  —  l]- 
tezeicbnet  man  nun  die  konstanten  Faktoren  von  cosbx  nnd  sinbi 
[  und  N,  so  wird 
)  y  =  e'  *  (M  cos  b  X  +  N  sin  b  x). 
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Dritter  Fall:   — B  =  0.      Daher    wird    jede    Wurzel    der 

Gleichung  (4)  = —  und  die  Gleichung  (5)  gibt  als  Integral 

Ax  A  X 

y  =  (c  +  c0e""2~  =  c"e""^. 

Allein  hierin  kommt  nur  eine  willkürliche  Konstante  cf'  vor.  Es 
kann  also  dieser  Wert  von  y  nicht  als  das  allgemeine  Integral  von  (1) 
angesehen  werden. 

Man  mache  daher  statt  der  Voraussetzung  (2)  die  folgende 

(7)  y  =  (cx  +  cOe«»^ 

so  leistet  dieser  Wert  der  Gleichung  (1)  Genüge.    Denn  es  folgt  aus  (7) 

dv 

— -^  =  ce*"*  +  (c  X  +  cO  m  e"% 
dx 

d^y  _ 
dx 

Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  gibt  die  linke  Seite 

(ex  +  cO[m«  +  Am  +  B]  +  c(2  m  +  A). 

Da  nun  der  Voraussetzung  nach  m  = —^  so  werden  die  zwei 

letzten  Klammerfaktoren  =  0,  also  wird  die  ganze  linke  Seite  von  (1) 
zu  Null. 

Setzt  man  daher  m  = r-  in  (7),  so  wird   das  allgemeine  In- 

tegral  von  (1)  sein 

_  — 

(8)  y  =  (cx  +  c')e      «. 

II.  Es  seien  A  and  B  Funktionen  von  y.     Man  habe 

dx^  dx 

Für  d  y  =  p  d  X  wird  diese  Gleichung  sein 

dp 


j^  =  2  c  m  e"  *  +  (c  X  +  c')  m^  e°*  *. 


.2  +fW^  +  »(y)  =  o. 


dx 


+  f(x)p  +  9(y)  =  0. 


dy 
Ersetzt  man  hierin  noch  dx  durch  — —.  so  erhält  man 

P 
p  d  p  +  p  f  (y)  d  y  +  9>  (y)  d  y  =  0. 

Kann  diese  Gleichung  integriert  werden,   so   verfahre   man   damit  wie 
mit  der  Gleichung  in  §  375. 

Beispiel.     Es  sei  gegeben 

(1)  S-(''+y)|7=ö' 
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BO  wird 

dp  =  {a  +  y)dy;     P  =  ay  +  -^  +  c 
DDd  indem  p  ersetzt  wird 

w  d, '-^ — 


j>+2ay  +  2c 


T+i5-  «■ 
irdeo.     ZnnSchst  ist 

2  c  +  2  a  y  +  y*  =  (2  c  -  a')  +  (a  +  y)» 

=<— ''[-(fS^)1- 

«  +  ; 


I  wird 


V2^ 

dy  =  dzK2c'^ 
1  diese  Werte  in  (2),  so  foigt 

dx  = 


I  Integration  als  gesacbte  Gleicbnng 

j  =:  .         ^  Are tang  ,,  =-  +  c'. 

K2c—  a  V  2  c  —  a" 

IitegraÜM  der  liefceitei  Sleltkiig.     Diese  Gleichnng  sei 

Ä  +  .,tw-o. 

setze  y  =  e',  wo  i  eine  Fonktion  von  x  sein  soll,  so  wird 
dy        d«,       d*y_d^z        .dz* 
dl^^dF*'     "d7^""di^^  "•"  d^^ 
Einfahren  dieser  Werte  in  die  g^etrane  Gleichung 
d'i    ,    dz'    ,      ,,  , 

dz 
-j —  =  p  angenommeD  wird,  so  geht  diese  Gleicfaaog  Sber  in 

j^  +  p'  +  .fW-o, 

le  solche  der  ersten  Ordnung,  die  indessen  nnr  in  beeondeni 
igriert  werden  kann. 
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378.    Iitegrati«!    der   achtel    Meiehaag.      Diese    Gleichung  habe 
die  Form 

(1)  :d^_2f(x)||-  +  y9>(x)  =  0. 

Man  snche  sie  auf  eine  der  früheren  Formen  zarückznfahren,  was 
durch  verschiedene  Snbstitntionen  erreicht  wird. 

I.  Es  sei 

(2)  y  =  az, 

in  welcher  Gleichung  u  und  z  von  x  abhängige  Grössen  bezeichnen. 
Darch  Differentiation  von  (2)  folgt 

dy  __     <^"_i_     ^2        d^y__     ^^^^lo^^^^i      ß^^ 

dT^^dT'^^dY'    "dh^-^d^  +  ^dYTT^^dx^- 

Fuhrt  man  diese  Werte  in  (1),  so  kommt  > 

Man  wähle  nun  die  Grösse  u  so,  dass  sie  der  Bedingung 

(4)  4r  -  "  f «  =  0- 

a  X 

d  z 
entspricht,    so  verschwindet  in  (3)  das   Glied   mit  dem   Faktor  — — . 

d  X 

Ans  (4)  aber  folgt  sofort 

=  f  (x)  d  x;      log  u  =  j  f  (x)  d  x, 

und  daher,  wenn  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergegangen  wird 

(5)  u  =  e/'(»)*\ 

Durch  diesen  Wert  von  u  kann  nun  die  Gleichung  (3)  umgeformt 
werden.     Zunächst  folgt  aus  (5)  durch  Differentiation 

1^  =  f(x)e/'W«'^    iil=  [f (x)  +  f (x)«] JfW«'\ 

Mittels   dieser  Werte   und  derjenigen  aus  (5)  und  (4)   geht  Glei- 
chung (3)  aber  in 

(6)  1^  +  [^  W  -  ^  W  +  *^  W]  ^  =  ^' 

welche  Gleichung  mit  der  des  §  377  übereinstimmt.  Wenn  in  beson- 
dern Fällen  die  Rlammergrösse  konstant  wird,  so  stimmt  die  Gleichung 
mit  der  in  §  373  überein. 

II.  Es  sei  femer 

(7)  y  =  ue^, 

wo  a  und  v  Funktionen  von  x  sein  sollen.  Die  Differentiation  von  (6)  gibt 
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dy         ^  du  dv 

dx*  dx^  dx   dv  dx^  dx^ 

Durch  Einführen  des  Wertes  von  y  aas  (7)  and  dessen  Ableitangen 
in  (1)  kommt 

W  -7—2-  +  2  --: -z h  a-T-ä"  ~  2f(x)(  "3 \-n- —  ) 

dx^  dxdx  dx*  \dx  dxy 

|2 


+  <|^  +  y«)  =  o. 


(9)  4^  +  y«  =  0. 


Nan  bestimme  man  die  Grösse  v  dadurch,  dass  man  die  letzte 
Klammergrösse  za  Null  macht.     Dies  gibt 

d^v 
dx' 

Diese  Gleichung  stimmt  nun  der  Form  nach  mit  der  in  §  372 
uberein.     Man  erhalte  durch  zweimalige  Integration  von  (9) 

(10)  v  =  F(x), 

also  auch  durch  Differentiation  dieser  Gleichung 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  und  der  Relation  (9)  geht  nun  Gleichung  (8) 
über  in 

(11)  ^  +  2  [FCx)  -  f«]|f  +  [F'W»  -  2f  (x)F(x)]  a  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  die  n&mliche  Form  wie  (1),  allein  die  Klammer- 
grössen  können  unter  Umständen  auf  spezielle  Formen  führen. 

Gesetzt  man  finde  aus  (11)  als  Integral  u  =  X,  so  erhält  man 
schliesslich,  indem  man  diesen  Wert  von  n  und  denjenigen  von  v  aus 
(10)  in  (7)  einfuhrt,  das  gesuchte  Integral 

y  =  Xe^<»). 

Beispiel.     Es  sei  die  Gleichung  zu  integrieren 

dx^  xdx        Lx  J 

Durch  Vergleichung  mit  (1)  ergibt  sich 

Man  benutze  die  erstere  der  beiden  Substitutionen,  so  wird  der 
Exponent  in  Gleichung  (5) 

I  f  (x)  d  X  =  1  —  n =  —  n  log  x. 


r — n 
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Daher  gibt  Gleichung  (5) 

Man  kann  aber  diese  ExpoDentialgrösse  Doch  umformcD.     Nimmt 
man  nämlich  die   Logarithmen ,  so  wird   log  u  =  —  n  log  x  =  log  x' 
Daher,  indem  man  wieder  zu  den  Zahlen  zurückgeht 

(12  n  =  x-\ 

Zur  Bestimmung  der  Elammergrösse  in  (6)  hat  man 

f  (x)  -  f  (x)2  +  y  (x)  =  ^  -  ^  +  ^-^5_zi)  +  b*  =  b«. 

Daher  geht  Gleichung  (6)  über  in 

d^z 


deren  Integral  nach  Formel  (7)  des  §  373  ist 

(13)  z  =  A  sin  bx  +  B  cos  b  X. 

Da  aber  nach  (2)  sein  soll  y  =  uz,  so  wird  durch  Multiplikation 
der  Gleichungen  (12)  und  (13)  das  gesuchte  Integral  sein 

y  =  x~°  (A  sin  b  X  +  B  cos  bx). 

379.   Ableitnig  des  allgemeineB  Integrals  ais  einen  parliknlären. 

Für  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

sei  ein  partikuläres  Integral  gefunden,  d.  h.  ein  solches,  das  der  Glei- 
chung (1)  Genüge  leistet  und  nur  eine  willkürliche  Eonstante  enthält. 

Es  sei  P  dieses  partikuläre  Integral,  so  wird  P  eine  Funktion 
von  x  sein,  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  Grössen  P,  dP  und  d^P 
in  (1)  eingesetzt  werden,  der  Ausdruck  links  sich  auf  Null  reduziert. 

Nun  sei  aus  P  ein  allgemeines  Integral  zu  (1)  abzuleiten.  Man 
gehe  von  der  Voraussetzung  aus,  es  lasse  sich  darstellen  durch 

(2)  y  =  Pz, 

worin  der  Faktor  z  eine  Funktion   von  x  bezeichnet,  welche  bestimmt 
werden  soll.     Durch  Differentiation  von  (2)  erhält  man 

A^-P-^  +  zAL 

dx  ""^^  dx  ^   dx  ' 

dx^     dx'^  "*"   dx  dx  "^  ^  dx 

dy  ^^^  d^y 

dx     dx 
kommt 

Aatenheiraer,  Elementarbuch.  27 


«  ~^dx«  '^^  dx    dx  +^  dx» 

d  y  d^  y 

Führt  man  diese  Werte  von  y,   -j^  und  -j^   in    (1)    ein ,    so 
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Hier  ist  dqd  die  erste  Rlammergrösse  =  0,  weil  P  ein  Integral 
von  (1)  ist,  ihr  also  Genüge  leistet.     Daher  muss  sein 

dz 
Man  setze  nan  =  p,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 


'|J+(»7|-  +  ''«)''-'' 


und  durch  Sonderung  der  Veränderlichen  in 

P  P 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

logp  +  21ogP  — logk  =  —  rf(x)dx, 

worin  log  k  die  Konstante  der  Integration  bezeichnet.  Das  Integral 
rechts  könne  ausgeführt  werden;  man  bezeichne  es  mit  F(x),  so 
wird  sein 


(3)  log  -^  =  -  Jf  (x)  dx  =  F  (x). 


Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über  und  ersetzt  p 

durch  -3 — ,  so  wird 
dx 

dz  =  kP~2e^(*)dx 
und  daher  der  gesuchte  Wert 

(4)  z  =  k  rP-2e^(»)dx, 

der  nur  noch    mit  P  multipliziert   werden  muss,    um  das  allgemeine 
Integral  zu  geben. 

Beispiel.     Für  die  Gleichung  des  §  376 
worin  A  und  B  konstant  sind,  wurde  das  partikuläre  Integral 

Ax 

(6)  P  =  ce      2 

A^ 

für  den  Fall  gefunden,   dass  — B  =  0  ist.     Es    soll    aus    diesem 

4 

Werte  (6)  das  allgemeine  Integral  von  (5)  abgeleitet  werden. 
Hier  ist  f(x)  =  A;  daher  nach  (3) 

F(x)=  -  rAdx=  -  Ax;     e^^^  =  e-'^\ 
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Ferner  folgt  aas  (6) 

Mithin  nach  (4) 

/l  k 

Das  gesachte  allgemeine  Integral  nach  (2)  ist  daher 


y  =  (eV^+c')e 


Ax 

2 


Es  stimmt  dasselbe  mit  dem  in  §  376  in  Formel  (7)  angegebenen 
oberein. 

380.  IntegratUn  aach  der  Methode  der  nnbestinnteii  K^effiiienteB. 

Wie  die  DifTerentialgleichangen  der  ersten  Ordnuog,  so  können  aach 
solche  höherer  Ordoang  durch  Reihen  integriert  werden.  Man  wendet 
hierza  vorzags weise  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  an. 

Es  sei  folgende  Gleichung  zu*  integrieren 

Man  setze  voraas,  das  Integral  habe  die  Form 

(2)  y  =  Ao  X"  +  Ai  x°  +  ^  +  A2  x"-»-^  +  As  x»+3  +  . ., 

worin  sowohl  die  Vorzahlen  A,Ai,A2, ..  als  auch  der  Exponent  n  als 
konstant,  jedoch  als  noch  unbestimmt  vorausgesetzt  werden.  Die  Diffe- 
rentiation von  (2)  gibt 

(3)  4^  =  n  Ao  x»-i  +  (n  +  1)  Ai  x°  +  (n  +  2)  A2  x°+^  +  . . 
dx 


d^y 
dx' 


(4)^=n(n-l)Aox°-2  +  (n  +  l)nAix°-'  +  (n  +  2)(nH-l)A2x"  +  .. 


d  y  d^  y 

Führt  man  nun  die  Werte  von  y,  -r^-  und        ^  aus  (2),  (3)  und 

(4)  in  (1),  so  entsteht  eine  Gleichung,  welche  es  möglich  macht,  die 
Eonstanten  bis  auf  zwei  oder  eine  zu  bestimmen.  Die  unbestimmt 
verbleibenden  Eonstanten  sind  dann  diejenigen  der  Integration.  Ver- 
bleiben zwei,  so  ist  das  Resultat  das  allgemeine  Integral  von  (1);  bleibt 
nnr  eine  Eonstante  unbestimmt,  so  entsteht  ein  partikuläres  Integral. 

I.   Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

d^v 

(5)  -d^  +  axy  =  0. 

d  y  d^y 

Fuhrt  man  hier  die  obigen  Werte  von  y,  -7-=^  und  -7—9"  ein,    so 

•^     dx  dx^ 

kommt 

27* 
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0  =  n(n  -  1)  Ao  x— «  +  (o  +  l)n  Ai  x»"*  +  (n  +  2){n  +  1)  A2  x' 


+  (n  +  3)(D  +  2)A3 

+  aAo 


x"-»->  +  (n  +  4)(D  +  3)A4   x°+«+... 

+  aAi 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  fehlt,    so   müssen   die  Vor- 
zählen aller  Potenzen  von  x  aof  der  rechten  Seite  za  Null  werden. 

Nimmt  man  auch  n  =  0  an ,  so  geben  zunächst  die  beiden  ersten 
Glieder 

0-Ao=0;    OAi=0. 

Daher   bleiben  Ao  und  Ai  unbestimmt.     Ans  den  folgenden  Glie- 
dern rechts  ergeben  sich  die  Bedingungen 


4 
5 

6 

7 

8 
9 

10 


lAs 


=  0 ;     somit     A2    =  0. 


2  As  +aAo  =0 

3  A4  +aAi  =0 

4  As  +aAj=0 

5A6  H-aAs  =0 

6  A7  +  a  A4  =  0 

7  As  +aA6  =0 

8  A9  +  a  Ae  =  0 

9Aio  +  aA7  =0 


As  =-- 

A4  =- 

As  =0. 

Ae  =  + 

A7  =  + 

As  =0. 

Ag  =- 

Aio  =  — 


aAo 
2-3' 

aAi 
3-4' 


a^Ao 
2-3-5-6* 

a^At 
3*  4*5*  6 


a»Ao 


2-3*5-6*8-9 

a^Ai 
3  •  4  •  6  •  7  •  9  •  10 


Setzt  man   diese  Werte  von  n,  Ao,Ai  etc.  in  (2),  so  erhält  man 
als  gesuchtes  allgemeines  Integral 


2^6 


.A.(.-^+     ••' 


a»x* 


3    '   2-3-5-6 


a^x' 


2-3-5-6-8-9 


a»x" 


+ 


■■) 


+ 


3-4-6-7       3-4'6-7-9-10 

Die  Grössen  Ao  und  Ai  sind  hier  die  Ronstanten  der  Integration. 
II.   Es  sei  ferner  die  Gleichung  zu  integrieren 

d^y    ,    a    dy    ,  , 

12 


..). 


(6) 


dx' 


d  V  d   y 

Setzt  man  die  Werte  von  y,  -r^  und  ,   i    aus  (2),  (3)  und  (4) 

d  x  d  x^ 

hier  ein,  so  wird 
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0  =  n(n  — l)Ao 
DaAo 


x°-2  +  (n  +  l)nAi 
(n  +  l)aAi 


x"-^  +  (n  +  2)  (d  +  1)  A2 

(n  +  2)aA2 
bAo 


x°  +  .. 


Hier  müssen   wieder   die   Vorzählen   der   Potenzen   von   x   gleich  Null 
sein.     Das  erste  Glied  gibt 

n  (n  —  1  +  a)  Ao  =  0. 

Soll  daher  Ao  unbestimmt  bleiben,  so  mnss  entweder  n  =  0  oder 
n  =  1  —  a  sein.  Für  diese  Werte  von  n  wird  der  Koeffizient  des  zwei- 
ten Gliedes:  für  den  ersten  aAi  =0,  für  den  zweiten  (2  —  a) Ai  =  0. 
In  beiden  Fällen  muss  daher  Ai  =  0  sein. 

Für  n  =  0  bleibt  also  Ao  unbestimmt  und  Ai  wird  zu  Null. 
Hierfür  geben  die  folgenden  Glieder 

2  (1  +  a) A2  +  bAo  =  0;   folgl.   A2  =  -      ^^® 


2  (1  +  a)' 


3(2  +  a)A3  +bAi  =0 
4(3  +  a)A4  +bA2  =0 
5(4  +  a)A5  +  bA3  =0 
6(5+a)A6+bA4  =  0 


As 

-0. 

A4 

b^Ao 

2- 

4(l+a)(3  +  a)- 

As 

=  0. 

&. 

b'Ao 

2.4-6(l+a)(3  +  a)(5  +  a) 


(7) 


Fär  diese  Werte  geht  (2)  über  in 

bx2 


=  Ao(l- 


+ 


b«x* 


2  (1  +  a)   '    2  •  4  (1  +  a)  (3  +  a) 

b»x« 


+ 


..). 


2.4.6(l+a)(3  +  a)(5  +  a) 

Da  diese  Gleichung  nur  eine  unbestimmte  Eonstante  Ao  enthält, 
so  ist  sie  ein  partikuläres  Integral  von  (6).  Zu  einem  solchen  wird 
das  vorstehende  Verfahren  immer  führen,  welchen  Wert  von  n  man 
auch  annehmen  mag.  Es  zeigt  dies,  dass  das  Integral  noch  andere 
Glieder  enthalten  muss  als  solche,  wie  sie  Gleichung  (2)  voraussetzt. 

Das  allgemeine  Integral  soll  nun  aus  (7)  nach  dem  in  §  379  an- 
gegebenen Verfahren  bestimmt  werden.  Dort  ist  mit  P  das  partiku- 
läre Integral  bezeichnet.     Daher  kann  man  aus  (7)  ableiten 

P-2  =  Ao-2  (1  +  «  x2  +  /?  X*  +  . .), 

worin  a,  /$, . .  konstante   Faktoren   sind ,   die  sich  durch  a  und  b  aus- 
drücken lassen.     Ferner  ist  im  vorliegenden  Fall 

f(x)  =  ^;       F(x)=-J-^=-alogx; 
daher 


X 


e^ 


F  (x)  __.  p—  a  log  X  __  y—  a 


X 
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Da  aber  allgemein 


z 
80  wird 


=  k  rp-*e^<*)dx, 


=  k  Ao-^  JCI  +  «  x^  +  /J  X*  +  . .) x—  dx, 


Settt  man  diesen  Wert  tod  z  in  die  Gleichang  y  =  P  z,  so  wird 
das  gesachte  allgemeine  Integral  sein 

^~L        2(l+a)^    2.4(H-a)(3  +  8)        "J 


Kf^  +  «r^+-)+4 


IX.    Aufgaben  über  die  Kettenlinie. 

381.  Allgeaelie  Desetie  der  Ketteiliile.  Wenn  eine  Yollkommen 
biegsame  Kette  an  beiden  Endpaukten  befestigt  wird,  so  senkt  sie  sich 
vermöge  der  Gewichte,  weiche  an  ihren  Teilen  hängen  nnd  bildet  eine 
Karve,  welche  Ketten linie  genannt  wird.  Sie  liegt  in  einer  Vertikal- 
ebene,  welche  durch  die  Aafhängepnnkte  geht.  Die  Form  der  Korve 
wird  bedingt  durch  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Gewichte  an  der 
Kette  über  ihre  Länge  verteilt  sind. 

Es  sei  CAB  (Fig.  129)  eine  solche  Kettenlinie,  C  einer  der  Aaf- 
hängepnnkte and  A  der  tiefste  Punkt.  Man  lege  durch  letztern  Pankt 
in  der  Ebene  der  Kurve  zwei  rechtwinkelige  Achsen  Ax, Ay,  wovon 
Ax  horizontal  ist  und  bezeichne  mit 

X, y  die  Koordinaten  DE  und  AE  eines  Kurvenpunktes  D, 

h,  b  dasselbe  für  den  Aufhängepunkt  G, 

a, 9>  die  Winkel,  welche  die  Kurve  in  den  Punkten  G  und  D  mit 

der  horizontalen  Richtung  bildet  und 
P,  Q  die   Spannungen   der  Kette  in   den   Punkten  C  und  D,   in  der 

Richtung  der  Tangenten  an  die  Kurve  wirksam. 

Man  zerlege  die  Kräfte  P  und  Q  in  die  horizontalen  Seitenkräfte 
P  cos  a,  Q  cos  9>  und  die  vertikalen  P  sin  a,  Q  sin  fp.  Damit  das  Kurven- 
stück GD  keine  horizontale  Bewegung  mache, .  müssen  die  Kräfte,  welche 
an  dessen  Endpunkten  in  horizontaler  Richtung  wirken,  einander  gleich 
sein,  so  dass  man  hat 

(1)  Q  cos  y  =  P  cos  a. 

Da  hierin  P  und  a  konstant  sind,  so  wird  auch  das  Produkt 
Qoes?)  konstant  sein,  wo  auch  der  Angriffspunkt  D  der  Kraft  Q  ge- 
dacht wird.     Hierausfolgt,  dass  die  Spannung  der  Kette  in  hori- 
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zontaler  Richtang  konataat  ist.  Rückt  der  Pankt  D  abwärts, 
so  wird  ff  kleiner,  also  aach  die  SpanDung  Q  kleiner.  Im  tiefsteD 
Paukt  ist  9>^0,  also  Q^Pcoso.  Die  SpaDQtiag  der  Kette 
□  immt  somit  von  oben  nach  unten  ab  and  wird  im  tiefsten 
Pankt  ein  Minimum. 

Die   Kraft  Psina,   welche  das   KurvenstSck  Fig.  129. 

DC  in  C  aofw&rts  zieht,  mnss  gleich  sein  der 
Kraft  Qsiof'i  welche  in  D  abw&rta  wirkt,  ver- 
mehrt nm  die  Last  G  des  Karvenstflckes  CD. 
Diese  Last  G  setzt  sich  zasammen  ans  dem  Eigen- 
gewicht des  Karveostückes  und  dem  Gewicht, 
das  aasserdem  an  ihm  bSngt  oder  auf  dasselbe 
drückt.     Hiernach  mnss  sein 

(2)  Qsiny +  G  =  Psina. 

Rückt  der  Pankt  D  der  Knrve  entlang  abwärts,  so  vergrOssert 
sich  G,  während  9),  also  aach  sin  ff  abnimmt.  Im  tiefsten  Punkt  ist 
*f  =  0  und  G  =  Psiaa.  Rückt  umgekehrt  D  aufwärts,  so  nimmt  G 
ab  und  Q  sin  9>  zu.     Für  den  Punkt  C  ist  G  =  0  nnd  Q  =  P. 

Die  Voran s Setzungen ,  welche  im  Folgenden  gemacht  werden,  be- 
ziehen sich  ansschliesslich  auf  die  GrCsse  G. 

3SZ.  Ile  parakviitchc  KeltenllBiK.  Das  Gewicht  G  sei  der  Länge 
der  boriiontalen  Projektion  des  Eurvenstöcbes  CD  (Fig.  129),  also  der 
Abscissendifferenz  fa  —  x  proportional. 

Die  Gesetze  dieser  Knrve  sind  bereits  in  §  132  bebandelt  Es 
entsteht  eine  Parabel. 

3S3.  fie  gCKciie  HctlHlliie.  Das  Gewicht  G  sei  der  Länge  des 
Enrvenstäckes  proportional,  mithin  gleichförmig  über  die  Kette  verteilt. 

Es  seien  (Fig.  129)  s,s'  die  Längen  der  Kurvenstncke  AD  und  CD 
und  q  das  Gewicht  der  Kette  für  jede  Längeneinheit  derselben,  also  qs 
das  Gewicht  des  Stackes  AD  nnd  qs' =  G  dasjenige  des  Stackes  CD. 
Für  diesen  letztern  Wert  geht  (2)  von  §  381  über  in 

(1)  Q  sin  V  +  qs'  =  P  sin  o. 

Da  die  Länge  der  Kette  s  +  s',  also  ihr  Gewicht  q  (s -f- s')  ist,  so 
erhält  man  für  den  tiefsten  Punkt 

(2)  q  (s  +  sO  =  P  sin  a, 

und  für  den  Punkt  D,  indem  man  diese  Gleichang  von  (l)  abzieht 

(3)  Qsiny  =  qs, 

d.  h.  die  Vertikalkraft  QsinV'  in  D  ist  gleich  dem  Gewicht  des  Rnrven- 
stöckes  AD. 

Dividiert  man  (3)  durch  Gleichang  (1)  des  §  381,  so  folgt 

Der  Abkürzung  wegen  setze  man 
(6) 


Pcosa 


—     424     — 

in  (4)  und  berücksichtige,  dass  lang  y  =  -p-,  so  geht  (5)  über  in 

(6)  4^  =  ms. 

^  '  dx 

In  dieser  Gleichang  kommen  die  drei  Variabein  x,  y  und  s  vor. 
Man  kann  aber  die  letztere  dnrch  die  beiden  erstem  ansdrficken  durch 
die  Relation  ds^s=dx^-fdy^  Zu  diesem  Zwecke  differentiiere  man 
Gleichung  (6),  indem  man  dx  als  konstant  ansieht  und  ersetze  ds, 
so  folgt 


dy 


2 


(7)  -^  =  mrdx»  +  dy>  =  mdx|/l+^^,. 

d  y  d^  y  d  y 

Nun  setze  man  -r^  =  p,  also  auch     .      =  dp  und  dx  =  — —.  so  wird 

dx  dx  p 

=  mdy. 


VT+p 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  §  80 

(8)  KrT?=my  +  C. 

Für  y  =  0   wird  9^  =  0,  also  auch  p  =  0;  daher  die  Eonstante 
G  =  1.     Hiernach  wird  die  letzte  Gleichung  zu 

(9)  KlTp  =  my+l. 

Die  Ordinate   des  Aufhängepunktes  C  werde  mit  b  bezeichnet,  so 
wird  für  diesen  Punkt  p  =  tang  a  und  die  letzte  Gleichung  zu 

Vi  +  tang^a  =  m  b  +  1 
oder  indem  man  den  Wert  von  m  aus  (6)  einfährt 

P  cos  a  V  1  +  tang^a  =  qb  +  P  cos  a. 

Allein   es   ist  cos  a  V  1  +  tang^a  =  1 ;  daher  wird 

(10)  b  =  —  (1  -  cos  a). 

Man  quadriere  (9),  so  kommt 

p^  =  m^y^  +  2my. 

Ersetzt   man  hierin  p  durch  seinen  Wert  und   zieht  die  Wurzel 
aus,  so  ist 

(11)  dx  =  ±-l  ^^ 


V-- 


■v+^ 


Allein  in  dieser  Gleichung  darf  für  den  Bogen  AG  von  beiden 
Zeichen  nur  das  obere  genommen  werden,  weil  dy  mit  dx  zunimmt. 
Lässt  man  also  das  untere  Zeichen  weg  und  integriert  nach  §  332, 
Formel  (2),  indem  man  daselbst  A  =  0  nimmt,  so  wird 
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X 


=i"«(i+'+)/^-+^)+«- 


Für  den  tiefsten  Pankt  wird  x  =  0  and  y  =  0,  also  auch 

0  =  — log— +  C. 
Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  wird 

(12)  X  =  -^log(l  +  my  +  mj/y«  +  ^j. 

Diese  Gleichung  erscheint  aufgelöst  in  Hinsicht  x.  Man  kann 
aber  auch  y  durch  x  ausdrücken.  Zu  diesem  Zwecke  multipliziere  man 
mit  m  und  gehe  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  ist 


V-- 


e»»  =  1  + my  +  m  1/ y»  +  ^ 
oder  aach  

m  -^       y    j  na 

Quadriert  man  diese  Gleichung,  so  folgt 


/^e"^— ly  ^  ^ 
\      m      /         m 


e" 


and  daraus  die  gesuchte  Gleichung 

y  =  ^(e»-  +  e-»--2), 

welche  genau  mit  der  in  §  132  übereinstimmt. 

p 
Setzt  man  y  =  b  =  — (1— cosa)  aus   (10)  in  (12),  so  wird   x 

zur  Abscisse  des  Aufbängepunktes,  welche  mit  h  bezeichnet  werde,  so 
folgt  nach  einigen  Reduktionen 


Pcosa 

q 


/l  +  sin«N 
\    cos  a    / 


dy 
Setzt  man  die  beiden  Werte  von  -r-  aus  (6)  und  (11)  einander 

dx 

gleich,  so  folgt 


1/21    2y       i/«,Pcosa 

Der  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  g  einer  ebenen  Kurve 
ist  nach  §  315 


[ 


p=" — w — 
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^ 


d  Y  d^  y 

Setzt  man  hierin  die  Werte  von  -p^  ans  (6)  and   von  -7-4-    aus  (7), 

dx  dx^ 

80  folgt  anmittelbar 

^       m 

Ffir  8  a  0  erhält  man  ala  Wert   des   Erammnngsbalbmessers   im 
tiefsten  Pankt 

^  __  1  _  P  cos  a 


m  q 

Setzt  man   fär  s   die   Länge  der  Knrve   vom  Aofhängepankt   bis 

znm  tiefsten  Ponkt,  also  nach  (3)  die  Grösse  ,  so  erhält  man 

q 

als  Krfimmnngshalbmesser  im  Anfhängepnnkt 

e"  =  -^. 

^         qcosa 
Daher  die  Proportion 

p' :  p"  =  cos*« :  1. 

384.  Ptm  elaer  Kette,  bei  welcher  der  ^oersehiUt  pr«p«rtleial 
der  Spannug  sich  ändert.  Die  Kette  habe  nar  ihr  eigenes  Gewicht 
zu  tragen,  soll  aber  in  allen  Querschnitten  einen  gleichen  Grad  der 
Sicherheit  gegen  das  Zerreissen  besitzen;  also  wird  jede  Flächenein- 
heit der  Querschnitte  gleich  stark  gespannt  sein  müssen. 

Es  seien  z,  z^  die  Qaerschnitte  der  Kette  in  C  and  D  (Fig.  129), 
q  das  Gewicht  der  Volameneinheit  der  Kette,  so  müssen  der  Voraas- 
setznng  nach  die  Qaerschnitte  in  0  and  D  sich  verhalten  wie  die 
Spannungen  P  and  Q.     Daher 

z       z    p. 

Allein    aas    der    Gleichung  (1)   des  §  381  folgt  Q:P  =  cosa:cos  9); 
folglich  wird 

/^\  #  cos« 

(1)  z' =  z . 

^  ^  cos  9 

Wir  nehmen  hier  den  Aufhängepnnkt  C  als  Anfangspunkt  der 
Koordinaten,  lassen  x  zanehmen  um  dx,  so  rückt  der  Querschnitt  in  D 
abwärts  um  den  Weg  ds.  Längs  dieses  Weges  kann  der  Querschnitt  z' 
als  konstant  betrachtet  werden;  es  entsteht  daher  während  dieses  Vor- 
ganges das  Volumenelement  i*  d  s'.  Dieses  ist  daher  mit  Rücksicht 
auf  (1)  gleich 

cos«  ,   . 

z d  s  . 

cos  9^ 

dx 
Nun  ist  d  s'*  =  d  x^  +  d  y^  und  cos  y  =  ^--- ;  daher  das  Element  d  v 

^  ds' 

des  Volumens 
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2 


(2)  d  V  =  z  cos  a(l  +  ^-^^  d  x. 


Maltipliziert  man  den  Wert  (2)  mit  q,  so  erhält  man  das  Gewicht  des 
VolameDelemeotes ;  integriert  man  sodann,  so  entsteht  das  Gewicht  des 
Kettenstäckes  CD  von  der  Länge  s^  Dieses  Gewicht  ist  aber  nichts 
anderes  als  die  Grösse  G  der  Gleichang  (2)  des  §  381.  Daher  wird 
diese  Gleichang  im  vorliegenden  Fall 

Q  sin  y  +  qz  cos  a  1  (  1  +    .    2  )  d  x  =  P  sin  a. 

Versetzt  man  das  zweite  Glied  von  links  nach  rechts  and  dividiert  mit 
Q  cos  9>  =  P  cos  a,  so  wird 

Psina  —  qzcos  a  j  f  1  +  -pyjdx. 
(3)         tang  9  = 


Pcosa 
Für  9  =  0  wird 

P sin  a  =  qz  cos  a  I     f  1  +  -r^ )  d x 


zum    Gewicht  des  Eettenstückes  vom  Aafhängepankt  bis  znm  tiefsten 

Pankt. 

dy 
Setzt  man  tang  (f  =  -3-^  in  (3)  und  differentiiert  man  sodann,  so 

dx 

folgt,  da  Psina  and  Pcosa  konstant  sind 

Nun  setze  man 

(5)  "¥""""     '^"^     17""^' 

d^y 
so  wird  =  d  p ;  daher  geht  (5)  über  in 

=  —  mdx. 


1+P^ 
Hieraas  folgt  darch  Integration 

Are  tang  p  =  —  mx  +  C. 
Für  X  =  h  ist  aber  p  =  0;  daher  gibt  die  letzte  Gleichang 

0  =  —  mh  +  C. 
Man  erhält  daher  darch  Subtraktion 

Are  tang  p  =  m  (h  —  x). 
Geht  man  vom  Bogen  zur  Tangente  über,  so  gibt  diese  Gleichang 
(6)  p  =  tang  m  (h  —  x). 
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Fdr  X  =  0  wird  ab«r  p  =  taaga;  daher 
taog  et  =  tang  m  h 
aod  bieraas  a  =  m  h  oder 

(7)  a-f 

Setzt  mSD   die    beiden  Werte   von  m  ans  (5)   und   (7)  eioaader 
gleicb,  10  folgt 

(8)  .-J^. 

Allein  hz  ist  das  VoIomeD   eines  Prismaa   von  der  LSnge  h  and  dem 
Qoerscbnitt  z,  also  qbz  das  Gewicht  desselben.     Das  Verbal tnis  dieses 
Gewichtes  zur  grOssten  Kettenspananug  ?  gibt  daher  den  Bogen  a.. 
d  V 
Für  p  =  -T^  gibt  Gleichung  (6) 

(9)  d  y  =  tang  m  (h  —  s)  d  x. 

Dm  diese  Gleichnng  zn  integrieren,  beachte  man,  dass 

/,          p  sinsdx  , 

tang  X  d  X  =  I =  —  log  cos  x, 

and   da  tAng  m(h  —  x)dx= tang  m  (h  —  x)  d  (—  m  s),  so  gibt  (9) 

y  =  —  log  cos  m  (h  —  i)  +  C. 

Fnr  X  ==  h  wird   y  =  b;    daher  die  Eonstante   C  =  b.      Hierfür 
e  letzte  Gleichnng 

b  —  y  = log  cos  m  (h  —  x), 

ch,  indem  man  den  Wert  von  m  aas  (7)  einfährt 

h  ,  h-x 

b  —  y  = log  cos  —r —  a. 

is  ist   die   gesuchte  Gleichung  der  Kurve.     Darin   ist  — r — 

1er  Brach,  dessen  Wert  fnr  x  =  0  anf  1  steigt.     Daher  ist  der 
zQ  nehmen   von  einem   Winkel,  der  kleiner  als  a  ist.     Der 
imas  davon  ist  negativ,  weshalb  b  — y  positiv  erscheint,  wie 
soll, 
r  X  =  0  wird  auch  y  =  0.     Hierfür  gibt  Gleichung  (10) 

«  =  — ü"  loR  cos  a. 

Tleichsetzen  der  beiden  Werte  von  «  aas  (8)  und  (11)  gelangt 
folgender  Relation 
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qbz 


log  cos  a  =  — 

welche  ähnlich  wie  (8)  aufgefasst  werden  kann. 

Sind  b  und  h  gegeben,  so  kann  aas  (11)  die  Grösse  a  berechnet 
and  hierauf  mit  Hilfe  von  (10)  die  Kurve  konstruiert  werden. 

Um  das  Volumen  v  der  Kette  zu  finden,  hat  man  nur  Gleichung  (2) 
zu    integrieren.     Zu  diesem  Zwecke  fuhrt  man  vorher  den  Wert   von 

—r^  aus  (9)  ein,  so  folgt 
dx 

(12)  V  =  z  cos  of  j  [1  +  tang^m  (h  —  x)]  d  x. 

Nun  ist  I  tang^xdx  =  tangx  — '  X,  wie  man  sich  durch  Differen- 
tiation überzeugt,  daher  auch 


/ 


tang^m  (h  —  x)  d  x  = tang  m  (h  —  x)  —  x. 


Daher  gibt  (12) 


zcosa     .  .,  \    I    n 

V  = tang  m  (h  —  x)  +  C. 

m 


Für  x  =  0  wird  auch  v  =  0;  daher 

zcosa    ^  1    I   in, 

0  = tangmh  +  C 

m 

und  durch  Subtraktion,  indem  man  noch  m  mittels  (7)  ersetzt 

cos  a  r  h  —  X    1 

V  =  zh tang  a  —  tang  — r —  a  . 

Dehnt  man  x  bis  h  ans,   so   erhält  man  das  Volumen  der  Kette  vom 
Aufhängepunkt  bis  zum  tiefsten  Punkt.     Dieses  ist  daher 

,        -    sin  a 
v'  =  zh 


a 

Zur  Bestimmung  der  Länge  benutzt  man  die  Gleichung 


V 


ds'  =  dx|/l+^, 


dx 

von  der  schon  bei  Ableitung  von  (2)  Gebrauch  gemacht  worden.    Führt 

dy 
man  den  Wert  von  -r^  aus  (9)  ein,  so  folgt 


dx 

dx 


ds'  =  Kl  +  tang2m(h  -  x)dx  = ^ r. 

cosm(h— x) 

Allein  es  ist  nach  §  333,  Formel  (2) 


/ 


d  X  1  ,      1  +  sin  x 

=  IT  log 


COS  X        2         1  —  sm  X 
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Daher  aocb 


8'  =  — 


los 


1  +  sin  m  (h  —  x) 


2  m  '^    1  —  sin  m  (h  —  x) 
Pfir  X  =  0  wird  auch  s'  =  0;  mithin  wird 

1 


+  C. 


0=  - 


2in 


l  +  siomh 
1  —  Sin  m  h 


und  durch  Sobtraktion 

1 


8    = 


2m 


riogfti» 

L  1—81 


sin  m  b  1  -|-  sin  m  (h  —  x)' 

810  mh  ^1  —  810  m 


(h  -  x)-| 
(h  -  x)J- 


Ersetzt  man  m  durch   seinen   Wert  aus  (7),   so  erhält  man   als 
gesuchte  Bogenlänge  der  Kurve 


8'  = 


2a 


l+8ina 

log : log 

1  —  sin  a 


1  +  sio 


h-x     n 


a 


1  —  sin 


h-x 


a 


h         -^ 


Pur  X  =  h  entsteht  hieraus  die  Länge  s'^  der  Kurve  vom   Anf- 
hängepunkt  bis  zum  tiefsten  Punkt     Daher 


s''  = 


Setzt  man  den  Wert  von 


2a 
dx 


log 


1  +  sin  a 


1  —  sin  a 

aus  (9)  und  denjenigen  von 


d^y 
dx 


2 


aus  (4)  in  den  Ausdruck   für  den  Krümmungshalbmesser  (§  315),  so 
folgt  unmittelbar  für  irgend  einen  Kurvenpunkt 


=  — 1/ 1  +  tang* -"Y^«; 


ferner  für  den  Aufhängepunkt,  wo  x  =  0  ist 

e'  =  — Vl  +  tang^a, 

CS 

und  endlich  für  den  tiefsten  Punkt,  wo  x  =  h  wird 

h_ 
a  ' 


P"  = 


385.  f  era  eines  ▼•■  eben  belasteten  Taekes.  Bin  Tuch  sei  an 
zwei  parallelen,  vertikal  stehenden  Wänden  längs  horizontaler  Linien 
festgehalten  und  zwischen  den  Wänden  durch  eine  Masse  belastet, 
deren  Teile  lose  neben  einander  liegen  (wie  trockener  Sand,  Wasser  etc.)) 
so  dass  die  obere  Begrenzung  dieser  Masse  eine  horizontale  Ebene  bilde. 
Das  Tuch  soll  in  gespanntem  Znstande  so  geformt  sein,  das  Vertikal- 
ebenen, senkrecht  zu  den  Wänden  gedacht,  dasselbe  längs  kongruenter, 
gleich  tief  liegender  Kurven  schneiden.  Man  soll  die  Porm  dieser 
Kurven  bestimmen  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Gewicht  des 
Tuches  und  seiner  Steifigkeit  nicht  in  Betracht  komme. 
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Es  gelte  die  bisherige  BezeichouDg.  Es  sei  also  GAB  (Fig.  130) 
die  Kurve,  AG  =  y  die  Ordinate  und  DE  =  x  die  Abscisse  des  Ear- 
venpnoktea  D,  so  wird,  wenn  die  Vertikale  AF  =  b,  die  Vertikale 
DH  ^b  —  y  seio. 

I.   Die  aaf  dem  Tnche   liegende  Last  reiche  tod  anten 
bis  zDin  Pankte  C.     Daher  wird  das  Kurve nstäck  CD  eiaen  KSrper 
tragen    von  der  Form   eines   Prismas.      Grnndfläcbe    desselben    ist    die 
Fläche  CDH  nnd  Höhe    der  Abstand  zneier 
VertJkalebeneo ,     welche    senkrecht    zu    den  *^'^'  ^*'- 

Wänden  stehen.  Ebenso  liegt  aof  dem  Korven- 
stäck  DA  ein  Prisma  von  der  GrandflScbe 
DAFH  nnd  gleicher  Hohe. 

Mao  nehme  die  Hshe  dieser  Prismen 
^  1  an  and  bezeichne,  wie  in  der  letzten 
Aufgabe,  mit  q  das  Gewicht  der  Volamen- 
einbeit  der  Hasse,  so  ist  das  Gewicht,  das 
anf  CD  drückt  =  q  x  Fläche  CDH;  das- 
jenige, das  aaf  DA  dröckt  =  q  x  Fl&cbe  DAFH.  Daher  gibt  Gtei- 
cbnng  (2)  des  §  381 

qxDAFH  +  qxDCH  =  p8inß  nnd 

(1)  Qsiny  =  qxDAFH. 

Lässt  man  x  znaehmen  nm  dx,  so  beschreibt  die  Vertikale  DH 
ein  F19chcnelement  von  der  Breite  dx  und  der  Höhe  b  —  y,  also  vom 
Inhalt  (b  —  y]dx.  Diese  GrOsse  ist  das  Differential  der  Fläche  AD  HF; 
folglich  das  Integral  von  (b  — y)dx  die  Fläche  ADHF.  Hierfür  geht 
(1)  fiber  in 

Qsin9'  =  q/(b-y)dx. 
Dividiert  man  diese  Gleichung  dnrch  Qcos^i  =  Pcosa  (§  381),  so  folgt 

(2)  tang  V  =  pj^^  J(b  -  y)  d  X. 

Für  9)  =  0  mnss  anch  die  Fläche  DAFH  sich  anf  Nall  redazieren, 
also  I  (b  — y)dx  =  0  sein;  fnr  *f  =  a  aber  dehnt  sich  diese  Fläcbe 
über  ACF  ans.     Daher  mnss  sein 


(3)  Fläche  ACF 

Man  setze  in  Gleichung  (2) 

dv 

(4)  tang  ip  =  -p-     nnd     m  = 

1  geht  sie  Über  in 


fr-"/"--')"- 
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Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt,  da  d  x  konstant  ist 

(5)  -^==ni(b-y)dx. 

d  y  d^  y 

Fährt  man  --i- =  p     also      ,      =  dp  ein  und  ersetzt  dx  durch 
dx  dx 

dy 

— =^,  so  wird 

P 

p  d  p  =  m  (b  —  y)  d  y. 

Folglich  dnrch  Integration 

-f-«(.,-^). 

Für  y«0  wird  auch  p  =  0;   daher  ist  die  Eonstante  der  Inte- 
gration weggelassen.     Man  multipliziere  mit  2,  ziehe  die  Wurzel  aus 

dy 
und  ersetze  p  durch  -7-=-,  so  folgt 

dx 

(6)  dxK^--p=ii==-, 

y2by~y« 

welche  Gleichung  folgendes  Integral  liefert  (§  77) 

D 

Fflr  X  =  h  wird  y  =  b.    Hierfür  gibt  die  letzte  Gleichung 

Daher  durch  Subtraktion 

(h  —  x)  Y~m  =  Are  sin  — r-^> 

b 

oder  auch,  wenn  man  vom  Bogen  zum  Sinus  übergeht 

(7)  b  -  y  =  bsin(h  -  x)Vm. 

Für  den  tiefsten  Punkt  wird  x  =  0  und  y  =  0;  ihm  entspricht 
also  die  Gleichung  1  =  sin  h  V^,  welcher  der  Bogen  -—  Genüge  leistet. 
Es  muss  daher  sein 

(8)  hK^  =  ^. 

Führt  man  den  Wert  von  m  aus  (4)  hier  ein,  so  ergibt  sich  als 
Spannung  des  Tuches  in  horizontaler  Richtung 

Pcos«  =  q(^). 

Setzt  man  aber  den  Wert  von  Km"  aus   (8)   in   (7),   so   erhält  man 
als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve 


—   Ui 


W  b-,-b.i.(!4^.f-). 


Id  der  Figur  ist  h  —  x  =  C  H  und  b  —  y  =  D  H.  Nimmt  man 
den  Punkt  G  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  und  bezeichnet  die 
genannten  Werte  mit  x'  und  y^  so  geht  Gleichung  (9)  über  in 

(10)  y'  =  b  sin  -^  ^. 

dy 
Aus  (6)  folgt,  indem  man  -r-^  durch  tang^^  ersetzt 


7t 


(11)  tangy-— -y'2by- 


y 


2 


2h 

and  hieraus  für  y  =  b,  da  ^  in  a  übergeht 

TT        b 

tang«  =  — .-^. 

Diese  letzten  Werte  können  ebenso  ans  (9)  oder  (10)  abgeleitet  werden. 
Reduziert  man  die  obere  Grenze  des  Integrals  (3)  auf  x,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  für  die  Fläche  A  D  H  F 

/.^N     r*/..        Nj  uP*.    A  — xttN^         2bh        /h  — X7r\ 

und  hieraus  als  Wert  der  ganzen  Fläche  ACF 


X 


\k        ^^  2bh 

(b  —  y)  d  X  = 


0  ^ 

Nun  ist  bh    das   um   die  Fläche   beschriebene  Rechteck;    folglich 

2 
die   Fläche  —  =  0,636  . .  von  diesem  Rechteck. 

7t 

Das  Gewicht  der  Masse,  welche  das  Tuch  auf  eine  Länge  =  1, 
der  Wand  nach  gemessen,  zu  tragen  hat,  wird  erhalten,  wenn  man 
diese  Fläche  mit  q  multipliziert.  Mithin  wird  z.  B.  das  Gewicht  der 
Masse  ODH  nach  (12)  sein 

q£(b-y)dx  =  q-^[l-C08{lL:=^^)]. 

Die  Länge  der  Kurve  ergibt  sich  wie  folgt.  Bs  ist  das  Bogen- 
element 


=  dx|/: 


ds  =  dx|/  1  +  4^. 


dy        7th        /h  —  X  TT 
dx        2h 


dx' 
Aus  (9)  folgt  aber  durch  Differentiation 

/h  —  X  TT  -\ 

KVT/ 

Folglich  wird  das  ^ogenelement 

Antenheimer,  Elementarboch.  28 
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Um  dieses  Differential  zn  integriereDy  weode  man  die  Methode 
der  Qnadrator  an,  indem  man  Flächenelemente  von  der  Form  o  d  x 
an  einander  reiht  nnd  zwar  mit  der  Grundlinie  dx  and  der  Höbe  ü 
=  der  WarzelgrOsse  in  (13).  Dadurch  entsteht  eine  Fläche,  ähnlich 
derjenifsen  auf  S.  362,  mit  der  Grondlinie  h,  ^wei  Endordinaten  and 
einer  Kurve.     Die  erste  Eudordinate  entspricht  der  Abscisse  x  =  0  and 

hat  einen  Wert  =1;  die  letzte  wird  =  1/  1  +  (^r- )  för  x  =  h. 
Der  Abscisse   x  =  —  h    entspricht    ein    Bogen  =  — ;    allein    es   ist 

--  =  1/  — ;  also  wird  diese  Ordinate  =  1/  1  -f  —  f  — r-  )  •    Diese 

Ordinate  ist  nun  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Höhen  aller  Flächen- 
elemente. Denn  geht  man  von  dieser  Ordinate  aus  um  eine  Grösse 
h'  <  ^  h  rückwärts  und  vorwärts,  so  trifft  man  auf  Ordinaten,  die  um 
gleichviel  abweichen  von  der  mittleren  und  zwar  im  positiven  nnd  nega- 
tivem Sinne,  was  sich  aus  der  Eigenschaft  der  Funktion  leicht  nach- 
weisen  lässt.      Daher  ist  die   Fläche  gleich  einem  Rechteck   mit  der 

Grundlinie  h  und  der  Höhe  1/  1  +  "^  (  ^^  )  ;  also  das  Integral  von 
(13),  d.  h.  die  Eurvenlänge  vom  Aufhängepunkt  bis  zum  tiefsten  Punkt 


n 
cos 


s 


='iAH(iy- 


Der  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  einer  Kurve  ist 

_      ds» 
^""   dxd^y  • 

Nun  gibt  Gleichung  (5)  d^y  =  m(b  —  y)dx*;  daher  wird 

3 


1 /dsN^ 

►  -y)\dx;- 


P       m(b-y) 

Da  aber  gemäss  der  Figur  d  x  =  d  s  cos  9,  so  ist  auch 

1 

^^^^  ^  ^  m(b~y)co8»y' 

Hier   kann  nun  cos  9   nach   (11)    durch    tang  9    ausgedruckt  werden. 
Es  ist  nämlich 

1  1 


cos^y 


1  +  tang^y 


'+(:0^^^y-y'^ 


Mittels  dieses  Wertes    und   dem   von  m   aus  (8)   erhält   man   aas  (14) 
den  gesuchten  Krümmungshalbmesser 


71  J  b  — y 
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Für  y  =  0  erhält   man   als  Krümmangshalbmesser   der  Kurve  im 
tiefsteD  Punkt 

2 


1  /2hY 


und   fär  y  =  b  als  Krümmungshalbmesser   im  Aufhängepunkt  9  =  oo. 

II.    Die  Last  reiche   um  a   über   die  Ebene  CF   hinauf. 
Dadurch  wird  die  Höhe  des  Flächenelementes  in  DH  =  a-fb  —  y  und 

daher  die  Fläche  über  dem  Bogen  A  D  =  1  (a  -f  b  —  y)  d  x.    Also  geht 

Gleichung  (5)  über  in 

d^y  _ 


=  m(a  +  b  —  y)dx 
dx  ^^ 


and  Gleichung  (6)  in 


dxKm  = 


dy 


K2(a  +  b)y-y2' 
deren  Integral  ist 

X  y^m  =  Are  sin  — -r—r f-  C. 

a  -|-  D 

Für  X  =  0  wird  y  =  0  und  die  letzte  Gleichung  gibt 

o--f  +  o. 

Folglich  durch  Subtraktion 

xy  m  =  — Are sm 


2  a  +  b 

71" 

Versetzt   man  -^  und  geht  vom  Bogen  zum  Sinus  über,  so  wird 

woraus  als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve  folgt 
(15)  a  +  b  —  y  =  (a  +  b)  cos  X  Y^m. 

Für  X  =  h  wird  y  =  b.     Dafür  gibt  (15) 


(16)  coshy"m  = 


a 


a  +  b' 

eine  Gleichung,  aus  welcher  V^m  bestimmt  werden  kann.  Dabei  ent- 
spricht   dem    Bogen   h  Vm  eine  Anzahl  Grade.     Man  kann   nun  für 

numerische  Rechnungen  die  Grösse  Km  in  Graden  ausdrücken  und 
diese  mit  x  multiplizieren,  so  erhält  man  die  Anzahl  Grade,  deren 
Cosinus  zu  benutzen  ist,  um  mittels  (15)  die  entsprechende  Ordinate 
zu  erhalten.     Da  ferner 

tang y  =  Km  K27ä+ni)7^^> 


28* 
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so  ergibt  sich  lor  Beitinimnng  des  BogeoB  a  di«  Gleichang 

(17)  Ung  te  -=  Ym  \  (2^  +  b)  b. 

Die  FIftcbe,   vertikal   über  dem  Bogen  AD  gelegeo,   ist  Qoter  B< 
oQtEaDg  von  (16) 

-  y)  d  X  =  (a  +  b)  I    cos  X  ym  d  x  =  .. ,—  sin  x  Km , 
•Ja  Km 

and  daher  die  Gewichte  der  Hassen  über  den  Bogen  AD  and  AG: 

(18)  '\  T? — '  ■'"  *  ^■"      "'"'     1  ir—  *'°  *•  V""»  ■ 

Km  Km 

Das  Bogenelement  der  Karve  ist  mit  Racksicht  anf  (15) 
d  s  =  d  X 1/ 1  +  ^^  =  d  X 1/ 1  +  (a  +  b)'  m sio^s  Ym. 
Daher  das  Inlegral  nach  dem  auf  S.  434  aDgeweodeteo  Verfahren 


//• 


.  =  ./ 


,1,1    . ,.       .  5  h  K  ro 
l  +  (a  +  b)'  m  BIO*  -i-—. 


Ans  den  Werten  von  -r —  nnd  ~t~y  ftrhftlt  man  als  ErSrnmangs- 
halbmesBer  der  Kurve 

tl  +  m(2(a  +  b)y-y')F 
P  m  (a  +  b  -  y) 

PSr  a  =  0  geben  die  aater  II.  aufgestellten  Gleichnngen  ober  in 
die  bezöglichen  der  Voraassetzaug  I. 

SM.  hrM  ciie*  tm  utei  bfilaatetei  fickei.  Das  Tach  sei  wie 
in  der  vorigen  Aufgabe  angebracht,  die  Last  jedoch  von  nnten  ange- 
hängt, so  dass  dieselbe  his  anf  eine  waagrechte  Ebene  A'C  (Fig.  131) 
reiche.  Statt  dass  die  homogene  Masse  den  Raum  A  D  0  F  über  dem 
Tnch  aosfälle,  nehme  sie  jetzt  den  Raam  CDA  A'C  ein,  wo  CC  nnd 
AA'  als  vertikale  Ebenen  zn  denken  sind. 

Im  übrigen  gelte  die  bisherige  Bezeichnung.    Ea  seien  also  A  der 
Anfangspunkt,   A  E  ="  y   nnd   ED  =  x   die   Koordinaten   des    Enrven- 
pnnktes  D  nnd   Abstand  A  A'  =  a.     Man   ziehe   D  D'   vertikal^  so  ist 
D  D'  =  a  +  y.     Geht  sodann  x  in  x  +  d  x 
Fig.  131.  über,  so  beschreibt  D  D'  das  Fl&cfaenelement 

(a  +  y)  d  X  vom  Gewicht  q  (a  +  y)  d  x ;  folg- 
lich ist  das  Gewicht  der  Last  A  D  D'  A'  = 

q  r(a  +  y)dx.    Daher  nach  (2)  des  §  381 
Qsiay  =  qj(a  +  y)dx. 

Dividiert   man    mit   Gleichnng  (1)    des 
§  381,  so  folgt 
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(1)  tang  y  =  p-i— fCa  +  y)  d  X 

r  COS  aj 


Setzt  man  wieder  zur  Abkürzung 


q 

m  =  =: 

Pcos  a 


dy 
nnd  schreibt  -j^  fär  tang^,  so  geht  (1)  über  in  folgende  Gieichang 

d  X 


..j?-„f(.+„... 


woraos  darch  Vornahme  der  Differentiation  folgt 

(2).  -^  =  a,(a  +  y)dx. 

d  y  d  y 

Für  p  =  -T-^,   also  d  x  =  —^  gibt  Gieichang  (2) 
dx  p 

pdp  =  m(a  +  y)dy. 
Mithin  darch  Integration 

p^  =  m(2ay  +  y^). 
Die  Eonstante  der  Integration  fällt  weg,  weil  für  y  »  Q  aach  p  =  0  wird. 
Diese  Gieichang  gibt,  wenn  p  ersetzt  wird 

(3)  dxKm==^;=i^, 

K  2ay  +  y2 

also  aach,  indem  man  integriert 

(4)  xKm=log(a  +  y  +  K2ay  +  y2)  +  C. 

Zar  Bestimmang  der   Konstanten  C   nehme  man  x  =  0,   so  wird 
y  =  0;  daher 

O  =  loga  +  C, 
and  darch  Sabtraktion  folgende  Gieichang  der  Earve 

(5)  X  Ki^  =  log  a  +  y  +  y-2ay  +  y'^ 

a 

Für  y  =  b  wird  x  =  h.     Hierfür  liefert  (5)    zar  Bestimmang   der 
Grösse  m  die  Gieichang 

(6)  l/-^=i,ogi±A±i^2TM£P 

b  a 

Die  Gieichang  (5)  kann  aach  aaf  folgende  Form   gebracht  werden 

(7)  y  =  -y k^™  +e--V-m  _2]. 

Aas  (3)   folgt,    da  ^  =  tang y  ist,  tang (f  =  Ym  y"2a7+V 
and  daher  für  die  Aafhängestelle  C 
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(8)  Uog a  =  Km  J^(2a4-b)b, 

eine  Relation,  mittels  welcher  der  Winkel  a  bestimmt  werden  kaoo. 
Die  Pl&cbe  A  D  D'  A'  wird  anter  Benötzung  von  (7) 

(9)  fCa  +  y) d  X  =  -^  f(e« Vm+e-^V^) dx  =  -^  (e-V^-e-^^-ü^. 
*/  1%)  2  K  na 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =  0,  weil  ffir  x  =  0  die  rechte 
and  linke  Seite  der  Gleichnng  verschwinden. 

Diese  Pl&che  kann  aber  aach  noch  wie  folgt  gefunden  werden. 
Setzt  man  den  Wert  yon  d  x  aas  (3)  in  den  Aasdrack  (a  +  y)  d  x  für 
das  Flächenelement,  so  wird  dieses  gleich 

(10)  (a  +  y)  d_y_ 

KmVTäy+P 
Nan  ist  nach  §  338 

j  Kaay  +  y»  '^'        Jr2ay  +  y^ 

FoJglich  das  Integral  von  (10)  als  gesachte  Fläche 


(11) 


^(a  +  y)dx=-^^y■2ay  +  y^ 


ein  Aasdrack,  der  etwas  einfacher  erscheint  als  der  obige. 

Hiernach  wird  das  Gewicht  der  am  Bogen  A  G  angehängten  Last  sein 

(12)  P  sin  «  =  Y^  V2ab  +  b^ 

Km 

Für  den  Erümmangshalbmesser  der  Earve  ergibt  sich  mit  Hilfe 
von  (2)  and  (3) 

^  _  [l  +  m(2ay  +  y^)]^ 
m  (a  +  y) 

Im  tiefstcD  Pankt  ist  y  =  0;  daher  der  Erümmangshalbmesser  daselbst 

(13)  e'  =  -1-. 

am 

Für  den  Aufhängepunkt  ist  y  =  b;   daher  der   bezügliche  Erüm- 
mangshalbmesser 


2 


u  =  [l  +  m(2ab  +  b^)] 
^  m(a  +  b) 

Für  den  speziellen  Fall,  da  a  =  0  ist,  d.  h.  die  antere  Be- 
grenzung der  aafgehängten  Masse  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Eurve 
geht,  wird  nach  (8) 

tang  a  =  b  V^m ; 


1 
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ferner  nach  (12)  das  am  Bogen  AC  hängende  Gewicht 

P  sm  a  =  ,^-1- 
Vm 

and  endlich  als  bemerkenswert  der  Krümmungshalbmesser  g'  im  tief- 
sten Pankt  nach  (13)  anendlich  gross,  d.  h.  dieser  Punkt  and  die 
beiden  benachbarten  Punkte,  welche  um  +  d  x  und  —  dx  von  ihm 
abstehen,  liegen  in  gerader  Linie. 

Dagegen  werden  die  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  und  (9)  unbrauchbar. 
Um  eine  allgemeine  Gleichung  der  Kurve  zu  erhalten,  welche  auch  auf 
den  genannten  speziellen  Fall  angewendet  werden  kann,  bestimme  man 
die  Konstante  C  in  (4)  so,  dass  man  x  =  h  und  y  =  b  einführt.  Dadurch 
geht  (4)  über  in 

h"Km  =  log(a  +  b  +  V2  2Lh  +  b^)  +  C 

und  daher  durch  Subtraktion  die  gesuchte  Gleichung 


(x  —  h)  J/  m  =  log :rF= ="* 

a  +  b  +  K2ab  +  b2 

Wird  hierin  a  =  0  angenommen,  so  erhält  man  als  Gleichung  der 
Karve  für  den  speziellen  Fall 


(x-h)Km  =  log(-|-). 


Es  werde  die  Kurve  CDA  durch  eine  starre  Linie  ersetzt  und  um 
G  F  als  Achse  gedreht,  so  dass  sie  vertikal  über  C  F  zu  liegen  komme. 
Dabei  gehe  die  Last  mit,  so  wird  sie  von  oben  die  Kurve  zusammen- 
drücken und  zwar  mit  den  gleichen  Kräften,  mit  welchen  sie  vorher 
verstreckt  wurde.    Die  Kurve  bildet  dann  die  Drucklinie  eines  Gewölbes. 


X.   Aufgaben  über  die  elastische  Linie. 

387.  KrfimmvDg  der  elastischen  Linie  im  allgemeinen.  Wird  ein 
prismatischer  Stab  von  elastischer  BeschafiFenheit  gebogen,  so  dehnen 
sich  die  Fasern  desselben  auf  der  einen  Seite  aus  und  verkürzen  sich 
auf  der  andern.  Wo  die  Ausdehnungen  in  die  Verkürzungen  übergehen, 
liegt  eine  neutrale  Schicht,  welche  keine  Längenänderung  erfährt.  Die 
neutrale  Schicht  ist  eine  Cylinderfläche.  Ein  ebener  Schnitt  durch 
diese  Fläche,  senkrecht  auf  den  Kanten  der  Cylinderfläche,  heisst 
elastische  Linie. 

In  den  §  208  und  209  sind  die  Biegungs Verhältnisse  betrachtet, 
welche  an  einem  Stabe  von  rechtwinkeligem  und  kreisförmigem  Quer- 
schnitt eintreten,  der  am  einen  Ende  eingespannt  und  am  andern  durch 
eine  Kraft  verbogen  wird,  welche  senkrecht  zur  Längenrichtung  des 
Stabes  einwirkt.     Es  wurden  daselbst  folgende  Gleichungen  abgeleitet. 
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E 
für  den  recht wiokeligen  Stab    .     .     .     pPx  = -rx-bh', 

für  den  SUb  mit  Qaerschnitt  Fig.  71     p Px  =  -:^b (h«  —  h'*), 

B 
für  deo  cylindrischen  Stab   .     .     .    .     p  P  x  =  -— -  n  d*, 

o4 

l»r  den  bohlen  Cylinder p  P  x  =  -^  ^  (d*  —  d'*) 

and  die  GrOseen  rechts  Momente  der  Elastizität  genannt.  Da 
diese  nar  vom  Modal  E  and  den  Qoerschnittsdimensionen  abh&ngen, 
so  bleiben  ihre  Werte  dieselben,  wie  anch  der  Stab  in  Ansprach  ge- 
nommen wird.  Daher  gilt  aach  das  in  diesen  Gleichnngen  enthaltene 
Gesetz  allgemein  f&r  irgend  einen  Teil  eines  gebogenen  Stabes  mit 
irgend  einem  Qaerschnitt,  wenn  nar  unter  p  der  Krdmmangshalbmesser 
der  elastischen  Linie  an  einem  bestimmten  Pankte  and  anter  Px  das 
statische  Moment  der  Kraft  verstanden  wird,  das  diese  Erammang 
veranlasst.  Dabei  kann  Px  aach  als  eine  Samme  von  statischen  Mo- 
menten aafgefasst  werden,  deren  Glieder  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben. 

Das  Moment  der  Elastizität  kann  fär  jeden  Qaerschnitt,  der  aaf 
eine  gesetzmässige  Weise  geformt  ist,  abgeleitet  werden.  Wir  setzen 
dasselbe  daher  im  Folgenden  als  bekannt  voraas,  bezeichnen  es  mit  M 
and  erhalten 

(1)  j.Px=M. 

Nan  ist  der  Krammangshalbmesser  der  Earve  nach  §  315 

['+(i^)f 


(2) 


d 


2 


dx» 

Allein   in   den  Anwendungen  kommen  nur   sehr  schwache  Erüm- 

mungen  vor;  daher  ist  die  Grösse  -^-  im  Zähler  rechts  gegenüber  der 

Einheit  sehr  klein.  Unter  dieser  Voraussetzung  entwickele  man  die- 
sen Zähler  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe  und  vernach- 
lässige die  Glieder   von   der   vierten   oder   zweiten  Potenz  der  Grösse 

dy 

-j—  an.    Für  letzteres  erhält  man  aus  (2)  als  Annäherungsausdruck 

d  X 

(3)  f^  =  ^. 

dx'         p 


S88.  Blastische  Linie  eines  Stabes,  der  in  heriitntaler  Lage  •■ 
einen  Ende  eingespannt  nnd  am  andern  lieiastet  ist.  Es  sei  AB 
(Fig.  132)  die  elastische  Linie,  A  die  Befestigungsstelle  und  B  der 
Aufhängepunkt  der  Last  P. 
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Man  lege  durch  B  zwei  rechtwinkelige  Achsen  B  x  nod  B  y  in  der 
Ebene  der  Karve,  wovon  die  erstere  horizontal,  die  letztere  vertikal 
anfw&rts  gerichtet  ist.     Es  seien 

z,  y  die  Koordinaten  B  D  and  C  D  eines  EaTveDpanktes  C, 

L,  n  dasselbe  für  den  Knrvenpunkt  A, 

«,  y  die  Keignng  der  Karre  in  B  und  C  zar  Achse  B  x. 

Denkt  man  sich  den  Stabteil  A  C  von  veränderlicher  Dtnge  fest 
eiagemaaert,  ohne  dass  er  seine  Form  ändert,  so  ragt  das  StQck  CB 
Aber  die  Maner  hervor  and  wird  somit  gedreht  am  G  mittels  der 
Kraft  P  am  Hebelsarm  %,  also  mit  dem  Momente  P  x.  Daher  gilt  nn- 
niittelbar  die  Gleichang  (l)  des  vorigen  Paragraphen,  noraas  folgt 

(1)  e  =  -|^.  Fig.  132. 

Für  s  =  0  wird  p  =  oo,  d.  h.  der  Stab  ist 
am  freien  Snde  geradlinig.  Wächst  x,  so  nimmt  p 
ab;  die  Krämmang  nimmt  also  von  B  nach  A 
bin  za.  Der  kleinste  KrSmmongshalbmesser  wird 
erbalt«n,  wenn  man  L  für  x  in  (1)  einfährt 

Setzt  man  den  Wert  von  ^  aas  (1)  in  Gleichang  (3)  des  letzten 
Paragraphen,  so  folgt 

(2)  «xi-P^- 


Non  ist  aber 


^<©- 


rentiale  dieser  zwei  GrSssen  entgegengesetzte  Zeichen.     Man  wird  des- 
halb in  der  Gleichang  (3)  das  Zeichen  rechts  ändern,  so  dass  man  hat 

Maltipliziert  man  mit  dx  nnd  integriert,  so  kommt 

Für  X  =  L  wird  wegen  der  horizontalen  Lage  des  Stabes   an  der 
für  erb 
PL" 


dy 
befestigten  Stelle  ~~  =  0,     Hierfür  erhalt  man  aas  (4) 


Zieht  man  diese  Gleichang  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

0)  «4f --!-(■■'--')■ 
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Maltiplisiert  man  mit  dx  and  integriert,  so  erhält  man  als  Gleichaog 
der  elastischen  Linie 


(6)  My-i-(L«x-f) 


Die  Konstante  der  Integration  ist  weggelassen ,  weil  fär  x  =  0 
aach  y  s=  0  ist. 

Setzt  man  x  =  L  in  (6),  so  wird  y  =  u.  Mithin  hat  man  zar 
Bestimmung  der  grössten  Senkung 

PL» 


n  = 


3M  • 


dy 
Da  -p-  =  tang  y,  so  folgt  aus  (5) 

Ung»  =  -^{L«-x2);     tang«  =  -|^. 

Mi.  Stab  der  ferigen  Anfgabe,  der  aech  eine  aber  seine  Länge 
gleichnraig  vertelUe  Last  §■  tragen  bat.  Es  gelte  die  bisherige  Be- 
zeichnung und  Fig.  133. 

Die  Last,  welche  über  die  Länge  gleichförmig  verteilt  ist,  sei 
per  Längeneinheit  =  p;  so  ist  die  Last,  welche  aaf  dem  Karvenstück  BC 
liegt  =  p  X,  da  x  für  B  C  genommen  werden  kann.  Den  AngrifPspankt 
dieser  Last  px  kann  man  in  der  Mitte  von  BC  voraussetzen;  also  ist 
das  statische  Moment  dieser  Last  in  Bezog  aaf  G  als  Drehpunkt  =  ^px^; 
somit  das  gesammte  statische  Moment,  welches  den  Stab  um  G  za 
drehen  strebt  =Px-f  ^px^  Setzt  man  dasselbe  an  die  Stelle  von 
Px  in  die  Gleichung  (1)  des  §  387,  so  kommt 

M 

?~    Px  +  ipx^   • 

Wenn  x  =  0,  so  wird  (>  =  oo ;  also  bleibt  der  Stab  am  freien 
Ende  geradlinig.  Die  grösste  Krümmung  nimmt  er  am  befestigten 
Ende.     Für  diese  Stelle  wird  der  Krümmungshalbmesser 

_  M 

Fig-  133.  P  -  ^L  +  I  p'L2  • 

Wenn  p  =  0,  so  werde  p  =  p' ;  wenn  P  =  0,  so 
werde  p  =  p'^ ;  deshalb  wird  sein 

,_    M  ,, M 

P  ~   PL  '     ^    "■    ipL«  • 

Setzt  man  die  Last  p  L,  welche  gleichförmig  über  die  ganze  Länge 
verteilt  ist,  gleich  der  Last  P  am  freien  Ende  voraus,  so  wird 

e'  =  i  p". 

d.  h.  es  wird  die  Krümmung,  des  Stabes  am  befestigten  Ende  zweimal 
grösser,  wenn  die  Last  am  freien  Ende  wirkt,  als  wenn  sie  gleichför- 
mig über  die  ganze  Länge  verteilt  ist. 
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Vertauscht  mao  io  Gleichang  (3)  des  vorigen  Paragraphen  das 
Moment  P  x  4-  i  p  x^  mit  P  x,  so  erhält  man  als  Di£Perentialgleichang 
der  Kurve 


d 


m 


(1)  ü^if^ P'-TP«*- 

Maltipliziert  man  mit  dx  and  integriert,  so  kommt 

dy  _       Px«        px« 
"Tx~ 2  -6'+^- 

dy 
Für  x  =  L  wird  -r~  =  0;  hierfür  gibt  die  letzte  Gleichung 

d  X 

Darch  Subtraktion  folgt 

(2)  m|J=-|-(L''-x»)  +  -|-(L»-x»). 

Multipliziert  man  mit  dx  und   integriert,  so   erhält  man  als  gesuchte 
Gleichung  der  elastischen  Linie 

(S,  M,.i(L..-4)  +  |(L.,-4). 

Die  Konstante  der  Integration  ist  weggelassen ,  weil  für  x  ==  0 
auch  y  =  0  wird. 

Für  die  grösste  Senkung  u  =  AF  des  Stabes  erhält  man  aus  (3), 
indem  man  x  =  L  und  y  =  u  setzt 

(4,  ._   W   +    "■' 


3M     '     8M  ' 

Ist  keine  Last  am  freien  Ende  aufgehängt,  so  wird  P  =:  0.  Ist 
dagegen  p  =  0,  so  gehen  alle  vorstehenden  Formeln  in  die  betre£Penden 
der  letzten  Aufgabe  über. 

Wenn  die  gleichförmig  verteilte  Last  gleich  der  am  freien  Ende 
ist,  so  wird  p  L  =  P  und  somit  die  Senkung  aus  (4) 

PL»     ,     PL»         11    PL» 


3M     '     8M         24      M 

Beträgt  somit  die  Senkung  8  gleiche  Teile,  wenn  nur  die  Last  am 
freien  Ende  hängt,  so  bewirkt  die  ebenso  grosse  jedoch  gleichförmig 
verteilte  Last  für  sich  allein  3  solcher  Teile. 

Soll  die  Last  pL  gleiche  Senkung  wie  P  hervorbringen,  so  muss 
nach  (4)  sein 

PL»         pL*  ,        p       3     , 

—  also     P  =  — pL, 


3M  8M   '     8 

d.  h.  es  muss  in  diesem  Falle  die   Last   am  freien  Ende  f  sein  von 
der  gleichförmig  verteilten  Last. 


dx 


Es   Mi  a  der  Winkel,  welchen   die   Tangente   kd  die  Kurve  i 
freiea  Ende  mit  der  horiioataleD  lUchtang  bildet,  so  ist  Iga 
fQr  X  =  a    Par  diese  Werte  ertiält  man  ans  (2) 
PL'         pL' 
^"^    2M    "^    6M  ■ 
FSr  p  =  0  werde  a  =  a'  und  för  P  =  0  werde  «  =  a".      Hier- 
fOr  erhftlt  man  ans  der  letiteo  Gleichung 

Settt  man  nnn  pL  =  P  voraus,  so  wird 

tga'"3tg«". 
Also   wird   die  Tangente  des  Winkels  a  am  Treien  Ende   dreimal 
grosser  in  dem  Fall,  wenn  die  Last  an  diesem  Ende  bangt,   als  wenn 
dieselbe  Last  gleichrOrmig  über  die  ganie  Üinge  verteilt  wird. 

SM.   Stab,  der  th   iwei  gleUk  hock   gelegeaei  Stillen  getragei 

»d  dank   elie  gleiekföratg  Tertellte    nid  clie  koHcntrlcrtc  Last  gc- 

begei  wM.     Die  Stützen  A,A'  (Fig.  134),  an  den  Enden  des  Stabes 

angebracht,  liegen  in  einer  horizontalen  Linie  ADA'.     Es  seien: 

P  die  in  F  konzentrierte  Last  in  den  horizontalen  Abstftnden  A  D  :=  a, 

A'  D  =  a'  von  den  Stützen, 
p  die   über  den  Stab  gleichförmig  verteilte  Last  per  Längeneinheit, 

das  Gewicht  des  Stabes  inbegriffen, 
x,y  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  AC,BC  eines  Enrvenpnnktes  B, 
x',y'  die  Koordinaten  A'C,  B'C  eines  Earvenpnnktes  B', 
n  die  Senkang  DF  des  Anfhängeponktes, 
ß  der  Winkel,  welchen   die  Tangente   an  die  Knrve  durch  den  Auf- 

hSngepankt  mit  der  horizontalen  Richtung  AA'  bildet, 
L  =  a  -|-  a'  die  Entfernung  der  Stützen, 
Q,  Q'  die  Pressangen  anf  die  Stützen  A,  A', 

Fig.  134.  Denkt  man  sich  die  Stütze 

in   A    weg   und    den    Druck, 
welchen  sie  ansznhalten  bat, 
durch    die   Kraft   Q,    welche 
anf w&rts    wirkt ,    ersetzt ,    so 
entsteht  ein  Hebel,  der  seinen 
Drehpunkt  in  A'  hat.     Daran 
wirkt    Q    am    Hebelsarm    L, 
P  am  Hebelsarm   a'   und   pL 
am  Hebelsarm  ^L.     Da  nun   das  statische  Moment  von  Q  gleich  sein 
mnsB  der  Summe  der  Momente   der  abw&rts  wirkenden  Kr&fte,  so  er- 
halt man 

QL  =  Pa'  +  ipL''. 

(1)  Q  =  P-f +  4-PL. 
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Ganz  ebenso  findet  man 

(2)  Q'  =  p_L  +  i.pL. 

Hiernach  kann  man  die  Kräfte  Q,  Q'  als  bekannt  betrachten. 

Denkt  man  sich  das  Knrvenstäck  A'B  eingemauert  and  AB  her- 
vorragend, so  wirkt  am  letztern  die  Kraft  Q  aufwärts  am  Hebelsarm  x 
und  die  Last  p*AB  oder  annähernd  px  am  Hebelsarm  ^x  abwärts. 
Somit  ist  das  statische  Moment  dieser  beiden  Kräfte  in  Beziehung  auf  B 
als  Drehpunkt  =Qx  — ^px^.  Setzt  man  diesen  Wert  statt  Px  in 
die  Formel  (1)  des  §  387,  so  kommt 

M 
^  ^  ^""    Qx-ipx«   • 

Ganz  ebenso  findet  man  für  das  andere  Kurvenstück 

Für  X  =  0  und  x'  =  0  erhält  man  p  =  oo  uud  p'  =  oo  ,  d.  h. 
die  elastische  Linie  ist  an  ihren  Enden  geradlinig. 

Last  man  x'  wachsen  bis  x'  =  a' ,  so  nimmt  q'  fortwährend  ab. 
Also  hat  das  kürzere  Kurvenstuck  seine  stärkste  Biegung  im  Auf- 
hängepunkt. 

Lässt  man  x  wachsen  bis  x  =  a,  so  nimmt  g  bis  zu  einer  gewissen 
Stelle  hin  ab.  um  die  Abscisse  dieser  Stelle  zu  finden,  bezeichne  man 
den  Nenner  Qx  —  ^px^  des  Wertes  von  g  in  (3)  mit  z,  so  erhält  man 
darch  Differentiation 

d  z  d  z 

(5)  -^  =  Q-px;       d^=-P- 

Wenn  nun  g  ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  z  ein  Maximum 
sein.     Dies  ist  nach  (5)  der  Fall  für 


dz       ^ 

=  Q  -  px  =  0, 


dx 


woraus  folgt 


_  Q  _  Pa^        L 
"""   p   "   pL  "^  2* 


Dieser  Wert  von  x  ist  grösser   als   — .     Also  wird  die  Stelle  der 

stärksten  Biegung  nie  zwischen  der  Stütze  A  und  der  Mitte  der  Kurve 
liegen.  Sie  wird  aber  zwischen  die  Mitte  der  Kurve  und  den  Auf- 
hängepunkt des  Gewichtes  P  kommen,  wenn  dieser  Wert  von  x  kleiner 
als  a  ist.  Sie  wird  in  den  Aufhängepunkt  fallen,  wenn  dieser  Wert 
von  X  gleich  oder  grösser  als  a  wird. 

An  der  Stelle  des  Stabes,  wo  der  Krümmungshalbmesser  der 
elastischen  Linie  ein  Minimum  ist,  werden  die  Fasern  auf  der  kon- 
vexen Seite  am  stärksten  verstreckt  und  auf  der  konkaven  am  stärk- 
sten zusammengedrückt;  es  befindet  sich  also  hier  der  gefährliche 
Querschnitt. 


44« 


4»T         1 


1 


4x 
Deshalb  tts  (3)  nd  (4-,  da  4x  nd  y^  akk   catgeeeiigesetzt  ändern 

(6)  ll0  =  -Qx-|px« 


'7> 


Mahiplinert  mam  (6)  ah  dx  nd  iitagriert,  ao  fc 

dT  Ox*        px' 

hieriB  x  =  a,  so  wird  -j^  =  —  tg/f.       Dss    ne^tive 

d  X 


Zeidieo  ist  hier  deshalb  xa  nrhaen,  wcfl  der  A«fhiiige|M]ikt  P  swischen 
der  Slitxe  A'  oad  den  tiefstes  Fsakt  der  Karre  liegt,  weil  also  die 
Ordinate  j  Ton  tiefrtca  Pmkt  an  gegen  P  hin  abnimmt,  ftihread  x 
wichst     Pär  den  Finkt  P  wird  daher  die  Gkidinag  (8) 


Zieht  man  diese  Gleichung  von  (8)  ab,  so  folgt 

(9)  M-Jj  =  |^(»«-x«)-i(.»-x«)-lltg/». 
Wird  hier  mit  dx  multipliziert  and  sodann  integriert,  so  kommt 

(10)  My  =  |(.'x-4)-A(..x-4)-Mxtg/». 
Ganz  ebenso  findet  man  ans  (7) 

(11)  M,-»-!^ (a'«x'-^)-f  (.'»x'-^)  +  Mx'tg/». 

Die  Formeln  (10)  und  (11)  sind  die  Gleichongen  der  Karven- 
äste AP  and  A'P. 

Setzt  man  x  =  a  in  (10)  and  x'  =  a'  in  (11),  so  werden  y  aod 
y'  za  a.     Deshalb  erhält  man 

Qa*       pa*  ^  Q'a'*       pa'* 

Ans  diesen  beiden  Werten  tod  n  folgt 

Q»»-Q'a'»        pa*  — pa'* 


(13)  tg/»  = 


3ML  8ML 
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Vermöge  dieser  Gleichung  ist  die  RichtuDg  der  Kurve  im  Anf- 
liängepunkt  bestimmt.  Wenn  a  =  a' ,  so  wird  auch  Q  =  Q'  und 
tg/S  =  0;  d.  h.  weoD  die  Last  P  in  der  Mitte  zwischen  den  Stütz- 
punkten aufgehängt  ist,  so  fällt  der  tiefste  Punkt  mit  dem  Anfhänge- 
punkt  zusammen. 

Wenn  aber  a  grösser  ist  als  a',  so  erhält  man  den  tiefsten  Punkt 

dy 
aus  der  Gleichung  (9) ,   indem  man  -r^  =  0  setzt.     Dies  gibt 

0  =  |-(a*  -  x2)  -  i (a»  -  X»)  -  M  tg/J. 

Der  Wert  von  x,  welchen  diese  Gleichung  liefert,  ist  die  Abscisse 
des  tiefsten  Punktes. 

Wenn  der  Aufhängepunkt  des  Gewichtes  P  in  der  Mitte  zwi- 
schen den  Stützpunkten  liegt,  so  sind  die  Kurvenäste  zu  beiden 
Seiten  der  grössten  Ordinate  symmetrisch  und  man  erhält  aus  (1), 
(3),  (10),  (12) 

Q  =  Q'  =  i(P+pL), 

^    ,_  2M 

^""^  ~  Px  +  pLx-px«' 


M 


,.i(P+p«(iL-4)-|i(^-4 


Die  letzte  Gleichung  (14)  ist  geeignet,  um  den  Modul  E  der 
Elastizität  eines  Materials  durch  Versuche  zu  bestimmen. 

Man  mache  die  Versuche  mit  einem  rechtwinkeligen  Stabe  und 
bezeichne  seine  Höhe  mit  h,  seine  Breite  mit  b,  und  den  Modul  der 
Elastizität  mit  E,  so  ist  nach  §  208,  Formel  (5)  das  Moment  der 
Elastizität 

M  =  — bhl 
12 

Führt  man  diesen  Wert  von  M  in  (14),  so  erhält  man 

Bei  Versuchen  betrachtet  man  die  Grösse  p  als  das  Gewicht  der 
Längeneinheit  des  Stabes,  der  angewendet  wird. 

391.  Prisnatischer  Stab^  am  einen  Ende  in  h»rii»nl;aler  Lage  ein- 
gespanntj  an  andern  in  gleicher  Höhe  nnterstfitit  nnd  in  einem  Punkte 
beiastet.  Das  Stück  A'A  des  Stabes  (Fig.  135)  sei  eingespannt  (ein- 
gemauert), das  Ende  B  unterstützt,  so  dass  BAA'  in  horizontaler 
Richtung  liegen.  Die  Last  P  sei  im  Punkte  D  angebracht;  dadurch 
wird  sich  der  Stab  biegen  und  eine  Kurve  ADB  bilden.  Um  ihre 
Gleichung  abzuleiten,  nehme  man  die  Abscissen  längs  der  Waagrech- 
ten AB  nnd  die  Ordinaten  darauf  senkrecht  an.     Es  seien 
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L  die  SUblKnge  AB  iwiwhen  der  EinmaneniDg  und  der  Stätze, 
X,  y  die  Koordintten  A  c,  C  c  des  Knrvenpanktes  G,  zwiBcbeo  A  und 

D  gelegen, 
a,D  die  Koordinaten  Ad,  Dd  des  AafhlDgepaoktes  D, 
x', y'  die  Roordinateo  de, Ee  des  Kurveoponktes  B,  zwiBchen  D  aod 

B  gelegen, 
p,  p'  die  KrdmmuDgHbalbmesser  der  Karve  in  C  and  E  and 
ß  der  Winkel,  welchen  das  Korveiielemeat  in  D  mit  der  Abscissen- 
richtang  bildet. 

Han  ersetze  den  Widerstand  der  Stütze  in  B  durch  eine  Kraft  Q, 
welche  daher  anfwirtB  gerichtet  iat,  so  wird  das  Gleichgewicht  am 
Stabe  fortbeitehen. 

pjg,  X3Ö.  ^"o  (leiike  man  aich  das  Stock 

I  AG  des  Stabes  eingemaaert,  so  ragt 
noch  das  StSck  cB  hervor,  das  dnrcb 
I  die  KrSfte  Q  and  P  in  entgegenge- 
I  setzter  Richtung  gedreht  wird  um 
I  C  als  Drehachse.  Dabei  wirkt  P 
I  abw&rts  am  Hebelsarm  cd  =  a  —  x 
1  Q  aofw&rts  am  Hebelsarni  cB 
=  L  — X.  Daher  ist  das  resaltierende  statische  Moment  =P(a  — i) 
—  Q(L— x).  Setzt  man  diesen  Wert  in  Gleichaog  (1)  des  §  387  an 
Stelle  »OD  Px,  so  folgt 

^*^  ^  "   P(a-x)-Q{L-x)' 

Daher  hängt  der  Krümmangshalbmesser  vom  Verhältnis  der  Krifte 
P  nnd  Q  ab,  das  im  Nachfolgenden  bestimmt  wird. 

Hit  Hilfe  dieses  Wertes  von  p  gibt  Gleichang  (3)  des  §  387 

M0  =  P(a-x)-Q(L-x). 

Wird  mit  dx  multipliziert  and  integriert,  so  kommt 

Eine  Konstante  der  Integration  ist  nicht  nStig ,  weil  ffir  x  =  0 
auch  y  ^  0  wird. 

dy 
Für   den  Aofh&ngepankt  D  wird  x  =  a  nnd  -r-^  =  tang  JJ ;  daher 

(3)  Htang(S=  iPai'-iQa{2L-a). 

Das  Integral  von  (2)  gibt  als  Gleichung  der  elastischen  Linie  AD 

Auch  hier  füllt  die  Konstante  der  Integration  weg,  weil  für  i  =  0 
nnd  y  ~  0  die  Gleichung  verschwindet. 
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Fär  den  Pankt  D  gehen  x  in  a  nnd  y  in  a  über;  daher 
(5)  Mu  =  |Pa»-|Qa^(L-A). 

Man  denke  sich  nan  die  Einmauernng  des  Stabes  von  C  bis  E 
fortgesetzt,  so  reicht  über  die  Maaer  hinaas  noch  das  Stück  EB.  Das- 
selbe wird  durch  die  Kraft  Q  um  E  als  Achse  gedreht  am  Hebelsarm 
eB  =  L  —  a  —  x^  Das  statische  Moment  dieser  Kraft  ist  daher 
=  Q  (L  —  a  —  x').  Setzt  man  dasselbe  in  Gleichung  (1)  des  §  387 
für  Px,  so  folgt 

^'^  ?  =  -  Q(L^a-xO' 

Da  die  Krümmungsmittel punkte  für  die  Kurvenelemente  in  A  nnd  E 
auf  entgegengesetzter  Seite  der  elastischen  Linie  liegen,  so  haben  9 
nnd  q'  entgegengesetzte  Zeichen,  weshalb  p'  in  (6)  negativ  angenom- 
men ist. 

Mit  Hilfe  von  (6)  gibt  Gleichung  (3)  des  §  387  für  das  Kurven- 
stück  DB 

M-^=-Q(L~a-xOdx', 
dx 

woraus  durch  Integration  folgt 

dv'  Oy'2 

•     (7)  M^=-Q(L-a)x'  +  -^  +  C. 

dy' 
Für   x'  =  0   wird  -rV  ~  **"8  ß'     Hierfür  geht  (7)  über  in 

MtangjJ  =  C 
und  durch  Subtraktion  in 

(8)  M-^=-Q(L-a)x'  +  -^  +  Mtang/». 

Diese  Differentialgleichung  liefert  folgendes  Integral 

My  =-Q(L-a)-^  +  -^  +  Mx'tang/J  +  C. 

Für  x'  =  0  wird  y'  =  u ;  daher  M  u  =  C  und  somit  die  gesuchte 
Gleichung  der  Kurve 

(9)         My'  =  ~  Q(L  -  a)-^  +  -^  +  Mx'tangjJ  +  Mu. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x' =  L  —  a,  so  wird  y'  =  0,  ent- 
sprechend dem  Punkte  B.     Dafür  gibt  (9) 

(10)  0=--iQ(L-a)«  +  M(L-a)tang/!^  +  Mu, 

Antenheimer,   ElemenUrhuch.  29 
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Diese  Gleichoog  kann  benutzt  werden,  nm  Q  zn  bestimmen.  Za 
diesem  Zwecke  eliminiere  man  Mtang/!^  and  Ma  aas  ihr  mittels  (3) 
und  (5),  so  folgt 

(u)  «-»*^^|^*- 

Im  Pankte  A  ist  x  =  0;  hierfür  wird  der  Rrummangshalbmesser 
nach  (1) 

^  M 

^        Pa~QL  ' 

Nan  ist  der  Nenner  dieses  Braches  positiv,  wie  sich  mit  Hilfe 
von  (11)  ergibt.     Daher  ist  aach  q  positiv. 

Im  Pankte  D  dagegen  ist  x  =  a ;  also  der  Krämmungshalbmesser 
nach  (1) 

Daher  ist  dieser  Krümmungshalbmesser  negativ.  Bs  ändert  also  ^ 
sein  Vorzeichen,  wenn  x  von  0  in  a  übergeht.  Im  Augenblick  des 
Ueberganges  zeigt  die  Kurve  einen  Wendepunkt.  Für  diesen  mnss  der 
Nenner  in  (1)  zu  Null  werden.  Allein  aus  P(a  —  x)  —  Q(L  —  x)  =  0 
folgt  als  Abscisse  des  Wendepunktes 

Pa-Qb 

V    ^   ± 

P-Q     • 

Von  A  bis  zum  Wendepunkt  nimmt  der  Krümmungshalbmesser 
zu,  von  da  bis  zum  Punkte  D  wieder  ab. 

Setzt  man  x'  =  0  in  (6),  so  erhält  man  als  Krümmungshalbmesser 
der  Kurve  in  D  denselben  Wert  wie  oben  in  (12). 

Von  D  aus  in  der  Richtung  nach  B  hin  wird  der  Nenner  in  (6) 
kleiner,  weil  x'  zunimmt;  daher  wird  der  Krümmungshalbmesser  grösser 
und  wird  in  B,  wo  x'  =  L  —  a  ist,  unendlich  gross. 

Die  Kurve  hat  einen  tiefsten  Punkt ;  derselbe  kann  vor  oder  hinter 
dem  Aufhängepunkt  der  Last  liegen.    Befindet  er  sich  auf  dem  Stück  D  B, 

dy' 
so  muss   für  ihn  das   Differentialverhältnis  -r^  =  0  werden.    Hierför 

dx' 

folgt  aus  (8),  wenn   der  Wert  von  Mtang/!^  aus  (3)  eingeführt  wird 

0=-Q(L-a)x'  +  -^  +  -^--^(2L-a). 

Löst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf,  so  erhält  man  als 
Abscisse  des  tiefsten  Punktes,  diese  von  d  aus  gezählt 


x' =  L  ~  a  i  l/(L  -  a)2  - -^a^  +  a(2L  -  a) 
und  nach  Umformung  als  Abscisse,  von  A  aus  gezählt 


'■— ['Y'-i(f)'} 
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Von  deo  beiden  Vorzeichen  der  WorzelgrCsse  entspricht  nur  das 
negative  dem  Sinn  der  Aufgabe ,  weshalb  aach  aar  dieses  im  letzten 
AnBdrnck  beibehalten  ist.  Wird  die  Grösse  anter  dem  Worzelzeichen 
negativ,  so  liegt  der  tiefste  Pankt  aaf  dem  Rurvenstück  AD  und  er 
kann  dann  mit  Hilfe  der  Gleichung  (2)  bestimmt  werden. 

392.  Il^iig  eines  prlsnatiscbeH  Sukes,  iler  In  der  Längeiricb- 
tii*E  ■■sanMengedrückt  wird.  Der  Stab  sei  eine  Säule,  AH  (Fig.  136) 
die  vertikale  Richtung  derselben,  H  der  Unterstützungspunkt  und  A 
der  AngrifFspankt  der  Last  P.  Diese  Last  erteile  dem  Stab  eine 
Biegung.  Gesetzt  eine  Biegung  würde  nicht  eintreten,  so  würden  alle 
Fasern,  welche  man  sich  als  materielle  gerade  Linien,  parallel  zar 
L&ngenrichtnng,  denken  kann,  um  gleichviel  verkürzt.  Sowie  aber  die 
Biegnng  eintritt,  verknrzen  sich  die  Fasern  auf  der  konkaven  Seite 
noch  mehr,  w&hrend  die  aaf  der  konvexen  sich  wieder  ausdehnen. 
Wie  stark  auch  die  Znsammendrückung  auf  der  einen  und  die  Aus- 
dehnung auf  der  andern  Seite  sein  mag  (immer  eine  schwache  Biegung 
voraus  gesetzt),  so  bleibt  der  Wert  des  Elastizitätsmomentes  M  derselbe. 
Es  sei  ACFH  die  Krümmung  der  elastischen  Linie  des  Stabes. 
Man  bezeichne  mit 

a  die  Hdbe  der  Säule   im  gebogenen  Znstande,  also  die  Länge  AH, 

X, y  die  Koordinaten  AB, BC  eines  Punktes  G  der  Kurve, 

p  den  Krfimmnngshalbmesser  der  Kurve  in  G,  und 

n  =  D  F  die  grOsste  Ausweichung  (PfeilbChe)  der  Kurve. 

Denkt  man  sich  den  Karventeil  C  H  eiugemaaert,  so  wird  die  Last 
den  hervorragenden  Teil  AC  um  G  herum  abzudrehen  streben,  mit 
einem  statischen  Moment  =Py.     Deshalb  wird  nach  §  387  sein 

(1)  e-Py  =  M,     -^  =  y,  Fig.  136. 

dy 
woraus  folgt,  da  y  und  -H^  sich  entgegengesetzt  ändern 

p 

Setzt  man  ti-  =  c  ,  multipliziert  mit  2d  y  und  integriert, 

so  kommt 

wobei  C   die  Konstante   der  Integration  bezeichnet.     Für  y  =  n  wird 

— ~  =  0,  da  die  Tangente   durch  den  Punkt  F  der  Kurve  parallel  zu 
ds 
AH  liegt.     Pär  den  Pnnkt  P  wird  daher  die  letzte  Gleichung 

0  =  G  —  c*  u^ 
Hithin  erb  Sit  man  dnrcb  Subtraktion 


m 


Iq  dieur  Gleicbnog  ist  du  Vorteiehen  von  dx  nod  dy  glücb- 
geoommeD,  weil  fSr  den  Bogen  AP  die  GrOftseo  x  and  y  sich  io 
gleichem  Sione  iLodeni.     Das  Integral  der  letotea  Gleichaog  ist 


c  X  =  Are  sin 


Die  KonstaDte  der  IntegraUoo  ist  n^gelasseD,  weil  fQr  y^O 
aach  x^O  wird.  Geht  man  voq  dem  Bogea  tarn  Sinns  ober,  so 
folgt  als  Gleichnug  der  Korve 

(2)  y  «  QsiDcx. 

Setit  man  hierio  y  =  0,  so  bezeichnet  x  die  AbsclBae  aller  Dnrcb- 
schnittapnnkte  der  Knrve  mit  der  Absei ssenachse.  Man  erhftit  för 
diese  Paokte 

0  =  nBiDcx. 

Diese  Gleicbaug  erfordert,  dass  entweder  a  =  0,  wodorcb  der  Stab 
geradlinig  bleibt  oder  dass  der  Bogen  ex  ein  Vielfaches  tod  tt  ist. 
Beieicbnet  daher  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  mass  sein 

(8)  ex  =  nn;      x  = . 

^  '  c 

Diese  Gleichang  gibt  für  x  so  viele  Werte,  als  n  Einheiten  eot- 
b&lt  FSr  n  =  0  wird  anch  x  =  0.  Dieser  Wert  von  x  entspricht 
p.     .„.     dem  Anfaogspnnkt  A  (Pig.  137).   FSr  n  =  1  werde  x  =  AD, 


AG  =  — — ,  worans   folgt,  dass  AD  =  DG.     Ganz  ebenso 

folgt  DG  =  GH, Man  sieht,  dass  die  Abscissenachse 

von  der  Knrve  in  gleiche  Teile  geteilt  wird. 

SeUt  man  der  Reihe  nadi  x  =  VAD,  f  AD,  ^AD,.. 

in  (2),  so  wird   y   abwechselnd  -|- n  and  —  n,  d.  h.   die 

EnrTenteile   weichen   nach    entgegengesetzter  Seite  gleichweit  von  der 

Abscissenachse  ab  nnd  zwar  in  ihren  Mitten,  weil  fSr  y  =  n  in  Formel  (2) 

der  Bogen   cx  =  — ,  ^~ä~'^    ~9~"'  '"™* 

Bezeichnet  o  in  Formel  (3)  die  Anzahl  aller  Biegungen  A  D,  DG, . ., 
so  wird  X  =  a  nnd  man  erh&lt 


Hat  die  Earve  nur   eine   Biegnag,  so  ist  n  =  1  und   man  erhält 
aas  (4) 
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Um  die  AusweichuDg  a  za  bestimmen,  berechne  man  die  Länge  s 
der  Korve.     Man  erhält  aas  (2) 

dy 

=  CO  cos  ex. 


dx 
Hierfür  wird  das  Element  eines  Bogens  der  Kurve 

d s  =  d xl/l  +  (jr^y  =  dx (1  +  c^ u^cos'cx)  ^ 

Entwickelt  man  nach  dem  binomischen  Satze   nnd   vernachlässigt   die 
Glieder  von  der  vierten  Potenz  der  Grösse  u  an,  so  wird 

ds  =  dxfH —  cos*cx  j. 

Dm  die  ganze  Länge  s  der  Kurve  za  erhalten,  mass  diese  Gleichung 

n  7t 
von  X  =  0  bis  x  =  a  = (Formel  4)  integriert   werden.     Nun  ist 

cos^cx  =  ^  (1  +  cos  2  ex), 

(ß2  ^2  ß2  ^2  s 

1 H j h  -^--T —  cos  2  ex  J 

und  da  -    -         «      j         n 

cos2cxdx  =  0, 

_  0 

so  wird 

woraus  die  gesuchte  Ausweichung  folgt 


-1/ 


a 


Wenn  der  Stab  sich  nicht  biegt ,  so  wird  s  =  a,  also  u  =  0,  wie 
es  sein  soll. 

Setzt  man  den  Wert  von  P  aus  (5)  in  (1),  so  erhält  man  als 
Krümmungshalbmesser  der  Kurve 

a^ 
o  =  — s — . 

An  den  Endpunkten  ist  y  =  0,  also  ^  =  oc.  Den  kleinsten  Krüm- 
mungshalbmesser erhält  man  für  y  =  u.  Also  nimmt  die  Krümmung 
des  Stabes  von  den  Endpunkten  nach  der  Mitte  hin  zu. 


XI.    Aufgaben  Aber  fortschreitende  Bewegangen. 

SH.  tlfercRtialtcrBeli  in  lewegiBg.  Diese  PortnelD  wurden 
fär  irgead  eine  Bewegung  bereits  in  §  153  abgeleitet.     Bb  ist  hieroach 

(1)  dx  =  vdt;     dv  =  gdt;     vdT  =  gdx, 

wobei  X  den  in  der  Zeit  t  durcblaafenen  Weg  and  v  und  g  die  Ge- 
achwiodigkeit  and  Beschleanignng  nach  der  Zeit  t  bezeichnen. 

Nimmt  man  t  als  die  anabh&ngig  Veränderliche,  also  d  t  ala  kon- 
stant an,  so  erbau  man  durch  Differentiation  der  ersten  der  Formeln  (l) 
d»x  =  dvdt. 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  d »  aas  der  zweiten  der  For- 
meln (1),  so  folgt 


(2) 


dl* 


Es  ist  mithin  die  Beschleonigang  g  gleich  dem  zweiten  Differential- 
verbältnis  des  Weges  in  Hinsicht  der  Zeit. 

Es  bewege  sich  ein  Ponkt  in  einer  ebenen 
Fig.  138.  Karve    EC    (Fig.    138),    deren    Gleichung    für 

rechtwinkelige  Koordinatenachsen  gegeben  sei. 
Die  Koordinaten  eines  Eurvenpanktes  C  seien 
X,  y ,  der  Bogen  E  C  =  ■.  Es  nehme  x  nm 
dx  =  Cn'  zu,  so  Sndert  sich  y  am  dy  =  Dn' 
und  s  am  da  =  Cn.  Der  Weg  a  werde  in  der 
Zeit  t  durchlanfen.  Nach  dieser  Zeit  sei  die 
Geschwindigkeit  =  t.  Man  zerlege  die  Ge- 
schwindigkeit V,  deren  Richtnng  in  das  Knrven- 

element  ds  fällt,  in  die  zwei  Seitengeschwindigkeiten  v-=— nnd  *~, 

parallel  and   senkrecht  zur  Absciasenachse.     Da  nan  aber  v  =  -7—, 

vermCge  der  ersten   der  Gleichnngen  (1),  so  erhält  man  als  Seitenge- 
scb  windigkeit 


in  der  Richtung  der   Abscissenachse 

in  der  Richtang  der  Ordinatenachse 
nnd  somit  nach  Formel  (2)  als  Beschlennignng 


^   dx 
dt  ' 


parallel   zur  Abscissenachse     .     .     ,   =  -775-, 

d'v 
parallel  znr  Ordinatenachse      .     ,     ,  =  -ttt* 
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394.  Bewegung  eines  Körpers  In  einer  Cleraden,  welche  die  littel- 
piinkte  iweier  Himmelsl&örper  yerbindet.  Die  Himmelskörper  ziehen 
sich  an,  als  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  A,B  (Fig.  139) 
vereinigt  wären.     Es  seien 

a  =  AB  der  Abstand  dieser  Mittelpunkte, 

b  =  BC  der  Abstand  eines  Körpers  in  der  Geraden  AB,  der  von 
beiden  Himmelskörpern  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  an- 
gezogen wird, 

X  =  CD  der  Weg,  welchen  dieser  Körper  in  der  Zeit  t  in  der  Rich- 
tung von  0  nach  D  durchläuft, 

vo,  V  die  Geschwindigkeiten  des  Körpers  am  Anfang  und  Ende  der 
Zeit  t,  also  in  den  Punkten  C  und  D, 

g,  g'  die  Beschleunigungen ,  welche  die  Himmelskörper  in  A  und  B 
im  Abstände  1  von  ihren  Mittelpunkten  ans  dem  beweglichen 
Körper  beizubringen  vermöchten. 

Nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  sind  die  Beschleunigungen, 
welche  von  A  und  B  aus  in  den  Abständen  AD  =  a  —  b  —  x  und 
B  D  =  b  +  X  bewirkt  werden 


g' 


(a-b-x)2'     (b  +  x)2- 

Diese  Beschleunigungen  haben  entgegengesetzte 
Richtungen.  Die  erstere  wächst  mit  t,  die 
letztere  nimmt  ab.     Daher  wird  sein 

d^x 


Fig.  139. 


g 


g' 


dt2       (a-b-x)2       (b  +  x)2* 
Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  setze  man 

BD  =  b  +  x  =  z,     dx  =  dz,     d^x  =  d^z, 
so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in 

d^z 


(1) 


g 


g 


d  t2        (a  -  z)2        z2  • 

Man  multipliziere  mit  2  dz  und  beachte,   dass  alsdann  die  linke  Seite 

/dzN^ 
das  Differential  von  (-tt)    ^^^^  ^^  erhält  man  durch  Integration 


( 


dty        a  —  z 


^«    +^  +  C. 


In  dieser  Gleichung  ist  C  die  Konstante  der  Integration  nnd 
die  Geschwindigkeit  v.     Mithin  ist 


dz        dx 


dt        dt 


v2  = 


2g 


2  ff' 


a  —  z  z 

Für  z  =  b  =  BC  wird  v  zu  vo.     Für  diese  Werte  wird  die  letzte 
Gleichung 

2 2g 


vo 


a-b 


+  -^  +  c. 
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Mithin  erhftit  man  dorch  Sabtraktion  der  beiden  letzten  Gleichangen 

Aaf  der  Geraden  AB   gibt  es   eine  Stelle  E,  wo  die  Anziebang 
beider  Himmelskörper  gleich  gross  ist.     Man  setze  den  Abstand 

BE  =  c,    AE  =  a  — c, 

so  müssen  die  Beschlennignngen,  welche  beide  Himmelskörper  an  dieser 
Stelle  hervorbringen,  gleich  gross  sein,  so  dass  man  hat 

g'   _        g 

c«        (a-c)«* 

Diese  Gleichnng  ist  in  Hinsicht  c  eine  quadratische.  Es  ent- 
sprechen also  der  Grösse  c  zwei  Werte.  Der  eine  davon  bestimmt 
die  Stelle  E  zwischen  A  and  B,  der  andere  eine  Stelle  in  der  Ver- 
längerung AB  aaf  Seite  des  kleineren  Himmelskörpers.  Der  erstere 
dieser  Werte  ist 

(3)  c^ * 


1  +  / 


Setzt  man  diesen  Wert  von  c  statt  z  in  (2),  so  erhält  man  die- 
jenige Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  das  Bewegliche  die  Stelle  E 
passiert. 

Es  bezeichne  ao  den  kleinsten  Wert  von  vo,  welchen  das  Beweg- 
liche in  C  haben  mass,  am  die  Gleichgewichtslage  in  E  gerade  noch 
erreichen  za  können.  Yertaascht  man  daher  vo  mit  ao  and  z  mit  c 
in  (2),  so  mass  v  =  0  werden.     Dies  gibt  die  Relation 

(4)  „..  =  2g(^-^)  +  2g'(i— 1) 

Ist  Vo  kleiner  als  ao,  so  erreicht  das  Bewegliche  die  Stelle  E 
nicht,  sondern  kehrt  nach  B  zarfick.  Ist  vo  grösser  als  ao,  so  geht 
der  Körper  über  E  hinaas  nach  A  hin. 

Es  sei  A  der  Mittelpunkt  der  Erde,  B  der  des  Mondes.    Daher  ist 

(5)  g'=-;^;      c  = ^^=^=0,1035a. 

Man  denke  sich  nan,  es  werde  ein  Körper  von  der  Oberfläche  des 
Mondes  aas  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  ao  in  der  Richtang  BA 
abgeworfen,  dass  er  die  Gleichgewichtslage  in  E  gerade  erreichen  kann. 

Nan  sei  r  der  Halbmesser  der  Erde,  so  ist  sehr  annähernd 

Halbmesser  des  Mondes  =i^r;    Abstand  AB  =  60r. 
Allein  fürb  =  ^r;     g'  =  ^;       a  =  60r;       c  =  0,1035-60r 
gibt  (4) 

(6)  ao*  =  0,04489  •  ^. 
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Nun  bezeichne  6  die  Beschleunigaog  aaf  der  Erdoberfläche.^  Da 
die  Grössen  6  and  g  den  Abständen  r  und  1  vom  Mittelpunkt  der 
Erde  entsprechen,  so  erhält  man  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation 

G:g  =  l2:r2, 

(7)  g  =  r2G. 

Fuhrt  man  diesen  Wert  von  g  in  (6),  so  folgt 

(8)  uo^  =  0,04489 -2  Gr. 

Wird  dieser  Körper  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  uo  nur  um 
unendlich  wenig  übertrifft,  vom  Monde  aus  abgeworfen,  so  dass  er  mit 
einer  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  die  Stelle  E  überschreitet,  so 
wird  er  gegen  die  Erde  hin  fallen. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dieser  Körper  die  Grenze  der 
Atmosphäre  erreiche,  sei  =  u.  Die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  höch- 
stens =  0,01r.'    Führt  man  nun  in  Formel  (2)  die  Werte  ein 

vo=uo;     a  =  60r;     z  =  58,99  r;     b  =  — r;     g' =  ;^, 

11  70 

so  geht  V  in  u  über  und  man  erhält 

u«  =  uo^  + 0,92470-^. 

r 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  uo  aus  (8)  und  den  von  g  aus  (7), 
so  wird 

(9)  u«  =  0,96959  •  2  G  r. 

Durch  Vergleichung  von  (8)  und  (9)  folgt  das  Verhältnis 

(10)  -^  =  4,6475, 

Uo 

d.  h.  der  Körper,  welcher  auf  der  Geraden  BA  die  Gleichgewichtslage 
mit  einer  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  passieren  würde,  träfe  die 
Grenze  der  Atmosphäre  mit  einer  etwas  mehr  als  4V2  mal  grössern 
Geschwindigkeit  als  diejenige  ist,  mit  der  er  abgeworfen  würde.  Setzt 
man  noch 

G  =  9,808  Met. ;     r  =  6365000  Met, 

so  folgt  aus  (9)  und  (10) 

uo  =  2367  Met.;     u  =  11003  Met. 

Die  Höhe  der  Atmosphäre  beträgt,  der  obigen  Voraussetzung  ge- 
mäss, höchstens  0,01  r  =  63650  Met.  Würde  nun  jener  Körper  die 
Atmosphäre  gleichförmig  durchfallen,  so  würde  er  hierzu  nahe  6  Sekun- 
den Zeit  brauchen. 

SK.  ieweguBg  eines  Körpers  !■  einer  Knrve,  die  in  einer  verti- 
kalen Kbene  liegt,  infolge  seiner  Schwere.  Die  Kurve  AB  (Fig.  140) 
gehe  durch  den  Anfangspunkt  A  der  rechtwinkeligen  Achsen  Ax,  Ay. 
Es  sei  Ax  horizontal  und  Ay  vertikal  abwärts  gerichtet. 
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la  horiioaUler  Richtung  wirkt  keine  Kraft  aaf  den  Körper,  sleo 
ist  die  BeachlenDJ^Dg  in  dieser  Richtnng  =  0.  In  vertikaler  Ricbtuog 
wirkt  die  Schwere  auf  ihn.  Die  koosunte  BeschleDnigang  darch  die 
Schwere  sei  =g,  so  sind  die  Formeln  fnr  die  Beschlennigong  in  der 
Richtnng  der  Achsen 

Haa  mnltipliziere  die  erste  Formel  mit  ds,  die  zweite  mit  dy 
nnd  addiere  sie,  so  erhMt  man 

(2) 

Fig.  140.  ^ii'  i^^    *^^^   ^^''   Zahler    links    als   DifTeren- 

tial  von 

i(dx^  +  dy')-ids*. 

Also  kann  man  statt  (2)  schreiben 

(s,  i^^  =  «a. 

Allein  es  ist =  v ;  mithin  erhält  man  fnr  (3) 

d  t 

ld(v>)-gd;. 

Maltipliziert  man  mit  2  und  integriert,  so  kommt 

(4)  .'-ägJ  +  C. 

Beginnt  die  Bewegung  im  Anfaogspnnkt,  so  ist  fQr  diesen  Pankt 
V  =  0  nnd  y  =  0,  also  anch  die  Konstante  C  =  0.  Ist  daher  BC  =  y, 
so  erhült  man  ans  (4) 

(5)  V  =  V2^  =  Vag-BC. 

Beginnt  die  Bewegung  in  einer  Tiefe  CG'  =  yo  unter  dem  Anfangs- 
pankt,  so  ist  in  (4)  v  =  0  ffir  y  "=  yo ;  hierfür  folgt  ans  (4) 

0=2gyB+C. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (4)  ab,  so  wird 

(6)  V  =  V2g(y-yo)  =  Vag-BC. 

Man  sieht  ans  den  Formeln  (5)  nnd  (6),  dass  die  Geschwindig- 
keit an  jener  Stelle  der  Kurve  dieselbe  ist,  wie  wenn  das  Bewegliche 
die  vertikale  HChe  des  durchlaufenen  Bogens  frei  durchfallen  hätte. 

3K.  AnwenduBg  des  ebei  Dschgewleienei  (leBetiei  anf  die  Bewegim 
ia  der  C;kUide.  Die  Cykloide  liege  in  einer  Vertikalebene,  ihre  Grund- 
linie BC  (Fig.  141)  sei  horizontal,  so  wird  der  Scheitel  A  der  tiefste 
Ponkt  der  Rnrve  nnd  A  B  =  2  a  der  Durchmesser  des  Rollkreises  sein. 

Man  lege  die  Abscissenacbse  Äx  horizontal,  die  Ordinatenacbse  Ay 
vertikal  aufwärts.  Der  Rnllkreis  bewege  sich  von  der  Mitte  B  der 
Grandlinie  längs  des  Weges  BC,  so  dass  BC  =  Bogen  CD  werde.     Es 
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seieD  CMF  und  DME  zwei  DarchmeBBer  von  der  Länge  =2a,  so 
wird  BogCD  CD  =  Bogen  EP  =  a^  sein,  wenn  f  den  Rollwinkel  im 
Bogenmass  bezeichnet.  Peroer  seien  x  =  BG  ddH  y  =  AG  =  PN  die 
Koordinaten  eines  Karvea pnnlctes  B,  so  wird  sein,  da  GF  vertikal  liegt. 

(1)  i=.EN+CB. 

Allein  es  ist 


E  N  =.  VEM»-NM'  =  Ka'  -  (a  -  y)"  =  Ka  a  y  -  f, 

CB  =  EF  =  ay=  a  Are  cos  -^  =  a  Are  cos  ^^. 

Setzt   man   diese   Werte   in  (1),  so   erhält  man 

als  Gleichnng  der  Cykloide  ^"'6-  Hl- 

(2)      X  =  y  2ay  —  y*  +  a  Are  cos -. 

Wird  diese  Gleicbang  differeotiiert,  so  ergibt  sich 
nach  einigen  einfachen  Bedoktionen 


(3) 


<iy      K2 


ay- 


In  einem  Enrvenpankt  H,  dessen  Ordinate  A I  =  h  sei,  beginne 
die  Bewegung  eines  materiellen  Panktes  in  der  Cykloide  infolge  seiner 
Schwere.  Die  Zeit  zum  Darcblaufen  des  Bogens  HE  =  s  sei  t;  in  E 
habe  er  die  Geschwindigkeit  v,  so  wird  diese  Geschwindigkeit  die 
gleiche  sein,  wie  wenn  er  die  Vertikale  I G  =  h  —  y  frei  darchfallen 
hätte.     Es  ist  daher 

v»  =  2g(h-y). 

Da  aber  v  =  -r— ,  so  geht  diese  Pormel  über  in 

Dm  hieraus  d  s  zn  entfernen,  benutze  man  die  Relation 

und  setze  bierin  den  Wert  von  — —  aus  (3),  so  folgt 

.   „        2ady' 
d  8''  = — . 

y 

Fährt  man  diesen  Wert  von  ds  in  (4),  so  kommt 

oder   indem   man   die  Veränderlichen  sondert   und    die  Quadratwurzel 
auszieht 
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(6) 


Von  den  beiden  Voneichen,  welche  die  GrOsse  rechts  allgemein 
haben  sollte,  wurde  nur  das  negative  beibehalten,  weil  bei  der  Bewe- 
gung l&ngs   des  Bogens  HB  die  Zeit  t  zanimmt,   während  y  abnimmt. 

Das  Integral  von  (6)  ist  nach  Formel  (8)  des  §  78 

t  =  -  1/  -Aresin  ^^T^  +  C. 


Für  t  »  0  ist  y  =  h ;  folglich 

„-i/l 


f  +  o. 


Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  folgt 

Um  die  Zeit  T  za  erhalten,  welche  das  Bewegliche  nötig  hat,  am 
in   den  tiefsten  Pankt  za  gelangen,  mass   in  (6)  die  Ordinate  y   von 

TT 

y  =  h  bis  y  =  0  abnehmen.     Hierbei  geht  der  Areas  sinas  von  +  — 

durch  die  Null  in —  über.     Diese   Grenzwerte   von   Areas  sinns 

heben  sich  daher  aaf  und  man  hat 

T 


-VI- 


Man  sieht  hieraus,  dass  in  der  Formel  für  die  Fallzeit  T  die 
Länge  des  Bogens  HA  nicht  vorkommt.  Bs  ist  deshalb  die  Zeit  zar 
Erreichung  des  tiefsten  Punktes  dieselbe,  welcher  cykloidische  Bogen 
durchlaufen  werde.  Eine  Kurve,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt, 
heisst  tautochron. 

397.  Heriientaler  Wurf  eines  Korpers  !■  leeren  RaiM.  Es  werde 
ein  Körper  im  leeren  Raum  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  V  in 
horizontaler  Richtung  abgeworfen.  Von  da  an  sei  er  nur  der  Einwir- 
kung der  Schwere  ausgesetzt. 

Die  Bahn  AB  des  Körpers  (Fig.  142)  wird  in  einer  vertikalen 
Ebene  liegen,  welche  durch  die  anfängliche  Richtung  der  Bewegung 
geht  Diese  Richtung  sei  die  Abscissenachse  Ax  und  A  der  Anfangs- 
punkt der  Bewegung.  Man  nehme  die  Ordinatenachse  A  y  vertikal  ab- 
wärts und  bezeichne  mit  v  die  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  t,  mit 
x,y  die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  B  und  mit  g  die  Beschleu- 
nigung durch  die  Schwere,  welche  wir  als  konstant  voraussetzen,  so 
hat  man 


(«  ^='>        -H^-«'- 
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Dm  diese  Formelo  iDtegrieren  za  kOnoen,  setze  man  ] 

ili    _  d; 

dt        ''       dt        °' 
so  $4bfia  die  Formeln  (1)  aber  io 

dz       „       de 

TT""'    -Jt-'- 

Hnltipliziert  man  hier  mit  d  t  and  integriert,  so  kommt 

z  =  C;     u  — gt  +  C, 
oder  indem  man  die  Werte  von  z  and  n  viederberstellt 

Für  den  Anfangspunkt  der  Benegnng  ist 

•  =  »>    \l  =  ^--    ^-o- 

Hierfnr  erhält  man  ans  (2)  C  =  V  nnd  C  =  0.     Di 
die  Formeln  (3)  über  in 

iL 
dt  ' 

Es  sind  mithin  V  nnd  gt  die  Geschwindigkeiten  des  Kfirpers 
parallel  za  den  Achsen  A  x  nnd  A  y.  Vermittelst  des  Parallelogramms 
der  Geschwindigkeiten  (nnter  Anweodang  des  pythagoräischen  Lehr- 
satzes) erhSlt  man  daher 

v*  =  V^  +  gn». 

Man  sieht  aas  dieser  Gleichnng,  dass  die  Geschwindigkeit  v  in 
der  Richtang  der  Bahn  vom  Anfangspunkt  ans  im  Wachsen  begriffen 
ist,  da  die  Zeit  t  zunimmt. 

Multipliziert  man  (3)  mit  d  t  und  integriert,  so  kommt 

(4)  x  =  Vt;      y  =  -^t^. 

Die  Konstanten  der  lot^ratioa  sind  weggelassen,   weil  für  t  =  0  aiich 
X  =  0  und  y  =  0  wird. 

Eliminiert  man  ans  den  beiden  Formeln  (4)  die  Zeit  t,  so  erhält 
man  als  Gleichnng  der  Kurve 

y      2^ 

Die  Bahn  ist  mithin  eine  Parabel,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt 
nnd  deren  Achse  in  der  Ordinatenachse  liegt. 

3t8.  Schiefer  Wuf  eiiei  H&rperi  !■  leeren  lanN.  Es  werde  ein 
KOrper  in  schr&ger  Richtang  AD  (Fig.  143)  anter  einem  Winkel  a 
zum  Horizont  aufwärts  geworfen  mit  einer  Geschwindigkeit  V  und  so- 
dann der  Einwirkung  der  Schwere  überlassen. 
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Die  BatiD  A  E  F  des  Körpers  liegt  in  einer  Vertikalebeoe,  welche 
dareb  die^:'AnfuigBrichtaDg  der  Bewegung  geht.  Msn  nehme  in  dieser 
Ebeoe,  vom  AnfaDgipunkte  A  aus,  die  beiden  Achsen  As,  Ay  an,  wo- 
TOD  die  erstere  horizontal,  die  letztere  vertikal  aufwärts  gebt.  Es 
aeieo  x,  y  dio  KoordioateD  AB  and  B C  eines  KurTenpanktes  c;  der 
in  der  Zeit  t  erreicht  wird  und  v  die  Geschwindigkeit  in  G,  so  mnss 
im  Sinne  der  Aufgabe  sein,  wenn  g  die  Bescbleanignng  beim  freien 
Fall  bezeicboet 


dt  ■ 


Man  setze  -r—  =  z;    -^  =  u ,    so   gehen    die 
Formeln  (1)  über  in 


Mattipliziert  man  mit  d  t  ood  integriert,  so  kommt 
z  =  C;     u=  — gt  +  C,  also 

Hau  zerlege  die  Ad fangsgescb windigkeit  in  die  horizontale  Seiten- 
geschwind  igk  ei  t  V  cos  a  und   die  vertikale  V  sin  «.     Da  nnn  aber  -r- 

dv 
die  horizontale  und  -77-  die  vertikale  S ei tengescb windigkeit  nach   der 

Zeit  t  bezeichnen,  so  erh&lt  man  aus  (2)  für  t=^0 

Vcosa  =  C;      Vsina:  =  C'. 

Setzt  man  diese  Werte  der  Konstanten  G,C'  in  (3),  so  kommt 


dy 
dt ""'      dl' 


(3)  ^  =  Vco8«;     ^  =  Vsina-gt. 


Diese  Seitengescb windigkeiten  sind  die  Seiten  eines  Rechtsecks, 
dessen  Diagonale  die  Geschwindigkeit  v  (in  der  Richtung  der  Tangente 
an  die  Bahn)  ist.  Man  erhält  deshalb  nach  dem  pytbagorftischen 
Lehrsätze 

(4)  v"=  V  — aVgtsina  +  g^t". 

Dieser  Wert  von  v  ist  wegen  der  Binwirkang  der  Schwere  ver- 
änderlich. Dm  das  Minimum  von  v  zu  bestimmen,  differentiiere  man 
diese  Gleichaug,  indem  man  t  als  unabhängig  und  v  als  abhängig 
Variable  betrachtet,  und  setze  den  ersten  Differentialquotienten  =  0, 
so  erhält  man 

dv  _  —  V g sin  «  +  g' t  _  „ 
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Hieraas  folgt,  da  der  Nenner  v  nicht  anendlich  gross  sein  kann, 
dass  der  Zähler  verschwinden,  also 

—  V  g  sin  flf  +  g^  t  =  0 

sein  mass.     Bezeichnet   man   den   hieraus  hervorgehenden  Wert  von  t 
mit  T,  so  ist 

(5)  T  =  -^^^^. 

g 

Für  diesen  Wert  von  T  wird  die  Geschwindigkeit  v  zu  einem 
Minimum,  weil  das  zweite  Diflferentialverhältnis 

Ü^=   JL    «!. 

dt2  "^     V 

positiv  ist.     Fuhrt  man  T  für  t  in  (4),   so   erhält   mau   den   kleinsten 
Wert  der  Geschwindigkeit 

V  =  V  cos  a. 

Mithin  ist  diese  kleinste  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der  Bahn 
gleich  der  konstanten  horizontalen  Seitengeschwindigkeit  des  Körpers 
(Formel  3). 

Multipliziert  man  (3)  mit  d  t  und  integriert,  so  kommt 

(6)  x  =  Vcosa-t;      y  =  Vsina  •  t  — -f-t^. 

In  diesen  Wegformeln  sind  die  Eonstanten  der  Integration  weg- 
gelassen, weil  fär  t  =  0  auch  x  =  0  und  y  =  0  werden. 

Die  Ordinate  y  wird  in  den  Punkten  A  und  F,  wo  die  Kurve  die 
Abscissenachse  schneidet,  zu  Null.  Setzt  man  nun  y  =  0  in  der  zweiten 
der  Gleichungen  (6),  so  muss  alsdann  t  die  Zeit  bezeichnen,  welche 
diesen  zwei  Punkten  entspricht.     Man  erhält  zunächst 


0  =  trVsina |-t\ 


Das  Produkt  rechts  wird  nun  aber  zu  Null,  wenn  der  eine  oder 
andere  der  Faktoren  zu  Null  wird.  Setzt  man  den  ersten  Faktor  t  =  0, 
so  entspricht  diese  Zeit  dem  Punkte  A ;  setzt  man  aber  den  zweiten  «  0, 
so  findet  man  als  Zeit 

/„N  2  V  sin  « 

(7)  to  = . 

g 

Die  Länge  A  F,  welche  die  Kurve  auf  der  Abscissenachse  ab- 
schneidet, heisst  Wurfweite.  Also  bezeichnet  to  die  Zeit  zum  Durch- 
laufen der  ganzen  Kurve  A  E  F  über  der  Abscissenachse. 

Eliminiert  man  t  aus  den  beiden  Formeln  (6),  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Bahn 

(8)  y  =  xtanga-         ^^ 


2\^co8^a' 
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Id  den  Pankten  A  aod  F  der  Bahn  wird  die  Ordinate  zn  NaII. 
Setzt  man  daher  y  =  0  in  (8),  so  bezeichDet  x  die  Abscisse  dieser 
zwei  Paokte.     Far  diese  wird  daher 


0=  xftanga ^^  ,.    \ 


Macht  man  den  ersten  der  Faktoren,  nämlich  x,  gleich  Null,  so 
entspricht  er  dem  Punkte  A;  macht  man  aber  den  zweiten  za  Nall, 
so  erh&lt  man  als  Abscisse  des  Punktes  F 

,^.                                       2  V  sin  a  cos  a 
(9)  xo  = . 

g 

Es  bezeichnet  daher  xo  die  Wurfweite  AF. 
Die  Gleichung  (8)  zeigt,  dass  die  Wurfbahn  eine  Parabel  ist,  deren 
Achse  vertikal  liegt. 

Um  den  Scheitel  oder  höchsten  Punkt  E  der  Bahn  zu  finden,  kann 
man  nur  den  halben  Wert  von  xo  aus  (9)  als  Abscisse  AG  derselben 
betrachten  und  denselben  in  (8)  einführen,  so  erhält  man  die  Ordi- 
nate GE  des  Scheitels. 

Es  kann  aber  auch  die  Abscisse  des  höchsten  Punktes  wie  folgt 
aus  (8)  abgeleitet  werden.  Zu  diesem  Behufe  bestimme  man  denjenigen 
Wert  von  x,  welcher  y  zu  einem  Maximum  macht.     Man  erhält  aus  (8) 

-^  =  tanffa-— ^^— .      ^^^  -  ^ 

dx  ^  V^cos^a'      dx«  V^cos««* 

Setzt  man  das  erste  Differential  Verhältnis  =0,  so  folgt,  indem 
man  x  mit  X  vertauscht 

.     .  ^  _   V^  sin  a  cos  a 


g 

Fär  diesen  Wert  von  x  wird  y  ein  Maximum,  weil  das  zweite 
Differentialverhältnis  negativ  ist.  Somit  ist  X  =  A  G  die  Abscisse  des 
höchsten  Punktes.  Setzt  man  diesen  Wert  von  x  in  (8)  und  vertauscht 
y  mit  Y,  so  erhält  man  als  Ordinate  GE  des  höchsten  Punktes 

(11)  Y  =  ^^^. 

2g 

Fuhrt  man  den  Wert  von  X  aus  (10)  in  die  erste  der  Formeln 
(6)  ein,  so  findet  man  für  t  gerade  den  Wert  T,  welcher  in  Formel  (5) 
dargestellt  ist.  Mithin  ist  T  die  Zeit  zur  Erreichung  des  höchsten  Punktes 
und  es  ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  diesem  Punkt  ein 
Minimum.  Es  nimmt  somit  die  Geschwindigkeit  vom  Anfangspunkte 
ans  bis  zum  höchsten  Punkte  ab. 

Wenn  der  Parabelpunkt  0  in  der  Zeit  T  —  t'  erreicht  wird ,  so 
muss,  wegen  der  gleichförmigen  Bewegung  in  horizontaler  Richtung, 
ein  Punkt  G'  der  Bahn,  der  mit  C  gleichen  Abstand  von  der  Achse 
E  G  hat,  erreicht  werden  in  der  Zeit  T  -f  t^  Setzt  man  diese  beiden 
Zeiten  für  t  in  Formel  (4),   so  erhält  man  gleiche  Werte  für  v,  d.  b. 


die  Gesch  windig keitea  dos  EOrpers  in  gleicher  Tiefe  nDter  dem  hOcbsten 
PaDkt  der  Bahn  sind  gleich.     Diese  Werte  sind 

Da  aber  2  siDacoB«  =  sidZcc,  so  ist  die  Warfneite  nach  (9)  auch 

V'>siD2a 
xo  = . 

e 

Man  denke  sich  hierin  die  Grössen  V  and  g  konstant,  dagegen  a 
veränderlich,  so  wird  anch  xo  veränderlich.  FSr  2a  =  90"  ist  sin  2  or 
^  1,  also  So  ein  Masimnm.  Wird  somit  ein  Körper  unter  einem 
Winkel  von  46"  zum  Horizont  abgeworfen,  so  ist  unter  sonst  gleichen 
Umständen  seine  Wurfweite  grOsser  als  für  jeden  andern  Winkel. 


Denken    wir   uns  z 

wei  Wurfwinkel ,   welche    gleich   weit  aber  und 

unter  45°  liegen,  etwa  ■ 

um  j3,  so  ist  ffir  den  einen  Winkel 

sin  2  0  = 

sin2(45  +  (K)  =  8in(90  +  2/() 

and  ffir  den  andern 

sin  2  «  = 

sin2(45-|S)  =  sin(90-2jS). 

Allein  diese  beiden 

Werte  von  sin  2  a  sind  gleich  gross ;  also  ist 

anch  ffir  beide  Winkel  45  +  jS  und  4& --  ß  die  Wurfweite  gleichlgro 

SM.  Scklefer  W»f  eiies  Kärpers  In  der  Lnft.  Der  Luftwiderstand 
sei  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  und  wirke  in  der 
Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn. 

Wegen  der  letztern  Voraussetzung  wird  die  Bahn  A  C  (Fig.  144) 
des  EOrpers  eine  ebene  Kurve  sein  nnd  in  der  Vertikalebene  liegen, 
welche  dnrch  die  Anfangsriebtang  der  Bewegung  geht.  Es  gelte  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe.  Ansserdem  sei  s  =  A  C  der  Bogen 
der  Kurve,  welcher  vom  Äufangspunkt  bis  znm  Paukte  mit  den  Koordi- 
naten z, y  reicht,  n  =  Vcosa  die  horizontale  Geschwindigkeit  im  An- 
fangspunkt nnd  m  die  BeschleaDignog,  welche  der  Luftwiderstand  dem 
KQrper  in  der  Richtung  der  Bahn  entzieht,  bei  der  Geschwindigkeit  =  1. 

Die  Geschwindigkeit  im  Punkte  C  ist  =  -r— .  also  die  Beschleu- 
nigung, welche  ia  diesem  Pookte  dem  EOrper  in  der  Richtung  der 
Tangente   an  die  Bahn  entzogen  wird  ='''(~Tr)  ■  ^"i)  zerlege  sie  in 

eine   horizontale   und   vertikale   Seitenbe- 
scblenniguug,  so  wird  man  dafür  erhalten  ^'K-  ^**- 

/'dsVdx  y^dsN^dy 

"i^TTJ  ^'  "Vdr;  d7- 

Die  erstere  bewirkt,  dass  die  Bewe- 
gung in  horizontaler  Richtung  verzögert 
wird;  daher  die  Beschleunigung  in  dieser 
Richtung 

,^,  d's  ds    dx 
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Die  letztere  hat  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  d  y,  so  dass  in 
vertikaler  Richtung  sein  muss 

/«N  ^^y  ds    dy 

Man  betrachte  t  als  die  anabhängig  Variable,  also  d  t  als  konstant, 

dx 
dividiere  Gleichang  (1)  mit  -r—  and  beachte,  dass  nunmehr  der  Zähler 

Q  « 

-,  -^  links  das  Differential  des  Nenners  —  -    ist,    so    erhält   man   als 
dt'  dt 

Differential  dieser  Gleichang 


'*«(it)  =  ~'"''+^- 


Dm  die  Konstante  C  zu  bestimmen,   sei  s  =  0,   so  wird    die    Ge- 

dx 
schwindigkeit  -t—  zar  Anfangsgeschwindigkeit  in  horizontaler  Richtung, 

Q  w 

also  zu  u.     Diese  Werte  geben  logu  =  C.     Polglich  durch  Subtraktion 
dieser  Gleichang  von  der  vorstehenden 

dx 

log =  —  m  s, 

u 

oder  indem  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht 

(3)  77  =  "''"    • 

Man  multipliziere  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  d  t^,  so  kommt 

d^x=— mdsdx;     d^y=— gdt*  —  mdsdy 
und  hieraus  durch  Elimination  von  mds 

dV=~gdt2  +  -J|d2x, 

woraas  folgt 

,  .o      /dyd^x—  dxd^yN  , 
gdt»  =  (^-i 5^5 ^jdx. 

dy 

Die  Grösse  in  der  Klammer  ist  das  Differential  von ^ ;  daher 

dx 

wird  sein 

(4)  gdt2=~-dxd(-^). 

Führt  man  den  Wert  von  d  t  auff  (3)  hier  ein,  so  kommt 


(« 


,..-d.--«.i/.+(iiyd(it). 
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Gesetzt,  die  Bahn  weiche  onr  wenig  von  der  horizontalen  Achse 

/dY\^ 
A  X  ab,  so  dass  man  s  mit  x  verwechseln  und  (  -r-=^  j    gegen  die  Ein- 
heit   vernachlässigen    kann.      Unter    dieser    Voraassetzang   gehen    die 
Formeln  (3)  and  (5)  aber  in 

(6)  dt  =  — e'^^dx. 

u 

(7)  ge»'»»dx=-  u2d(^\ 

Das  Integral  von  (6)  ist 

t  =  ~^— e°^»+C. 
mn 

Um  die  Konstante  zn  bestimmen,  setze  man  x  =  0,  so  wird  anch 
t  =  0.     Dies  gibt 

0  =  -^—  +  C. 
mu 

Zieht  man  diese  Gleichnng  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  man 

m  a 


Die  Integration  der  Formel  (7)  liefert 


g  q9  mx 

2m 


Znr  Bestimmung    der   Konstanten  C  hat    man  die   gleichzeitigen 

dy 
Werte  x  =  0,  -z^-  =  tang  a.     Hierfür  wird  die  Gleichnng 

dx 

-^ u«taDg«  +  C. 

22  m 

dy 
Folglich  durch  Subtraktion  und  Auflösung  in  Hinsicht  -=  - 

(^)  iv  =  tan««  +    9jf„2    (1  -  e'"'^)- 

dx  2mu^ 

Multipliziert  man  mit  dx  und  integriert,  so  kommt 

y  =  xtg«+  ^  ^  a  r^-4^VC' 

2mu^\  2m/ 

Für  X  =  0  wird  auch  y  =  0,  so  dass  diese  Gleichung  wird 

4m^u^ 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

80* 
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Die  GleichoDg  (10)  bestimmt  die  Bahn  und  (8)  die  Zeit. 

dy 
Fdr    den    höchsten  Pankt   der   Bahn   ist  -H^  =  0.    Hierfür  folgt 

dx 

ans  (9),  wenn  x  mit  x'  vertaascht  wird 

^    ,     2ma*    ^ 
es«»  =  H tga, 

g 
oder  indem  man  die  Logarithmen  nimmt 


■-^'•«('+^'««> 


X 

:ßm      -\  g 

Dieser    Wert  von  x'   ist  die  Abscisse  AD   des  höchsten   Punktes   E. 

Setzt  man  in  (10)  y  =^  0,  so  wird  x  zar  Abscisse  derjenigen 
Punkte  A  and  F,  in  welchen  die  Bahn  die  Abscissenachse  schneidet. 
Man  bezeichne  diesen  Wert  von  x  mit  x'^  so  erh&lt  man 

Diese  Gleichung  liefert  zwei  Werte  von  x'^  Der  eine  x^'  =  0 
entspricht  dem  Anfangspunkt  A,   der  andere  gibt  die  Warfweite  AF. 

Kennt  man  in  einem  besondern  Fall  x^',  a  and  n,  so  kann  ver- 
mittelst (11)  der  Wert  von  m  berechnet  werden.  Ebenso  könnte  m 
aas  (8)  ermittelt  werden,  wenn  man  entsprechende  Werte  von  x  and  t 
durch  Beobachtung  finden  wurde. 

Weicht  die  Bahn  von  der  Horizontalachse  so  wesentlich  ab,  dass  s 

/dy\2 
nicht  mit  x  verwechselt  und  (  -~-  j    nicht  gegen  1  vernachlässigt  wer- 
den kann,  so    werden  die  Differentialformeln    der  Bewegung   sehr  zu- 
sammengesetzt. 

dy 
Man  setze  -H^  =  p  in  (5),  so  erh&lt  man 

dx       ^ 

(12)  __8^^d8  =  dpy"i4v. 

Das  Integral  hiervon  ist  nach  §  76  und  82,  Formel  (9) 

worin  b  die  Konstante  der  Integration  bezeichnen  soll.     Um  sie  zu  be- 

dy 
stimmen,  setze  man  s  =  0,  so  wird  p  =  -r^  =  tg  a.     Folglich  ist 

b  -  -J^^  =  Ytg«Kl  +  tg2«  +  ylog  (tg  a+  V  1  +  tg««). 

Diese    Gleichung    bestimmt    den    Wert   von   b.     Der   Einfachheit 
wegen  wollen  wir  jedoch   für  diesen  Wert  das  Zeichen  b  beibehalten. 
Nun  ist 

ds  =  dxi/i + (y^y  =  dxKr+y^. 
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Seist  man  diesen  Wert  von  ds  in  (12),  so  folgt 

—  ge^"*dx  =  u^dp. 
Eliminiert    man    hieraas    nnd  aus    (13)  die  Grösse  e^™%  so  kommt 

dp 


(14)     mdx  = 


p  Kl  +  p'  +  log  (p  +  VThFp^)  -2b' 


dy 
Multipliziert  man  hier  mit  -7-=^  =  p,  so  wird 

(15)     mdy=  P^P 


p  Kl  +  p*  +  log  (p + Kl  +  p')  -  2  b ' 

Aas  (4)  folgt 

gdt*  =  —  dxdp. 

Setzt  man  bierin  den  Wert  von  dx  aas  (14)  and  zieht  die 
Qaadratwarzel  aas,  so  erhält  man 

(16)    Ki^.dt« : "^^ ,. 

[2b  -  pKi  +  p'  -iog(p+ Kr+^]» 

Hier  ist  deswegen  das  negative  Zeichen  der  Qaadratwarzel  beibe- 
halten, weil  fär  die  aufsteigende  Bewegung  p  ab-  und  t  zunimmt,  also 
dp  und  dt  ungleiche  Zeichen  haben  müssen. 

Da  femer 


2  ^  /^-llV  =  <^x»  +  dy' 
Vdty  dt« 


so  erhält  man  den  Wert  von  v«,  wenn  man  hierin  die  Werte  von  dx, 
dy  und  dt  aus  (14),  (15)  und  (16)  einfährt.     Es  wird 

(17)      ^2  =  ^ ^  +  P' 

m     2  b  -  p  y  1  +  p«  -  log  (p  +  V  1  +  pO  * 

Die  Formein  (14),  (15)  und  (16)  können  nur  durch  Annäherungs- 
methoden integriert  werden.  Eine  dieser  Methoden  besteht  in  der 
Reihenentwickelnng.  Sie  ist  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  der 
Konvergenz  der  Reihen  zulässig. 

Eine  andere  Methode  besteht  darin,  dass  man  diese  Differential- 
gleichungen nach  §  367  konstruiert.  Man  betrachtet  für  alle  drei 
Kurven  p  als  Abscisse,  so  wird  x  die  Ordinate  der  Kurve  (14),  y  die- 
jenige von  (15)  und  t  die  von  (16).  Alle  drei  Kurven  gehen  durch 
den  Punkt  x  =  0,  y  =  0,  t  =  0,  p  =  tga.  Sind  nun  für  aufeinander 
folgende  Werte  von  p  =?=  tg  a  bis  p  ==  0  die  entsprechenden  Werte  von 
X, y, t  gefunden,  so  erhält  man  den  aufsteigenden  Ast  der  Kurve  und 
die  Zeit  zur  Erreichung  irgend  eines  Punktes  dieser  Kurve.  Sodann 
bestimmt  man  für  Werte  von  p,  welche  von  0  aus  abnehmen,  d.  h. 
negativ  werden,  den  absteigenden  Ast,  etc. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Kurve,  deren  Aeste  nicht  mehr 
symmetrisch  sind   zur   Vertikalen   ED  (Fig.  145),   welche  durch  den 
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hficfasteD  Paokt  geht.  Die  Wnrrweite  ist  nicht  mehr  so  gross  wie  för 
die  Bewegnng  im  leeren  R&nm,  ihr  Hsiimam  tritt  anch  nicht  mehr 
fär  einen  Winkel  a  von  45",  sondern  fSr  einen  kleinern  ein.  Der  ab- 
steigende Ast  neigt  sich  rascher  gegen  die  Absei scenachse  als  der  anf- 
steigeode.     Man  denke  sich  die  absteigende  Bewegung  bis  ins  Cnendlicbe 


mJtglich,  so  wird  das  Verhältnis  - 


p   immer  grOsser   and   zuletzt 
Vertauscht 


uoendlieh  gross.     Ffir  diese  Bew^ung  ist  aber  p  negativ, 
man  deshalb  —  p  mit  +  p  in  (14),  so  kommt 

idp 


/l  +  p«  +  log{-p+  Vl  +  p')-2b' 

Nun    ist    aber    log  1  =  0 ;    also    auch 
logCl  +  p"  — p>)  =  0;  allein 

!  +  ?>-?"  =  (Kr+?-p}(VTTP+p)- 

Folglich 

log (Kl  +  p*  -  p)  +  log  (Vl  +  p*  +  p)  =  0. 

Hiernach  wird  (18)  zu 


■       *  p  V  1  +  p'  +  lof  {K  1  +  P'  +  p)  +  2  b  ■ 

Denkt  man  sich  hierin  p  so  gross,  dass  pV  *  +  p'  mit  p^  ver- 
tauscht und  log  (V  1  +  p"  +  p)  +  2  b  gegen  p'  vernachlässigt  werden 
kann,  so  wird 

mdx  =  -^. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

(19)  ms  =  -  — +C. 

P 

Es  erfolge  die  Bewegung  in  dem  sehr  steilen  Earventeile  GH. 
Hierbei  gehe  die  Abscisse  A  G'  =  x'  fiber  in  A  H'  =  x  und  es  verwandele 
sich  p'  in  p,  so  sind  x'  und  p'  entsprechende  Vferte  des  Punktes  G. 
Man  erhält  für  denselben  aus  (19) 

m  x'  =  -  -V  +  C. 
P 

Also  dnrch  Sabtraktion  nnd  Division  mit  m 


Da  p  ins  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  die  GrOsse 

x  =  x'  +  ^ 


m  \  p         p  y 
ihert  sich  die  i 

-(^--) 

m  V  p'        p  / 
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mehr  and  mehr  der  koDstanten  Grenze 

X  =  X    + 


m  p' 

Also  nähert  sich  auch  der  absteigende  Ast  mehr  und  mehr  einer 
vertikalen  Geraden,  welche  diesen  endlichen  Abstand  von  der  Ordinaten- 
achse  hat.  Diese  vertikale  Gerade  ist  mithin  eine  Asymptote  dieses 
Astes. 

Nimmt  man  auch  in  (17)  die  Grösse  p  negativ  und  so  gross,  dass 
der  Nenner  des  zweiten  Bruches  rechts  mit  p^  vertauscht  werden  kann, 
so  erhält  man 


-V- 


_g_ 
m 


Somit  ist  1/  -^—  die   Grenze,    welcher   sich   die  Geschwindigkeit  des 

Körpers  bei   der  absteigenden  Bewegung   mehr  und  mehr   nähert.     An 
dieser  Grenze  ist  der  Luftwiderstand  gleich  der  Schwerkraft. 

4M.  WärneleitnDg  in  einen  prisnatischeD  Stabe.  Einem  dännen 
prismatischen  Stabe  werde  am  einen  Ende  Wärme  mitgeteilt.  Diese 
Wärme  pflanzt  sich  im  Stabe  fort  und  vermindert  sich  durch  Verluste 
an  die  umgebende  Luft.  Man  soll  das  Gesetz  der  Temperaturabnahme 
von  einem  Ende  des  Stabes  nach  dem  andern  hin  bestimmen. 

Das  Ende  A  des  Stabes  (Fig.  146)  nehme  von  irgend  einer  Wärme- 
quelle her  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wärmemengen  auf,  so  dass  sich 
die  Wärme  über  den  Querschnitt  in  A  gleichförmig  verteile;  ferner 
werde  die  Temperatur  der  umgebenden  Luft,  etwa  durch  Hinzuströmen 
neuer  Luft,  konstant  auf  Null  erhalten.  Nach  einer  gewissen  Zeit  muss 
in  der  Bewegung  der  Wärme  durch  den  Stab  der  Beharrungszustand 
eintreten,  so  dass  die  Temperatur  in  einem  und  demselben  Querschnitt 
des  Stabes  konstant  bleibt.     Es  seien 

q  der  Querschnitt  des  Stabes,  Fig.  146. 

u  der  Umfang  dieses  Querschnittes, 

T,  t  die  Temperaturen  in  A  und  m  und 

X  =  A  m    der    veränderliche    Abstand    eines    Quer- 
schnittes durch  den  Stab  von  der  Wärmequelle  aus. 

Die  Temperatur  t  ist  eine  Funktion  von  x.  Nimmt  x  um  d  x  = 
m  n  zu,  so  vermindert  sich  t  vermöge  der  Abkühlung  um  d  t.  Zwischen 
den  Querschnitten  in  m  und  n  liegt  ein  Prisma  von  der  Länge  d  x.  Wegen 
dieser  geringen  Länge  kann  angenommen  werden,  es  bewege  sich  die 
Wärme  gleichförmig  längs  des  Weges  d  x.  In  diesem  Falle  ist  aber  die 
durch  den  Querschnitt  in  m  per  Zeiteinheit  gehende  Wärmemenge  pro- 
portional dem  Querschnitt  q,  der  Differenz  d  t  der  Temperaturen  in  m 
und  n  und  verkehrt  proportional  der  Länge  dx  des  Prismas.  Be- 
zeichnet k  eine  von  der  Natur  des  Stabes  abhängige  Konstante,  so  ist 
also  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  in  m  gehende  Wärme- 
menge 

(1)  M^. 
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Lässt  man  hierin  x  in  x-h^x,  also  t  in  t — dt  äbergeheo,  so 
erhilt  man,  da  dx  konstant  angenommen  wird 

,      d(t-dt)        ,     /dt        dn\ 

als  Aasdruck  fär  die  W&t^memenge,  welche  durch  den  Querschnitt  in  n 
gleichseitig  geht.     Die  Differenz 

dieser  Wftrmemengen  ist  offenbar  gleich  derjenigen  Wärme,  welche  die 
Oberfläche  des  Prismas  mn  darch  die  Abkdhlnng  in  gleicher  Zeit 
verliert. 

Nnn  ist  aber  dieser  Wärmeverlast  proportional  der  sich  abkdblen- 
den|Oberfläche  adx  and  der  Temperatur  t  des  Prismas.  Wenn  also 
h  den  Wärmeverlost  bezeichnet,  welchen  ein  Prisma  von  derselben 
Sabstanz,  von  der  Oberfläche  1,  bei  der  Temperatur  von  1  Grad,  in 
der  Zeiteinheit  erleidet,  so  ist  der  Wärmeverlast  des  Prismas  mn  in 
derselben  Zeit  =  h  u  t  d  x.     Mithin  erhält  man  folgende  Gleichung 

qk  -     -  =  hu tdx, 
dx 


(3)  "^="^t. 


dn  ^  uh_ 
dx*        qk 

Würde  man  die  Wärme  als  eine  Flüssigkeit  betrachten,   so  wäre 

im  Ausdruck  (1)  die  Grösse  k-= —  die  Geschwindigkeit   und   im  Ans- 

d^t 
druck  (3)  die  Grösse  k-r— ^    die  Beschleunigung  der  Wärmebewegung 

VI     ^m 

im  Stabe.  Diese  Beschleunigung  wäre  daher  der  Temperatur  t  propor- 
tional. Wenn  auf  eine  und  dieselbe  frei  schwebende  Masse  Kräfte 
einwirken,  so  verhalten  sich  diese  Kräfte  wie  die  Beschleunigungen, 
welche  sie  hervorbringen.  Bei  der  in  Frage  liegenden  Wärmebewegung 
vertritt  also  die  Temperatur  die  Stelle  der  Kraft. 

Multipliziert  man  Gleichung  (3)  mit  dt,  so  kommt 

fA\  dtdn     uh  ^.^ 

(4)  — T—9 —  =  — r-  •  t  d  t. 

^  dx*  qk 

Man  setze  zur  Abkürzung 

uh  « 

— — -  =  m^ 
qk 

und  beachte,  dass  d  td*t  =  ^  d(dt)*,  so  ergibt  sich  durch  Integra- 
tion von  (4) 


(|i)-..n.+  ., 


indem  man  mit  b   die  Konstante  der  Integration    bezeichnet.     Hieraus 
folgt 
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(5)  dx  =  -^j^=4L=z^. 

Von  den  beiden  Vorzeichen,  mit  welchen  hier  die  Quadratwurzel 
behaftet  ist,  mass  nar  das  negative  genommen  werden,  weil  t  abnimmt, 
wenn  x  wächst.     Das  Integral  von  (5)   ist   nach  Formel  (3)  des  §  80 

X  =  -  —log  [mt  +  Vb+mn*!  +  c. 
m 

um  die  Eonstante  c  zn  bestimmen,  setze  man  x  =  0.  Dadurch 
wird  t  zu  T.     Für  diese  Werte  erhält  man  also 

0  =  -  —log  [mT+  Kb  +  m^l  +  c. 
m 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

1  ,      mT  +  Kb  +  m^T^ 
X  =  —  log 


m  m  t  +  Kb  +  m^  t*  * 


Man  multipliziere  mit  m  und  gehe  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen 
aber,  so  wird 

mT  +  Kb  +  m^Ta 


e°**  = 


mt  +  Kb  +  mn^  * 

Der  Zähler  rechts  ist  eine  konstante  Grösse.  Bezeichnet  man  sie 
mit  a,  so  erhält  man  hieraus 

yV+m^=  —  mt  +  ae-°^\ 

Wird  diese  Gleichung  quadriert,  so  heben  sich  die  Glieder  mit  t^  auf 
und  es  wird 

b=  --2mate-"*»  +  a2e-2m». 

Dividiert  man  mit  dem  Faktor  von  t  und  bezeichnet  mit  A  und  B 
die  konstanten  Faktoren  der  vorkommenden  Exponentialgrössen,  so  er- 
hält man 

(6)  t  =  Ae-""*  +  Be°»\ 

Um  die  Werte  der  Eonstanten  A  und  B  zu  ermitteln,  setze  man 
zunächst  x  =  oo .  Dadurch  muss  die  Temperatur  t  unendlich  klein 
werden.  Der  erste  Teil  rechts  in  (6)  wird  hierbei  in  der  That  unend- 
lich klein,  während  der  zweite  unendlich  gross  ausfällt.  Folglich  muss 
B  =  0  sein.     Hiernach  folgt  aus  (6) 


t  =  Ae- 


m  X 


Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  muss  t  in  T  übergehen ;  folglich  ist 
A  =  T.  Somit  wird  die  Temperatur  t  in  der  Entfernung  x  von  der 
Wärmequelle  sein 

(7)  t  =  Te- 


m  X 
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GeseUt  man  beobachte  in  den  Abständen  x''  und  x^'  von  der 
Wärmequelle  die  Temperataren  t'  and  i"  im  Stabe,  so  ist  nach  (7), 
indem  man  den  Wert  von  m  wieder  einfahrt 


t'  =  Te 


Kqk;     t"  =  Te        v<\^. 


Man  dividiere   diese  zwei  Gleichangen  durch  einander   und  nehme  die 
Logarithmen,  so  erhält  man  nach  einer  einfachen  Reduktion 


I /Y"^  jogY-Jog^ I /_q 
K    k  x''  -  x'        y    Vi' 


Durch  diese  Relation   kann  das  Verhältnis  —  zwischen    dem   Ab- 

k 

kühlangs-  und  Leitungsvermögen  der  Substanz  ermittelt  werden. 

Es  seien  t,  t',  t" . .  die  Temperaturen  in  Querschnitten,  welche  die 

Abstände  x,  x  +  a,  x  +  2  a, . .  von  A  aus  haben,  so  wird  nach  (7)  sein 

t  =  Te-°**;      t'  =  Te--"™(^+«) ;     t"  =  Te-°'(^  +  2«) .... 
Hieraus  folgt 

—         —,        —  ...  —  e       "T  <5 


t'  t" 

Nimmt  man  daher  im  Stab  Querschnitte  an,  welche  in  gleichen 
Abständen  aufeinander  folgen,  so  bieten  je  drei  benachbarte  die  Eigen- 
tämlichkeit,  dass  die  Summe  aus  den  Temperaturen  der  äussern  Quer- 
schnitte dividiert  durch  die  Temperatur  des  innern  Querschnittes  einen 
Wert  liefert,   welcher  der  ganzen  Länge  des  Stabes  nach  konstant  ist. 


XIL  Aufsahen  über  schwingende  Bewegungen. 

4il.  LaageaschwiBgangea  eines  elastischen  Stabes.  Ein  prismati- 
scher Stab  AB  (Fig.  147)  sei  in  vertikaler  Lage  am  obern  Ende  be- 
festigt. Am  untern  Ende  B  werde  ein  solches  Gewicht  P  angehängt, 
dass  der  Stab  eine  kleine  Ausdehnung  BC  annimmt.  In  dieser  Stel- 
lung sind  der  Widerstand  des  Stabes  und  das  Gewicht  mit  einander 
im  Gleichgewicht.  Wird  ein  zweites  Gewicht  angehängt,  so  dehnt  sich 
der  Stab  um  eine  weitere  Grösse  CE  aus.  !Nimmt  man 
Fig.  147.  (iiegeg  gleite  Gewicht  ab,  so  zieht  sich  der  Stab  vermöge 
seiner  Elastizität  zusammen.  Diese  Elastizität  wirkt  be- 
schleunigend auf  das  untere  Ende  des  Stabes,  bis  dasselbe 
zur  Stelle  C  zurückgekehrt  ist.  In  C  hat  also  das  untere 
Ende  seine  grösste  Geschwindigkeit;  folglich  wird  es  von 
hier  ans  die  Bewegung  aufwärts  um  eine  gewisse  Grösse  C  E' 
fortsetzen.  Wenn  der  Modul  der  Elastizität  für  Ausdehnung 
und  Kompression  derselbe  und  die  Elastizität  für  die  eintre- 
tenden Längenänderungen  eine  vollkommene  ist,  so  wird  die 
Verkürzung  C  E'  =  C  E.     Auf  die   Verkürzung  folgt  wieder 
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die  Ansdehnang,  etc.,  so  dass  das  untere  Ende  auf-  und  abgehende 
Schwingungen  macht,  welche  in  gleichen  Zeiten  vollendet  werden. 
Man  soll  die  Schwingnngszeit  bestimmen.     Es  bezeichne 

L, q  die  primitive  Länge  AB  und  den  Querschnitt  des  Stabes, 

a  =  B  G  die  durch  das  Gewicht  P  bewirkte  Ausdehnung, 

b  =  C  E  die  durch  ein  zweites  Gewicht  hervorgebrachte  Ausdehnung, 

E  den  Modul  der  Elastizität  des  Stabes  und 

g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  der  Körper. 

Es  sei  X  =  C  D  eine  variable  Ausdehnung ,  welche  in  der  Zeit  t 
von  der  Gleichgewichtslage  G  aus  erreicht  wird,  so  ist  nach  dem  in 
§  204  ausgesprochenen  Gesetze  die  Kraft  P,  welche  die  Ausdehnung  a 
bewirkt 

(1)  P  =  E^q. 

Folglich  die  Kraft,  welche  dem  Stab  eine  Ausdehnung  «=  a  +  x  bei- 
bringt, gleich 

(2)  E  -^-±^  q. 

Diese  Kraft  kann  auch  als  Widerstand  des  Stabes  angesehen  werden, 
den    er    der    Ausdehnung    entgegensetzt.      Folglich   ist    die   Differenz 

(3)  E  ^^^   -P  =  E^q 

der  Widerstand,  welchen  der  Stab  der  Bewegung  des  Gewichtes  P  ab- 
wärts entgegensetzt. 

Die  Beschleunigung,  mit  welcher  diese  Bewegung  in  D  erfolgt, 
sei  g^  Statt  dass  also  das  Gewicht  P  frei  herabfällt  und  die  Beschleu- 
nigung g  annimmt,  bewegt  es  sich  mit  einer  Beschleunigung  g^  Die 
diesen  Bewegungen  entsprechenden  Beschleunigungen  verhalten  sich  wie 
die  Kräfte,  so  dass  man  hat 

g':g  =  E-|-q:E-j-q, 


d^x 
Da  aber  der  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  auch       ^   ist,    so   hat 

man  ohne  Rücksicht  auf  das  Gewicht  des  Stabes 

Hier  ist  das  negative  Zeichen  genommen,    weil   einer    verzögerten   Be- 
wegung eine  negative  Beschleunigung  entspricht. 

Man   multipliziere  mit   2dx   und   integriere,    indem    man   dt  als 
konstant  betrachtet,  so  erhält  man 

2  x2 


m ' « 


«7 
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Die  Grosse  -r—  bezeichnet  die  Geschwindigkeit  des  Stabes  in  D. 
d  t 

dx 
Fär  X  s  C  E  =:  b,  d.  h.  ffir  den  tiefsten  Pankt,  wird  -3—  =  0.    Dies  gibt 

dt 

b« 

0  =  C-g . 

a 

Folglich  darch  Sabtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen 
woraus  folgt  _ 

-vi  " 


Vh*~ 


Diese  Quadratwurzel  erh&lt  das   positive  Zeichen,  weil  x  und  t  beim 
Sinken  von  D  gleichzeitig  zunehmen.     Die  Integration  gibt 


-Vi 


t  =  1/  —Aresin  — . 


Die  Konstante   der    Integration  ist  weggelassen,   weil  für  x  =  0 
auch  t  =  0  wird. 

Für  X  =  b  wird  t  zur  halben    Dauer  T  einer  Schwingung.      Die 
Schwingungszeit  ist  mithin 


(5) 


-VI- 


Diese  Zeit  stimmt  überein  mit  der  Schwingungszeit  eines  ein- 
fachen Pendels,  dessen  Länge  =a  ist.  Da  nun  aber  a  immer  sehr 
klein  ist,  so  fallen  diese  Schwingungen  sehr  rasch  aus.  Fuhrt  man 
den  Wert  von  a  aus  (1)  in  (5),  so  erhält  man 


="1/, 


PL 
gEq' 


492.  QMersckwingmgeM  eiies  elastischen  Stabes.  Ein  prismati- 
scher Stab  AB  (Fig.  148)  sei  in  horizontaler  Lage  am  einen  Ende  A 
befestigt,  am  andern  hänge  ein  Gewicht  P,  so  dass  dadurch  der  Auf- 
hängepunkt B  eine  kleine  Senkung  B  G  =  a  annehme.  Wird  noch  ein 
zweites  Gewicht  angehängt,  so  nehme  seine  Senkung  um  den  kleinen 
Wert  C  E  =  b  zu.  Wird  dieses  zweite  Gewicht  abgenommen,  so  geht 
der  Aufhängepunkt,  vermöge  der  Elastizität  des  Materials,  in  die  Höhe 
und  macht  von  da  an  um  die  Gleichgewichtslage  C  herum  Schwingungen 

von    gleicher    Schwingungsdauer    und    gleicher 
Flg.  148.  Ausweichung    von    C    aus,    unter    der    Voraus- 

setzung vollkommener  Elastizität. 

Die  Bewegung  beginne  vom  Punkte  0  aus 
abwärts.  Nach  der  Zeit  t  lege  der  Aufhänge- 
pnnkt  einen   Weg  C  D  =  x   zurück.     Es   sei  L 
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die  LäDge  des  Stabes  uud  H  das  BlaBtizitStsmoment  (§  367)  desselben, 
so  ist  Dach  §  388  die  Kraft,  «elcbe  die  Seakang  a  bewirkt 

(.)  p  =  ^.. 

Bomit  auch  die  Kraft,  welche  eioer  Seokung  BD  =  a  +  x  entspricht, 
gleich 

-Li-(a  +  x). 

Der  Unterschied  dieser  Kräfte  (1)  nnd  (2)  ist  der  Widerstand, 
welchen  der  Stab  der  weitem  Benegang  abwSrts  entgegensetzt.  Be- 
zeichnen daher  g'  nnd  g  die  Beschleuni gongen  des  Gewichtes  P,  hervor- 
gernfen  am  Stab  und  beim  freien  Fall,    so  erh&tt  man  ohne  Rücksicht 

anf  das  Gewicht  des  Stabes  g' :  g  =     .  ,    x :  P ;  daher  vermöge  (1) 

(3)  S'-f.. 

Hiernach  erhült  man,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  als  Differential- 
formel  der  Bewegung,  indem  man  wegen  der  verzögerten  Bewegung  g' 
mit  negativem  Zeichen  einführt 

(.)  ^  =  -|. 

somit  auch  als  Wert  T  einer  Schwingnogszeit 
T  = 

4tS.  ScbwIigiigeN  eiaes  TcnUispeadeli.  Bin  elastischer  Cylin- 
der  AB  (Fig.  149)  vom  Halbmesser  r  nnd  der  Länge  L  befinde  sich 
in  vertikaler  Lage.  Sein  oberes  Ende  A  sei  befestigt.  Darch  das 
untere  Ende  B  gebe  eine  horizontale  gerade  Stange  mit  gleichen  Armen 
B  D,  B  D' ,  welche  gleiche  Gewichte  tragen.  Ist  der  Cylinder  nicht 
verdreht,  so  besteht  Gleichgewicht.  Diese  Gleichgewichtslage  sei  in  B  C. 
Dreht  man  den  Arm  B  C  io  einer  horizontalen  Ebene  am  einen  Winkel 
EBC  =  a  nnd  lüsst  sodann  den  Arm  los,  so  macht  er  Schwingungen 
nm  die  Gleichgewichtslage.     Es  sei  die  Schwingangsdaeer  za  bestimmen. 

Indem  der  Arm  B  C  nach  B  B  gelangt,  wird  der  Cylinder  verdreht 
ood  es  ist  das  statische  Moment  der  Kraft,  welche  die  p^aeern  des 
Cylinders  verdreht,  nach  §  210  Formel  (10! 

("  ^". 

wobei  E  den  Modal  der  Elastizität  des  Materials 
bezeichnet.  Man  überlasse  nan  das  Pendel  in  der 
Lage  B  E  sich  selbst.  Nimmt  alsdann  der  Dreh- 
winkel a  während  der  Zeit  t  nm  a  —  ^  ab,  wo- 
bei V  den  veränderlichen  Winkel  DBG  bezeich- 
net, so  ist  jenes  Torsions moment  (1)  nnr  noch 
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Mit  diesem  statischen  Moment  werden  die  Gewichte  in  D,  D' 
gegen  die  Gleichgewichtslage  getrieben.  Die  treibende  Kraft  hört  erst 
auf  fdr  9^  =  0,  d.  h.  erst  in  der  Gleichgewichtslage;  also  wird  die 
Bewegung  bis  dahin  beschleunigt;  jenseits  der  Gleichgewichtslage  wird 
sie  verzögert.  Es  entsteht  eine  schwingende  Bewegung  mit  konstanter 
Schwingnngszeit  und  konstanter  Schwingungsweite  bei  vollkommener 
Elastizität  des  Cylinders. 

Man  denke  sich  sämmtliche  schwingende  Massen,  unter  Anwen- 
dung der  Lehre  vom  Trägheitsmoment  (§  186)  in  ihren  Mittelpunkt 
der  Trägheit  vereinigt,  d.  h.  in  einen  Punkt,  in  welchem  sie  den  glei- 
chen Einfluss  auf  die  Drehung  ausüben,  wie  die  vereinzelten  Massen 
(der  Arme  und  Gewichte)  in  ihren  jetzigen  Lagen.  Der  Abstand  die- 
ses Mittelpunktes  der  Trägheit  von  der  Drehachse  sei  ==  a  und  das 
Gewicht  der  in  diesem  Punkte  vereinigten  Massen  =  P.  Denkt  man 
sich  das  statische  Moment  (2)  am  Hebelsarm  a,  in  der  Richtung  der 
Bewegung ,  wirkend ,  so  ist  die  diesem  Momente  entsprechende  Kraft 
gleich 

TT  E  r* 
5aL  *• 

Das  Gewicht  P  drehe  sich  in  D  mit  der  Beschleunigung  g^  Be- 
zeichnet daher  g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall,  so  müssen  sich 
die  Kräfte,  welche  auf  eine  und  dieselbe  Masse  wirken,  wie  ihre  Be- 
schleunigungen verhalten,  so  dass  man  hat 

,  TrEr*       _        ,       gTrEr*^ 

Ist  X  =  Bogen  C  D  =  a  9>,  so  wird  der  Ausdruck  für  die  Beschleu- 

d*x  d^y 

nigung  auch     -  ^  =  a    ,  ^^  .     Daher   erhält  man    in    gleicher   Weise 

d  t^  dt 

wie  in  den  beiden  letzten  Aufgaben 

*   dt«  P     5aL  ^' 

Bezeichnet  man  den  konstanten  Faktor  von  9>  rechts  mit  u,  so 
erhält  man 

d^y  u 


dt«  a 


y. 


Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  den  Formeln  (4)  der 
beiden  letzten  Aufgaben  überein.  Man  erhält  deshalb  für  die  Schwin- 
gungszeit den  Wert 
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4M.  SchwiBgangeB  eiBes  elastischeB  Mittels.  Dieses  Mittel  (Luft, 
Aether),  habe  überall  gleiche  Dichte.  Eines  seiner  Teilchen  werde 
darch  eine  momentane  äussere  Einwirkung  in  einer  gewissen  Rich- 
tung AB  (Fig.  150)  verschoben.  Dadurch  wird  das  Mittel  in  der 
Richtung  der  Bewegung  verdichtet.  Die  dadurch  vergrösserte  Expansiv- 
kraft des  Mittels  erschöpft  die  Bewegung  des  Teilchens  und  treibt  es 
wieder  in  die  Anfangslage  A  zuräck.  Bei  dieser  räckgängigen  Be- 
wegung wirkt  die  Expansivkraft  des  Mittels  beschleu- 
Digend  bis  zum  Punkte  A.  Also  nimmt  die  Geschwin-  Fig.  150. 
digkeit  bis  zu  dieser  Stelle  zu  und  es  muss  das  Teil- 
chen über  A  hinaus  in  der  Richtung  nach  C  hin  sich 
bewegen.  Auf  dieser  Seite  tritt  die  gleiche  Erschei- 
nang  ein  wie  auf  Seite  von  B.  Also  schwingt  das 
Teilchen  um  die  Gleichgewichtslage  A  hin   und   her. 

Nach  der  Zeit  t  habe  das  Teilchen  den  Weg  AD  =  x  von  der 
Gleichgewichtslage  aus  durchlaufen.  Der  Widerstand  des  Mittels  ist 
eine  Funktion  von  x,  welche  für  x  =  0  verschwinden  muss.  Würde 
man  also  diese  Funktion  in  eine  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von  x 
auflösen,  so  durfte  kein  Glied  ohne  x  vorkommen.  Diese  Reihe  mässte 
also  die  Form  haben 

Ax  +  Bx«  +  Cx»  +  ... 

Da  nun  aber  die  grössten  Werte  von  x  als  sehr  klein  voraus- 
gesetzt werden,  so  kann  man  annehmen,  es  verschwinden  die  Glieder 
mit  der  zweiten  und  den  höheren  Potenzen  von  x  gegen  das  erste 
Glied.  Der  Widerstand  des  Mittels  kann  deshalb  =  Ax  und  die  ihm 
proportionale  Beschleunigung  =  kx  gesetzt  werden.  Allein  diese  Be- 
schleunigung, als  einer  verzögerten  Bewegung  entsprechend,  ist  negativ. 
Deshalb  wird  die  Differentialformel  der  Bewegung 

d^x 
dt' 

Man  multipliziere  mit  2  d  x  und  integriere,  so  kommt 

2 

kx«. 


(1)  4Tf=-kx. 


(lf)=o 


Nun  sei  die  grösste  Ausweichung  A  B  =  a,  so  wird  die  Geschwindigkeit 

dx 

— —  =  0  für  X  =  a;  dies  gibt 
dt 

0  =  C-ka2 
und  durch  Subtraktion 

(2)  1^  =  "^  (»'  -  ^")- 

Hieraas  folgt 

dx 


Kkdt  = 


y 


a^  —  X' 


wobei   der  Quadratwurzel   das  positive  Zeichen   gegeben  wird,   weil  x 
und  t  gleichzeitig  wachsen.     Man  integriere,  so  kommt 
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t  l^k  =  Are  sin  — • 

a 

Die  lDtegratioD8koD8taDte  ist  weggelassen,  weil  ffir  x  =  0  aacb  t  =  0 
wird.     Geht  man  yom  Bogen  znm  Sinns  über,  so  wird 

(3)  X  =  a  sin  t  Vk. 

Wird  diese  Formel  differentiiert  nnd  die  Geschwindigkeit  —z —    mit 

d  t 

V  beieiehnet,  so  erh&lt  man 

(4)  v  =  aKkco8tKk. 

Ilan  könnte  auch  diesen  Wert  von  v  erhalten,  wenn  man  den 
Wert  von  x  ans  (3)  in  (2)  einführt. 

Nnn  sei  T  die  Zeit,  welche  das  Teilchen  zn  einer  Hin-  nnd  Her- 
bewegnng  braucht,  so  wird  es  überhaupt  am  Anfang  und  finde  der 
Zeitdauer  T  die  nftmliche  Stelle  der  Bahn  in  der  gleichen  Richtung 
passieren.     Diese  Zeit  wollen  wir  hier  Schwingnngszeit  nennen. 

Die  Sinus  und  Cosinus  von  Bogen,  welche  um  ein  Vielfaches  von 
2  TT  von  einander  abweichen,  sind  einiftider  gleich  mit  gleichen  Zeichen. 
Bezeichnet  daher  n  irgend  eine  ganze  Zahl  und  schreibt  man 

SO  erh&lt  man  aus  (3)  und  (4) 

(5)  X  =  a sin (  "'IT  -f  t 


■(W+')'^' 


(6)  v  =  B.Vkcos{^  +  t\Vk. 

Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  n  =  1, 2, 3, . . ,  so  wird  die  Zeit  t 

2n 

je  um    ^. vergrössert;  dabei  erhalten  x  und  v  ffir  alle  diese  Sub- 

stitutionen   gleichen  Wert.     Folglich  ist    . die  konstante   Schwin- 

gangszeit,  so  dass  man  hat 

'""  Kk- 

Fuhrt   man   den  Wert  von  V^k  aus  dieser  Formel  in  (5)  und  (6), 
so  kommt 

(7)  X  =  a  sm  — ?jr-. 

,^.  2  a  TT  2  TT  t 

(8)  V  =  — - —  cos  — = — . 


Für  t  =  0,T, 2T,..  wird  x  =  0  und  v  eio  Maximaiu.  Bezeichnet 
man  dieseD  gr&ssten  Wert,  welchen  daa  bewegliche  Teilchen  in  der 
Gleichgewichtslage  besitzt,  mit  V,  so  erbftlt  man  aas  (8) 


Die  Sinns  nad  Cosinns  von  Bogen,  welche  nm  n  von  einander 
abweichen ,  haben  gleiche  Werte  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen. 
LftsBt  man  daher  in  (7)  nnd  (8)  die  Zeit  t  nm  eine  halbe  Schwingnoga- 
daaer,  also  nm  */i  T,  zunehmen,  so  erh&lt  man 


=  a  sin  - 


V  =  aV~iico8( — = \-n\  —  —  aKkcos     _— . 

Somit  hat  das  schwingende  Teilchen  nach  jeder  halben  Schwingnngs- 
zeit  gleichen  Abstand  von  der  Gleichgew ichtalage  nnd  gleiche  Geschwin- 
digkeit, beides  jedoch  in  entgegengesetzter  Richtung. 

4K.  lertlMMHU  der  altdereK  liebtigkelt  der  Srde,  lach  CaTendiih. 

Es  sei  AB  (Fig.  151)  ein  sehr  dünner,  prismatischer  Körper  von  Hob, 
an  dessen  beiden  Enden  A  nnd  B  zwei  gleiche  Bleikugeln  angebracht 
sind.  In  der  Mitte  M  zwischen  diesen  Engeln  sei  der  Stab  an  einem 
dannen  Drahte  aufgehängt,  so  wird  der  Stab  eine  horizontale  Lage  an- 
nehmen. Dreht  man  denselben  in  einer  hori- 
zontalen Ebene  in  eine  andere  Lage  A'B'  nnd  Fig.  151. 
ISsst  ihn  los,  so  wird  er  vermöge  der  Blasti-  T 
zit&t  des  Anfhängedrahtes  zaräckkebren  nad 
nm  die  Gleichgewichtslage  AB  hin-  nnd  her- 
schwingen. 

Man  bringe  nun  in  der  Schwingangsebene,  I 
in   einer  Geraden   CMD,  in  gleichen  £ntfer- 

DDDgen  von  U,  zwei  gleiche  Engeln  von  dichtem  Stolle,  z.  B.  von  Blei, 
in  fester  Lage  an,  so  werden  die  Engeln  A,B  von  diesen  Engeln  an- 
gezogen and  vermöge  der  Elastizität  des  Drahtes  in  Schwingangen  ver- 
setzt. Diese  Anziehung  findet  statt  nach  dem  Oesetie  der  Gravitation, 
and  zwar  so,  als  wenn  die  Massen  der  Engeln  In  ihren  Mittelpnnkten 
vereinigt  wären.     Ea  seien 

a  =^  AM  die  Entfernung  der  beiden  Kugeln  A,  B  von  der  Drehachse, 
b=CM  die  Entfernang  der  Engeln  G,  D  von  dieser  Achse, 
a  der   Winkel  DMB,    welchen    die   Anfangslage  MB  mit  der   Gera- 
den MD  bildet, 
^  der  veränderliche  Winkel  AMA',  welchen  die  schwingende  Pendel- 
stange in  der  Zeit  t  von  der  Anfangslage  AM  aas  beschreibt, 
e  die  Beschleanigang ,  welche   die  Anziehang  der  Kugel  A  auf  eine 
Haaaeneinbeit  der  Engel  C  heryorbringt,   wenn  beide  Kugeln  den 
Abstand  1  zu  einander  bab6n, 
m  die  Masse  einer  der  Engeln  C,D, 


«o  werden  die  BescbleDoipingeD,  welche  die  Eogeli]  G,D  der  KngelA' 
beiiabriDgeo  vermSgea,  aein 


I  C  io  der  Ricbtoog  CA'  =  e 


CA" 


Kogel  D  in  der  Richtang  D  A' =  e -jt-^tj-. 

H&D  lerlege  diese  Bescblenui gangen  in  SeitenbescbleuDignogen, 
welche  senkrecht  nnd  parallel  sind  zur  Pendelstange  A'B'.  Die  letz- 
tem geben  f&r  die  Drebang  verloren,  nar  die  erstem  entsprechen  der 
Drehnng.     Diese  sind 

sinMA'C  BinMA'D 

"'■'       A-C       ■     "^       VD'      ■ 
Die  erst«re  dieser  Beschleunigangen  nimmt  mit  9>  zo,  die  letztere 
ab,  sie  haben   also   entgegengesetzte  Vorzeichen.      Die   wirkliche  Be- 
scblennignng,  welche  die  Kageln  G,  D  der  Kugel  A'  beibriDgen,  ist  daher 


(1) 


f  SinMA'C         sinM  A'D  N 
°V      A'C  A'D'      / 


Allün  die  Dreiecke  CMA'  and  DMA'  geben  die  Proportionen 

b :  A'  C  =  sio  M  A'  C :  sin  (a  —  9), 

b :  A'  D  =  sin  M  A'  D :  sin  («  —  9). 
Fährt  man  bterans  die  Werte   von   sinMA'C  and   sinMA'D  in 
(1),  so  kommt 

(2)  b.„.i.(a-»)[^-^]. 

Hierin   sind   noch  die  Abstände  A'  0  nnd   A'  D  durch  a,  b,  a,  f 
aoszndracken. .   Es  ist  fQr  die  schon  genannten  Dreiecke 

Fig.  151.  A'  C  =  a"  +  b»  -  2  a  b  cos  («  -  y), 

A'D'-=a''  +  b*-2abco3A'MD. 

Allein  cos A'MD  =  —  co3{a  —  y);  folg- 
Uch 

A' Da  =  a"  +  b"  +  2  a  b  cos  {«  —  y). 
Der  Seh wingangs Winkel  (p  wird  sehr  klein  aasfallen.     Dnter  dieser 
Voranssetznng  kann  man  daher  annehmen 

cosy  =  li     siny  =  V;     cos  (a  —  y)  =  cos  a  —  tfsma. 
Deshalb  wird  sein 

A'  C*  =  a"  +  b'  —  2  a  b  (cos  a  —  y  sin  «), 
A'  D'  =  a*  +  b'  +  2  a  b  (cos  a  —  y  sin  a). 
Setzt  man  zar  Vereinfachang 

(3)  p''  =  a'-|-b»-2abcos«;    q»  =  a' +  b»  +  2abcos«, 
HO  wird 
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A'C2  =  p2  +  2abysina, 

A'D2  =  q2-2aby8ina. 

Man  erhebe  diese  Ausdrücke  anf  die  Potenz  —  f  und  vernach- 
lässige die  Glieder  der  Reihen,  in  welchen  9>  die  erste  Potenz  über- 
schreitet, so  kommt 

1      __    1        3  ab  sin  a 


(4)  -T77T  =  -r» —i — 9- 


Zieht  man  (5)  von  (4)  ab,  nach  Vorschrift  von  Formel  (2),  multipliziert 
sodann  mit 

sin  (a  —  y)  =  sin  a  —  y  cos  a, 
indem  man  die  Glieder  mit  9>^  vernachlässigt,  und  setzt  zur  Abkürzung 

(6)  sina(-p---^)  =  h, 

(7)  -  3absin2a(^-^  -  -^)  -  cos  «(^  -  -^)  =  k, 

so    wird    der  Ausdruck  (2)  für   die  Beschleunigung  der  Engel  A'  ver- 
möge der  Anziehung  sein 

(8)  emb(h-fky). 

Die  Elastizität  des  Aufhängedrahtes  widersteht  der  Drehung  mit 
einer  Kraft,  welche  dem  Torsions winkel  (f  proportional  ist  (§  210). 
Also  wird  auch  die  dieser  Kraft  entsprechende  Beschleunigung  der 
Grösse  (p  proportional  sein ,  also  mit  n  (p  bezeichnet  werden  können. 
Da  der  Einfluss  der  Kugeln  0,  D  auf  die  Kugel  B'  gleich  gross  ist  wie 
auf  A^  so  ist  also  vom  Doppelten  der  Beschleunigung  (8)  die  Grösse  n  9> 
abzuziehen,  um  die  wirkliche  Beschleunigung  zu  erhalten. 

d^x 

dt' 

=  ay   bezeichnet.      Da   nun   dx  =  ady  und  d*x  =  ad^y,    so    wird 
mithin  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  sein 

d^<y> 

(9)  a       r   =  2emb(h  +  ky)  — ny. 

Man  multipliziere  mit  2  d  9^  und  integriere,  indem  man  d  t  als  konstant 
betrachtet,  so  kommt 

(10)  *(4^)    =4embh9-f  (2embk-n)SP^ 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =0,   weil  für  9>  =  0  das  Pen- 
del in  der  Anfangslage  AM  sich  befindet,   also  auch  die  Geschwindig- 
keit — TT—  daselbst  =  0  ist 
dt 

31* 


\Ä     2%. 

Diese  Beschleunigung  ist  aber  auch  -jtö-j  wo  x  den  Bogen  AA' 


vi       '#' 

Setzt  man  y  =  y'  in  (9),  so  wird  die  BeschleaDigang  a  -jt^-  =  0; 
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lo  eioei*  bestimmten  Lage  der  Pendelstange  halten  sich  der  Torsions- 
widerstand des  Drahtes  and  die  Anziehung  der  Kugeln  das  Gleich- 
gewicht. In  dieser  Lage  bilde  die  Stange  mit  der  Anfangslage  den 
Winkel  9^'.  Während  also  die  Gerade  AM  die  Ruhelage  ist  ohne  An- 
ziehung der  Kugeln,  so  ist  die  Richtung,  welche  mit  AM  den  Winkel  V' 
bildet,  die  Ruhelage  unter  Einwirkung  der  Kugeln. 

d^y 

dt' 
dies  gibt 

o        kl                     2embh 
2embk  —  n= — . 

Fährt  man  diesen  Wert  von  2embk  — n  in  (10),  so  folgt 

(11)  ^VTtj       =  y.  (2  »^  »   -^    »«). 

ad  9^ 

Da  nun  — j-—  die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  so  muss  diese  Grösse  zu 
d  t 

a  d  9^ 
beiden  Seiten  eines  Schwingungsbogens  =  0  sein.     Für      _       =  0  er- 

d  t 

h&lt  man  aber  aus  (11) 

2  y  y  —  y2  ^  Q    o^er     y  (2  y  —  9>)  =  0. 

Das  Produkt   y  (2  9>'  —  y)   kann   aber   nur  =  0  werden ,    wenn  einer 
der  Faktoren  ==  0  ist.     Daraus  folgt 

y  =  0,     y  =  2  9^'. 

Der  erste  Wert  von  ff  entspricht  dem  Anfang,  der  andere  dem 
Ende  einer  Schwingung;  also  ist  der  Schwingungsbogen  das  Doppelte 
von  der  Ablenkung  9>'. 

Sondert  man  die  Veränderlichen  in  (11)  und  nimmt  für  d^  und 
d  t  bei  der  Quadratwurzelausziehung  gleiche  Zeichen ,  indem  9>  und  t 
gleichzeitig  wachsen,  so  wird 


I /2embh  __  d  9> 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  §  78,  Formel  (8) 

,l/2embh        .       .     2y--2jp' 

T  "Tr~^        '° — 2?^~"  +  ^- 

Für  t  =  0  ist  9>  =  0 ;  folglich 

0  =  Arcsin(— 1)  +  C, 

so  dass  man  durch  Subtraktion  erhält 


I /2embir  _ 


-r-  +  Are  sm  - 


<f' 
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Für  y  =  2  y '  wird  t  zur  Zeit  T  einer  eiDfachen  Schwingung;  folg- 
lich ist 


I  /2  e  m  b  h 


_  ^  j_  7t 
—  ~^     r 


2     '     2 


(^^)  '-^V27^- 


um  diese  Formel   zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichte  der  Erd- 
masse branchbar  zu  machen,  sei 

L  die  Länge  eines  Sekundenpendels, 

g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall, 

M  die  Masse  der  Erde, 

s  das  Gewicht  der  Eubikeinheit  der  Erdmasse  von  mittlerer  Dichte  und 

r  der  Erdhalbmesser  der  als  kugelförmig  gedachten  Erde, 

so  erhält  man  aus  Formel  (6)  des  §  163  für  die  Länge  des  Sekunden- 
pendels, wenn  man  daselbst  T  =  1  setzt 

und  als  Beschleunigung  derselben  durch  die  Erdmasse,  wenn  man  eine 
der  Kugeln  A  oder  B  als  schweren  Körper  des  Sekundenpendels  sich  denkt 

M 

Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  g  einander  gleich,  so  folgt 

M 


(13)  L7r2  =  e 


.2  • 


r^ 
Eliminiert  man  e  aus  (12)  und  (13),  so  wird 

(14)  T  =  ±l/;^E3. 
^     ^  T  y    2bhL    m 

Die  Massen  M  und  m  sind  den  Gewichten  der  Erde  und  der  Blei- 
kugeln C,  D  proportional.  Wir  nehmen  daher  an ,  es  bezeichnen  M,  m 
die  Gewichte  dieser  Körper,  so  ist 

M  =  |^r*7is. 
Fährt  man  diesen  Wert  von  M  in  (14),  so  folgt  der  gesuchte  Wert 

(15)  8  =  -^.-^.  — .T^m. 
^     ^  27r     ay'      r 

Bei  Versuchen,  welche  Oavendish  von  1797  bis  1798  anstellte, 
wurde  der  Zoll  als  Längenmass  und  das  Gewicht  von  1  Kubikzoll 
Wasser  als  Einheit  der  Gewichte  angenommen.  Bei  diesen  Versuchen 
ergaben  sich  nach  Schmidt's  mathematischer  und  physikalischer 
Geographie  im  Mittel 
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Gewicht  eioer  der  Bleikugeln  C,  D  =  9662,3, 
L&Dge  der  Arme      .     .     .     a  =  b  =  36,65, 

Winkel o  =  13**68'26". 

Bogen  (ffir  den  Radins  =1)      9>'  =  0,0079373, 
SchwingangHeit      ....       T  =>  424,5  Sekunden. 
Berechnet  min  vermittelet  der  Werte   von  a,  b,  ce   die  Gr&ssen  p 
and  q  nach  (3),  sodann  nach  (6)  die  GrOsae  b,  so  erb&lt  man 
logbrigh<°  6,53166  —  10. 

Ferner  bat  man  fSr  das  Verhältnis  —  den  bri^scheu  Ix^rithmns 
log  brig  f-y)  =  3,19329  -  10. 

Für  diese  Daten  nird  nach  (15) 
B  =  5,52, 
d.  h.   ein  KubikioU  Brdmasse    wiegt  dnrcbscbnittlich  5,62  mal  mehr 
als   1  Knbikcoll   Wasser;   sJso   ist  die    mittlere  Dichte   der   Brdmasse 
=  6,62. 

4N.  Sekwligugen  des  Pendels  in  der  Lnft.  Die  Laft  setzt  der 
Bewegung  einen  Widerstand  entgegen,  der  für  sebr  langsame  Bewegungen 
sehr  nahe  der  ersten,  für  rasche  Bewegungen  sehr  nahe  der  zweiten 
Potenz  der  Geschwindigkeit  proportioDsl  ist.  Wir  setzen  sehr  kleine 
Schwiogungsbogen  voraas,  nod  nehmen  an,  es  sei  der  Luftwider- 
stand  der  Geschwindigkeit  proportional.  Die  Pendelstange 
habe  eine  Länge  =  a  nnd  mache  eine  grOsste  Ablenkung  von  der  verti- 
kalen Lage  =  a. 

Es  sei  (Fig.  162)  AB  die  änsserste,  AF  die  vertikale  Lage  der 
Pendelstange,  also  Winkel  BAF  =  «.  In  der  Zeit  t  bewege  sich  die 
Stange  von  AB  nach  AC,  wo  sie  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  CAF 
=  if  bilde.  Es  werde  der  vom  schweren  Punkt  B  durchlaufene  W^ 
BC  mit  s  bezeichnet,  so  ist  a  =  s.(a  —  9').  Es  sei  g  die  Beschleunigung 
beim  freien  Fall,  so  wird  gsinV'  die  Beschleunigung  der  Bewegung 
in  der  Richtung  der  Taugente  an  den  Schwingnngsbogen  in  C.  Diese 
Beschleunigung    wird    durch    den   Luftwiderstand    vermindert  um   den 

Betrag  k-r-,  worin  --r-  die  Geschwindigkeit  in  C   und   k  eine  Kon- 

dt  dt 

stante  bezeichnet.     Somit  ist  die  Beschlennignng  des  Pendels 

(1)     -^- «•''■»- '-ff- 

Aas  8  =  a  (oi  —  y)  folgt 

ds  =  —  ady;     d*s=  —  ad'y. 
Femer  ist  nach  §  66 

y 


sin  y  =  y  - 


2-3    '  3-3-4-5 
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Vernachlässigt  man  io    der  letzten  Reihe,   wegen  der  Kleinheit  von  9^, 
die  Glieder  von  9>'  an,  so  wird  (l)  vermöge  dieser  Werte  zu 

Diese  Differentialgleichang  ist  eine  lineare  (§  361)  und  stimmt  mit 
der  in  §  376  I  behandelten  überein. 

Behnfs  der  Integration  dieser  Gleichong  (2)  setze  man 

(3)  y  =  ce^S 

worin   c  und   ß  konstante  Grössen   und  e   die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  bezeichnen.     Durch  DifPerentiation  von  (3)  folgt 

^y        ff. aßt.     .l!JL-Ä2,,|Jt 

(]  o)      d^  ^ 
Setzt  man  diese  Werte  von  y,  -^— -,   -ttö-  in  (2),  so  kommt 

dt       d  t"^ 

(4)  ß^  +  ßk  +  ^  =  0. 

a 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  in  Hinsicht  ß  findet  man 


(5)  ß  =  ~T^VT-T- 

Die  Grösse  k  ist  sehr  klein,  folglich  die  Grösse  unter  dem  Quadrat- 
wurzelzeichen negativ.     Man  setze  daher  zur  Abkürzung 

so  gibt  (5)  für  ß  folgende  zwei  Werte 

—  m  +  nV  —  1     und     —  m  — n]/^— 1. 

Verfährt  man  nun,   wie  auf  S.  412  Abteilung  „zweiter  Fair'  ge- 
schehen, so  erhält  man  als  allgemeines  Integral 

(7)  9  =  e-"**  [SRcos  nt  +  SRsin  nt]. 
Das  Differentialverhältnis  dieser  Gleichung  ist 

(8)  -T7-=  — me-"^'(ÜRcosnt  +  5Rsinnt) 

+  ne-"*(— 9K  sinnt +  5Rcosnt). 

Für  den  Anfangszustand   der  Bewegung   ist  t  =  0,  ^  =  a  und  die 

d  9 

Geschwindigkeit  a—; —  =  0.     Vermöge   dieser  Werte   erhält   man   aus 

d  t 

(7)  und  (8) 

a  =  aR;     0=-m8K  +  n5R. 

Also  sind  die  Werte  der  Eonstanten 

aR  =  a;     SR  =  — a. 

n 
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Seist  man  diese  Werte  in  (7)  ond  (8),  so  erhält  man 

(9)  y  =  ae-""*  Tcos  d  t  +  —  sin  n  t\ 

(10)  -^  -.  _  ^e-'»*(m»  +  ii»)8iDnt. 

dt  B 

Nun  ist  aber  nach  (6) 

m«  =  -!^;     -n«  =  ^--?-;     m»  +  n«  = -^. 
4  4         a  a 

Vermittelst  dieser  Werte  wird  (10) 

(11)  a  ^  =  -  -5^e-™*8iDnt. 

dt  n 

Die  GleichuDg  (9)  bestimmt  den   Wert  von  9>  aod  (11)  die  Ge« 

schwindigkeit  für  irgend  eine  Zeit. 

ad9' 
Am   Ende  jeder  Schwingung  ist  die  Geschwindigkeit  =  0. 

Hierfar  gibt  (11) 

0=  --^e-^**  sinnt, 
n 

Diese  Gleichung  findet  statt,  wenn  sinnt  =  0,  also  wenn  nt  ein 
Vielfaches  von  n  ist.    Setzt  man 

TV 

(12)  n  t  =  TT ,    also    t  =  — , 

n 

so  bezeichnet  dieser  Wert  von  t  die  iZeit  der  ersten  Schwingung. 
Setzt  man 

nt  =  2  7r,     also     t  = , 

n 

so  bezeichnet  t  die  Zeit  der  zwei  ersten  Schwingungen,  etc.  Man  er- 
sieht hieraus,  dass  die  Zeit  für  jede  Schwingung  den  gleichen  Wert 
hat  oder  dass  die  Schwingungszeit  konstant  ist. 

Es    bezeichne  T  diese    konstante   Schwingungszeit,    so    hat   man 
aus  (12) 


n 
oder  indem  man  aus  (6)  den  Wert  von  n  einfahrt 

n 


T  = 


V^^ 


wV\' 


1 


Denkt  man  sich  den  Luftwiderstand    weg ,   so  ist  k  =  0  und  es 
geht  diese  Formel  aber  in  die  für  kleine  Schwingungsbogen  in  §  163 
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aogegebeoe.     Die  Schwingungszeit   desselben  Pendels  im  Luft  erfällten 
Ranme  ist  also  grösser  als  im  leeren  Raam  im  Verhältnis  von 


■V^- 


Es  seien  9>i,  9>2,9'8, ...  die  Schwingungsbogen ,  welche  während 
der  ersten,  zweiten,  dritten, . .  Schwingung  dnrchlaafen  werden.  Aas 
(9)  folgt  als  Ablenkang  der  Pendelstange  von  der  vertikalen  Richtung 


für  t  =  0 

y=+a, 

—  mn 

für  t  = 

n 

<p  =  —ae     ^      , 

t\ 

—  2m7r 

für  t  = 

n 

y=+ae     ^      , 

€\ 

—  Smn 

für  t  — 

(p ae     °      ,  etc. 

und 

ae 

n 

und 

+ 

ae 

2m7r 
n 

< 

3m7r 

Es  liegen  somit  vom  tiefsten  Punkt  aus  links  und  rechts  die 
Bogen 

mn 

für  die  Ite  Schwingung  -f  cc 

mn 

für  die  2te  Schwingung  —  ae       ^ 

2mn 

für  die  3te  Schwingung  +  ae       ^       und  —  ae       ^   ,  etc. 

Wenn  nun  die  Bogen  rechts  mit  entgegengesetzten  Zeichen  zu 
denen  links  addiert  werden,  so  erhält  man  die  ganzen  Schwingungs- 
bogen.    Diese  sind  somit 

yi  =  +  «U  +  e       ^)  =  +  ip\ 

(___  m7r\  mn  mn 

1  +  e  "^y 


92=— a\l+e       "   /e       "  =— y'e  , 


mn\        2m7f  2m7r 


(mn \    2mn 
1  +  e       "^   Je    "^"       =  +9'e       ^   , 

Smn  Smn 


=  -aU  +  e       ^  ^e 


^4=— a\l  +  e       ^  Je       ^         =—  y'e       ^,  etc. 

Die    Schwingungsbogen    bilden    hiernach   die   Glieder    einer   geo- 

m,n 

metrischen  Progression,  deren  Exponent  die  Grösse  —  e  ^  ist. 
Diese  Bögen  nehmen  allmählich  ab,  so  dass  sich  die  Bewegung  nach 
und  nach  erschöpft. 
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Aqb  (11)  folgt  darch  Differentiation,  indem  man  die  Geschwindig- 


keit    -  ^     mit  ▼  bezeichnet 
dt 


dv 
dt 


=  age-~ 


M — sinnt  —  cosnt  j. 


Setzt  man  diesen  Differentialqaotienten  =  0,  so  findet  man  den- 
jenigen Wert  der  Zeit  t,  för  welchen  die  Geschwindigkeit  v  ein  Maxi- 

dv 
mam  wird.     Es  folgt  ans  -3—-  =  0 

dt 

m 

—  sin  n  t  —  cos  n  t  =  0, 
n 


Uogot  =  -^  =  j/^,-l. 


TT 

Wenn  hierin  k  =  0  gesetzt  wird,  so  wird  tangnt  =  QO,nt  =  -— , 

d.  h.  im  luftleeren  Raam  tritt  die  grösste  Geschwindigkeit  in  der  Mitte 
der  Schwingnngszeit  ein.     Allein  im  lafterföllten  Raam  ist  k  nicht  =  0, 

4g 
also  aach — p» — 1  nicht   unendlich  gross;   folglich  wird  tangnt  end- 

ak 

TT 

lieh ,  also  n  t  <  -^.     Die  grösste  Geschwindigkeit  findet  also  statt  vor 

Ablauf  der    ersten  H&lfte   einer  jeden   Schwingungszeit.      Die  grösste 

Geschwindigkeit,  welche  wir  mit  u  bezeichnen  wollen,  tritt  ein,  wenn 

d^s 
die   Beschleunigung   -rr^  =  0,  also  wenn  nach  Formel  (1)  ist 

gsin9'  =  ku, 

oder  da  sin9>  mit  9>  vertauscht  wird,  wenn 

^       k 
y  =  — u. 

g 

Diese  Ablenkung  ff  der  Stellung  des  Pendels  von  der  Vertikalen 
bei  der  grössten  Geschwindigkeit  ist  somit  der  Eonstanten  k  direkt 
proportional. 

Setzt  man  9  =  0  in  (9),  so  wird  t  zu  derjenigen  Zeit,  welche 
zur  Erreichung  des  tiefsten  Punktes  nötig  ist.  In  diesem  Falle  muss 
also  sein 

sin  n  t  +  cos  u  t  ==  0, 


n 


tang 


nt=-^=-l/-^-l. 
m  y    9Lk^ 


Die  Grösse  unter  diesem  Quadratwurzelzeichen  ist  eine  sehr  grosse 
Zahl,  welche  für  k  =  0  unendlich  wird;  folglich  wird   der  Winkel  nt 

TT 

nur  wenig  von  -r-  abweichen,  jedoch  wegen  des  negativen  Vorzeichens 
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7t 

der  Quadratwurzel  grösser  sein  als  ---,  d.  h.  das  Pendel  braacht  zum 
Niedergang  mehr  Zeit  als  zum  Aufgang. 

4f7.  SchwingUBgen  des  phjsischeu  Pendels  In  leereo  Raan.     Man 

denke  sich  die  Masse  des  Pendels  in  unendlich  kleine  Teile  zerlegt  mit 
verschiedenen  Abständen  von  der  Drehachse,  so  haben  diese  Teile  die 
Tendenz,  für  sich  so  zu  schwingen,  wie  der  schwere  Punkt  eines  ein- 
fachen Pendels.  Den  Teilen  zunächst  der  Drehachse  entspricht  daher 
eine  kleinere,  den  entfernteren  eine  grössere  Schwingungsdauer.  Da 
aber  die  Teile  ein  starres  Ganzes  bilden,  so  kommen  die  unendlich 
vielen  ungleichen  Schwingungszeiten  nicht  zur  Verwirklichung,  sondern 
es  bildet  sich  eine  mittlere  Schwingungsdauer.  Der  Punkt  am  Pendel, 
dem  diese  Schwingungszeit  angehört,  heisst  Schwingnngsmittelpunkt  und 
sein  Abstand  von  der  Drehachse  Länge  des  physischen  Pendels. 
Dieser  Schwingungsmittelpunkt  ist  zu  unterscheiden  vom  Schwerpunkt 
des  Pendels.  Beide  fallen  nur  dann  sehr  nahe  zusammen,  wenn  die 
Masse  der  Pendelstange  sehr  klein  ist. 

Es  gelte  die  Bezeichnung  von  §  406.  Ausserdem  bezeichne  M  die 
Masse  des  Pendels,  also  dM  ein  Massenelement.  Dieses  habe  den  Ab- 
stand p  von  der  Drehachse  und  werde  in  dem  Augenblick,  da  die 
Zeit  t  abgelaufen,  getrieben  von  einer  Kraft  k  mit  einer  Beschleunigung  g^, 
so  ist  nach  §  173,  Formel  (6) 

k  =  g'dM. 

Es  gehe  t  über  in  t-j-dt  und  der  Bogen  s  in  s-f  ds,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  für  die  Beschleunigung 

,  _  d^s 
^  ""  dt^' 

daher  durch  Elimination  von  %'  der  Wert  der  Kraft 

d^s 

Diese  Kraft  liegt  in  der  Richtung  der  Tangente  an  den  Schwingungs- 
bogen  und  durchläuft  in  der  Zeit  dt  den  gleich  gerichteten  Weg  ds, 
verrichtet  also  eine  Arbeit,  welche  nach  §  166  erhalten  wird,  wenn 
man  die  Kraft,  welche  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  als  kon- 
stant angenommen   werden  kann,  mit  dem   Weg  multipliziert.     Diese 

d^s 
Arbeit  ist  daher  =-r-ö-ds«dM. 

dt^ 

Diese  Arbeit  kommt  her  vom  Sinken  der  Masse  d  M  in  vertikaler 
Richtung.  Nach  der  Zeit  t  habe  dM  in  vertikaler  Richtung  eine  Tiefe  x 
unter  der  Drehachse,  so  nimmt  x  während  der  Zeit  dt  zu  um  dx. 
Daher  sinkt  das  Gewicht  gdM  des  Teilchens  in  der  Richtung  des 
Gewichtes  um  dx  und  verrichtet  dabei  die  Arbeit  gdM*dx.  Durch 
Gleichsetzen  dieser  beiden  Arbeiten  folgt 

d^s 
gdM'dx  =  --j— 2-ds*dM.  • 
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Fär  dasselbe  MasseoteilcheD  dM  mit  gleich  bleibendem  Abstand  q 
von  der  Achse  erh&lt  man  die  Arbeit,  welche  während  der  Zeit  t  ver- 
richtet wird,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichung  integriert.  Das 
Integral  ist 

(1)  gdM.x  +  C=y(-^y.dM, 

ds 
worin   C   die  Konstante    der    Integration  und  -r—  die  Geschwindigkeit 

des  Teilchens  dM  nach  der  Zeit  t  bezeichnet. 

För  t  =3  0  wird  diese  Geschwindigkeit  =  0^  während  x  übergehe 
in  xo.     Hierfür  gibt  Gleichung  (1) 

gdM-xo  +  C  =  0, 

daher  darch  Subtraktion 

(2)  gdM(x-xo)  =  Y(|^y-dM. 

Hier  sind  nun  x  und  s  durch  die  Variable  (p  auszudrücken.  Man 
erhält 

X  —  Xo  =  p  (cos  y  —  cos  a) 

und  indem  man  cosf'  und  cosa  nach  §  66  in  Reihen  entwickelt  and 
die  Glieder  von  der  vierten  Potenz   der  Bogen  9  und  a  an  vernach- 


X  —  xo  =  i  p  («^  —  9^). 
Da  d  s  =  p  d  9>,  so  geht  für  diese  Werte  Gleichung  (2)  über  in 

g(«'-y')-edM  =  (-^yeMM. 

Man  denke  sich  nun  den  Winkel  9  konstant  und  dehne  das  Massen- 
teilchen dM  über  die  ganze  Länge  des  Pendels  aus,  so  erhält  man  für 
den  Augenblick,  da  die  Zeit  t  erreicht  ist,  das  Integral 

(3)  g  («2  -  <P^)J?  d  M  =  (■^)"/e'  d  M. 

Nun   ist  p   der  Abstand  des  Teilchens  dM  von  der  Achse,  also 

pdM  das  statische  Moment  des  Teilchens  und  |  pdM  die  Summe  der 

statischen  Momente  aller  Pendelteile.  Diese  Summe  ist  daher  gleich 
dem  statischen  Moment  der  ganzen  Masse  M.  Allein  der  Hebelsarm 
dieser  Masse  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Masse  M  von 

der  Achse.      Er  sei  mit  a   bezeichnet,    so   ist  i  pdM  =  aM.     Femer 

ist  das  zweite  Integral    i  p^  d  M  nichts  anderes  als  das  Trägheitsmoment 

(§^86)  des  Pendels.  Bezeichnet  man  dasselbe  mit  E,  so  erhält  man 
ans  (3) 
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2 


agM(««-y»)  =  E(^)' 


und  darcb  Sonderung  der  Veränderlichen 

E  d9 


dt=  - 


agM  y  «2  __  y2  • 


Hierin  sind  die  Vorzeichen  von  dt  und  d9>  entgegengesetzt  ge- 
nommen, weil  beim  Beginn  der  Bewegung  9^  abnimmt,  wenn  t  wächst. 
Die  Integration  gibt 

t  == r::-  Are  cos 


agM  a 

Die  Eonstante  der  Integration  ist  weggelassen,  weil  für  t  =  0  auch 
y  =  a  und  Are  cos  1  =  0  wird. 

Bezeichnet  T  die  Zeit   zu   einer  einfachen  Schwingung,  so  findet 

1  1  TT 

man  t  =  -^T  für  y  =  0,  also   als  Zeit  — T  für   ArccosO  =  — . 
Daher  ist 


=-/ 


E 


agM' 

Nun  sei  die  Länge  des  physischen  Pendels  =L,  so  ist  L  auch 
die  Länge  eines  einfachen,  mathematischen  Pendels,  das  mit  obigem 
physischen  Pendel  gleiche  Schwingungszeit  hat;  daher  wird  nach 
§163  auch 


(4) 


-"Vj- 


Setzt  man  die  beiden  Werte  von  T  einander  gleich,  so  folgt 

E 


(5)  L  = 


aM 


Nun  sei  r  der  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  der  Masse  M 
von  der  Drehachse,  so  ist  das  Trägheitsmoment  E  =  Mr^.  Setzt  man 
diesen  Ausdruck  für  E  in  Gleichung  (5),  so  folgt 

(6)  r2  =  aL. 

Man  ziehe  vom  Schwerpunkt  des  Pendels  ei^e  Gerada  Mokrecbt 
zur  Drehachse,  so  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Dreh- 
achse der  Aufhängepunkt.  In  dieser  Geraden  liegen  nun:  der  Schwer* 
punkt,  der  Mittelpunkt  der  Trägheit  und  der  Schwingaogsieittelpiiakt  und 
zwar  in  der  Anordnung,  dass  der  Schwerpunkt  deai  Anfkäiige|miikt 
am  nächsten  liegt,  dann  der  Trägheitsmittelpunkt  und  «alettt  dar 
Schwingungsmittelpunkt  folgt.  Dabei  ist  der  Absland  r  m^h  (6)  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  den  beiden  aadern  Ab- 
ständen a  und  L. 

I.  Besteht  das  physische  Pendel  aus  einer  prisaiatiseheB  Stange 

mit   der  Masse  M   und  der  Länge  (,   so  wird  a=»|^(  uod  r»:(V^ 
(§  187)  und  daher  nach  (6) 
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II.  Du  Peod«!  bestehe  ans  einer  dÖDDea  prismatischen  Stange  qihI 
einer  am  nntern  Ende  derselben  angeb&ngten  Kagel. 

B*  sei  H  die  Hasse  der  Kogel,  b  ihr  Halbmesser  and  1  der  Ab- 
stand ihres  Hittelpnnktes  von  der  Drehachse;  ferner  sei  m  die  Masse 
der  Stange  nnd  es  kOniie  die  L&nge  I  —  h  derselben  mit  t  Tertanscht 
werden ;  so  bat  man  lanächst  zar  Bestimmnng  von  a  folgende  Gleichai^ 
der  statischen  Momente 

{M  +  m)a  =  MI  +  im(. 

Das  Trägheitsmoment  der  Engel  für  eine  Achse  darch  ihren  Mittel- 
punkt ist  nach  §  193  ={Mb*,  also  nach  §  194  für  die  Drehachse 
=  2U^'~I~  "1*  ond  da  das  Trägheitsmoment  der  Stange  =^mt*, 
so  wird  die  Länge  des  physischen  Pendels  nach  (5) 


^[1(0 


+  1    M 


■' li  +  M  '• 

Da  nan  a  nnd  L  bekannt  sind,  kann  nnomehr  anch  nach  (5)  die 
Gr9sse  r,  also  die  Lage  des  Trägheitsmittetponktes  gefunden  werden. 

Bei  insammengesetzten ,  anregelmässige d  KOrperformen  ist  es 
schwierig,  ja  anmOglich,  den  Wert  r  darch  Rechnnng  genan  za  er- 
mitteln. In  diesem  Fall  bestimmt  man  a  and  L  darch  Versuche :  a, 
indem  man  den  Körper  durch  Aufl^en  auf  eine  Schneide  zum 
Balancieren  bringt  und  L,  indem  man  ihn  um  eine  Achse  schwingen 
lässt,  alsdann  seine  Schwingangsdauer  T  beobachtet  nnd  hierauf  L 
mittels  Gleicbnng  (4)  berechnet. 

4M.  Schwiigangcn  dei  llllaraagaet»eten.  Bei  diesem  Apparat, 
der  zum  Messen  magnetischer  und  elektrischer  Kräfte  dient,  wird  der 
horizontale  Magnetstab  an  zwei  laugen,  feinen,  wenig  von  einander  ab- 
stehenden Fäden  oder  Drähten  aufgehängt,  welche  symmetrisch  zur 
Vertikalen  liegen,  die  darch  den  Schwerpankt  des  Hagnetstabes  geht. 
Um  diese  Vertikale  dreht  sich  der  Msgoetstab  in  kleinen  Schwingangs- 
bogen,  indem  er  sich  abwechselnd  etwas  hebt  and  senkt,  hin  nnd  her. 
Fis,  153.  Es  seien  Cc  (Fig.  153)  die  vertikale  Achse, 

dd'  der  horizontale  Magnetstab  and  Dd,D'd'  die 
Aufhängdrähte.  In  der  Rnbelage  befinden  sich 
Drähte  ond  Stab  mit  der  Achse  in  einer  Vertikal- 
ebene.  In  dieser  Ebene  liege  auch  die  Vertikale  D  f. 
Es  sei 

a=cd  =  cd'   der   Abstand   der   antern  Aaf- 

hängepunkte  von  der  Achse ; 
b  =  CD  =  CD'  derjenige  der  obem  Anfhänge- 

pankte  von  der  Achse; 
L  =  Dd  die  Länge  eines  Drahtes  and 
h  =  Df  deren  vertikale  Projektion,  so  ist 
(1)  L'  =  h3  +  {b-a)». 

Man  gebe  dem  Magnetstab  eine  grösste 
Drehoog;  er  komme  dabei  aas  der  Gleichgewichts- 
lage On  nach  Oq  und   lege  eiaen  Winkel  a  za- 
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ruck.  Lässt  man  ihn  los,  so  wird  er  sinken  und  sich  drehen.  Er 
komme  zunächst  aus  der  Lage  Oq  in  die  Lage  Op  und  bilde  mit  der 
Gleichgewichtslage  den  Winkel  fp ;  er  durchlaufe  also  den  Winkel  a  —  (f. 
Während  dieses  Vorganges  bewegt  sich  der  Punkt  p  in  einer  Kugel- 
fläche,  deren  Mittelpunkt  in  D  und  in  einer  Cylinderiiäche  mit  der 
Achse  Cc  und  dem  Halbmesser  a. 

Man  nehme  nun  drei  rechtwinkelige  Achsen  an,  mit  dem  Ursprung 
in  D.  Die  z  Achse  liege  in  DfE,  die  x  Achse  in  DD',  so  wird  die 
y  Achse  senkrecht  auf  der  Ebene  xz  stehen.  Befindet  sich  der  Magnet- 
stab in  der  Gleichgewichtslage  On,  so  ist  Df  =  z,  En  =  x  und  y  =  0. 
Allein  in  der  Lage  Op  ist  Em  =  x,  mp  =  y  und  z  hat  sich  verkürzt, 
so  dass  die  drei  Koordinaten  der  Kugelfläche  geben 

x2  +  y2  +  z2  =  L2. 

Die  horizontalen  Koordinaten  liefern  folgende  Gleichung  der  genannten 
Cylinderfläche 

y2  +  (b  -  x)2  =  a2. 

Für  die  Bahn  des  Punktes  p  müssen  die  Werte  von  x,  ebenso 
von  y  und  z  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  gleich  sein.  Eliminiert 
man  aus  ihnen  y,  so  folgt 

(2)  z2  =  L2  +  b2-a2-2bx. 

Die  Koordinaten  x,  y  in  der  horizontalen  Ebene  sind 

(3)  X  =  b  —  a  cos  y ;       y  =  a  sin  y . 

Führt  man  den  Wert  von  L^  aus  (1)  und  von  x  aus  (3)  in  (2), 
so  folgt 

(4)  z  =  Kh^  — 2ab(l  —  cosy). 

Indem   der  Stab  aus   der  Lage  oq   in  die  Lage  op  gelangt,  ver- 

fliesse   eine  Zeit  t.     Man  lasse  t   um    dt  zunehmen,    so   ändern  sich 

9^,  X,  y  und  z  um  ihre  Differentialien.  Ihr  Zusammenhang  ergibt  sich 
durch  Differentiation  von  (3)  und  (4).     Man  erhält 

—  a  b  sin  9^  d  ^ 
(5)    dx  =  asin95dy;  dy  =  acosydy;  dz  =  :rF= 

Kh^  — 2ab(l  — cosy) 

Nun  sei  M  die  Masse  des  Stabes,  also  nach  §  173,  Formel  (5), 
g  M  das  Gewicht  des  Stabes.  Während  der  Zeit  d  t  sinkt  dasselbe  um 
den  Weg  dz  und  produziert  eine  Arbeit  (Produkt  aus  Kraft  und  Weg, 
wenn  Richtung  der  Kraft  und  des  Weges  zusammenfallen)  =gMdz. 
Diese  Arbeit  teilt  sich  der  Masse  des  Stabes  mit  und  überwindet  all- 
fällige Widerstände. 

A.  Schwingungen  ohne  Rücksicht  auf  Widerstände. 

Wenn  keine  Nebenhindernisse  in  Betracht  kommen,  so  wird  die 
Arbeit,  welche  während  der  Periode  des  Sinkens  durch  das  Gewicht 
produziert  wird,  vollständig  vom  Stab  in  Form  von  lebendiger  Arbeit 
aufgenommen,  aber  auch  während  der  Periode  des  Steigens  verbraucht, 
weil  nunmehr  das  Gewicht  um  ebensoviel  zu  heben  ist,  als  es  ge- 
sunken war. 
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Es  sei  dM  ein  Massenelemeot  des  Stabes  im  Abstand  q  von  der 
Drehachse,  s  der  Bogen,  welchen  dasselbe  darchl&aft,  wenn  der  Win- 
kel a  in  9  fibergeht,  v  und  g'  die  Geschwindigkeit  nnd  Beschleanigong 
der  Hasse  dM  im  Angenblick,  da  die  Zeit  t  eintritt,  so  wird  nach 
§  393  sein 

^^^  ^       dt'      ^        dt«- 

Liängs  des  Weges  ds  werde  die  Masse  dM  getrieben  dnrch  eine 
Kraft  k,  die  w&hrend  der  Zeit  d  t  als  konstant  angesehen  werden  kann. 
Sie  veranlasst  die  Beschlennigong  g^  nnd  ist  daher  nach  §  173  =  g'dM. 
Daher  wird  mit  Benntznng  von  (6) 

d^s 

dt^ 

Nnn  seien  x^  y^  z'  die  Koordinaten  des  Massenpnnktes  d  M  nach  der 
Zeit  t.  Man  zerlege  die  Kraft  k  in  die  drei  rechtwinkeligen  Seitenkräfte 

__.dM,      -^-dM,      -^-dM, 

wo  z'  mit  z  vertaascht  ist,  weil  allen  Punkten  des  schwingenden  K(^r- 
pers  die  gleiche  vertikale  Bewegung  zukommt. 

Die  erste  dieser  Kräfte  wirkt  längs  des  Weges  dx^  die  zweite 
längs  d  y\  die  dritte  längs  d  z.  Es  entstehen  also  in  der  Richtung  der 
drei  Koordinatenachsen  folgende  Arbeiten 

d^x'        .    ...       d^y'       ,    ,--       d«z   ,      ,__ 
__dx'.dM,     -^dy'.dM,     -j^dz.dVL. 

Ihre  Summe  muss  gleich  sein  der  Arbeit,  welche  das  Gewicht  g  d  M 
der  Masse  d  M  längs  des  Weges  d  z  verrichtet,  also  =  g  d  M  •  d  z.  Da- 
her wird 

Diese  Gleichung  gibt  für  das  Massenelement  d  M,  wenn  sie  in  Hin- 
sicht t  integriert,  also  wenn  dt  als  konstant  gedacht  wird 

,aM.+c-i-[(ify+(A^-y+(if)>M. 

Hier  ist  G  die  Konstante  der  Integration,  ferner  sind  die'  Glieder 
in  den  runden  Klammern  die  Geschwindigkeiten  der  Masse  d  M  in  der 
Richtung  der  Koordinatenachsen  und  zwar  nach  der  Zeit  t.  Daher 
wird  die  Gesammtklammergrösse  =  v«  sein.  Die  letzte  Gleichung 
gibt  daher 

gdM-z  +  C  =  iv2-dM. 

Für  t  =  0  wird  auch  v  =  0;  dabei  gehe  z  über  in  zo.  Hierfür 
wird  die  letzte  Gleichung 

gdM-zo+C  =  0. 
Daher  durch  Subtraktion 

g  (z  —  zo)  d  M  =  ^  V«  •  d  M. 
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« 

Diese   Gleichang    soll   dud    aaf  alle   Massenelemente   ansgedehnt 
werden.    Zn  diesem  Zwecke  hat  man 

ds2  =  e2dy2  +  dz2, 

2  y  Am\2 


V« 


/dsy      j/dy  V  ,  /dzV 


Id  der   letzten  Gleichnng  sind  g  (z  —  zo),  —j-—  und  —r—  für  alle 

dt  dt 

Punkte  des  schwingenden  Körpers  dieselben.  Wenn  sie  als  Konstante 
abgesondert  werden,  so  gibt  die  Integration  für  den  Moment,  da  9>  er- 
reicht ist 

2  g  (z  -  zo)/d  M  =  (A^y/pM  M  +  (liy/d  M. 

Allein  es  ist   i  dM  die  Masse  M   nnd    I  p^dM  das  Trägheitsmoment  E 

(§  186)  des  schwingenden  Körpers.  Daher  kann  die  letzte  Gleichung 
wie  folgt  geschrieben  werden 


(7)  2gM(z-zo)  =  E(^-^)   +m( 


2  /-  d^\2 

dt  j  • 


Um  diese  Differentialgleichung  zu  integrieren,   müssen  z  —  zo  und 
dz  durch  9>  ausgedrückt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  zunächst  in  (4) 

cos  y  =  1 ~-  +        ^ 


2      '     2-3-4  ' 

indem   man  nur  die  Glieder  der  Reihe   bis  zur  vierten  Potenz   von  <p 
in  Rechnung  bringt,  so  folgt 


-j/'-O-^)^- 


Die  Entwickelung  der  Wurzelgrösse  nach  dem   binomischen  Satze 
gibt  hierfür 

(8)  z  =  h(^l— 2^+24p- 8^r-> 

Für  9>  =  a  geht  z  in  zo  über;  daher  in  gleicher  Weise 

^A      aba2       ab«*        a^b^a^N 

^^  =  H^""'2h^+24h^ 8h^> 

Folglich  durch  Subtraktion 

Antenheimer,  Elementarbnch.  82 
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Setzt  man  zar  Abkfirzoog 

J ab    _ 

80  wird 

(9)  z-zo  =  |J-(a2-»2)(i.k«2-k9)2). 

Darch  Differentiation  von  (8)  folgt,  indem  man  die  Glieder  von 
9'  an  vernachlässigt 

(10)  dz=  —       T^       . 

n 

Dieser  Wert  ist  nur  ein  Annäherungswert  von  dem  in  (5),  alleio 
er  macht  die  Durchfnhrnng  der  Integration  möglich. 

Setzt  man  nun  die  Werte  von  z  —  zo  und  d  z  aus  (9)  und  (10) 
in  (7),  so  folgt 


V 


r         a«  b^  M     f\ 
a¥gM  ^^  ^       -d  g>      L_3^E~*J 
hE    *  Ya^^W^  - 


Hierin  sind  für  d  t  und  d  <p  entgegengesetzte  Vorzeichen  genommen, 
weil  beim  Uebergang  von  a  in  9>  die  Zeit  t  zunimmt,  während  V 
abnimmt. 

Beim  zweiten  Bruche  rechts  bringe  man  den  Nenner  in  den  Zähler 
mit  dem  Exponenten  —4^,  entwickele  nach  dem  binomischen  Satze 
und  vernachlässige  die  Glieder  von  9^^  und  9>«  a\  so  gibt  dieser  Bruch 

\   ^  2h»E  '^  A  2^2 

^     2     ^V2  ^     h^E    J^ 
Daher  mittels  dieses  Wertes  die  DifFerentiälgleichuDg 

welche  nunmehr  zu  integrieren  ist.     Nach  §  82  hat  man 


-J 


*''J*  -^-K^-?-^  +  -^Arccos* 


ya^~:Z^        2  ^2  a 

Daher  gibt  die  DifFerentialgleichnng 
l/äbgM  ,      A   ,    k««\  .  9 

+  C  2  +  -  h-*¥- Xi  ^"   ^  *   +  "2- ^'•<"'°^  i> 
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Die  EonstaDte  der  iDtegration  fällt  weg,  weil  9>  =  a  wird  für  t  =  0. 

Diese  Gleichang  gibt  den  Zasammenhang  zwischen  der  Zeit  t  and 
dem  Schwingangsbogen  <f  an.  Es  sei  nan  T  die  Zeit  za  einer  Schwingung, 
so  wird  9>  =  0  für  t  =  ^  T.    Hierfür  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 


(U,         ._,[.  +  ..(^,  +  ^'M)y 


hE 
abgM' 


Je  kleiner  der  Bogen  a  wird,   nm  so  mehr  nähert  sich  T   einem 
Grenzwert  To.     Dieser  wird  erreicht  für  a  =  0;  daher 


(12)  To=7rl/''^ 


abgM* 

Es  bezeichne  T,   die  Schwingangszeit  eines  einfachen  Pendels  von 
der  Länge  h,  so  ist  für  sehr  kleine  Schwingangsbogen  nach  §  163 


\=-Y 


g 


daher  der  Zasammenhang 


^-^VlFM 


bM* 

E 
Die  letzte  Gleichang  zeigt,  dass  die  Grösse  eine  Verbältnis- 

zahl  sein  mass,  was  auch  am  folgenden  Beispiel  ersehen  werden  k^^nn. 

Der  schwingende  Körper  sei  prismatisch  von  der  Länge  I  and 
der  Masse  M,  so  ist  sein  Trägheitsmoment  =^Ml^  (§  187);  daher 
das  Verhältnis 

E     ^1     P 

abM""    3    ab" 

Wenn  z.  B.  a  =  6;  b  =  8  und  t  =  48  Millimeter,  so  wird  dieser 
Bruch  =  16;  daher  To  =4T,.  Dieser  Apparat  schwingt  also  viermal 
langsamer  als  ein  einfaches  Pendel  von  der  Fadenlänge  h. 

Die  Gleichung  (12)  kann  auch  wie  folgt  abgeleitet  werden.  In 
Gleichung  (7)  ist  der  Weg  d  z  in  vertikaler  Richtung  sehr  klein  gegen- 
über dem  Weg  d  9>  in  drehender  Richtung.  Vernachlässigt  man  daher 
das  letzte  Glied  dieser  Gleichung,  so  folgt  unter  Benützung  des  An- 
näherungswertes von  z  —  zo  aus  (9) 


(13)  ?^(„._9,2)  =  eA| 


2 


und 


y  «2  __  y2  Y   abg! 


bgM' 


welche  Gleichung   durch   Integration   sofort  den  Wert  von  To    in  (12) 
liefert. 


32* 
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B.   SchwingQDgen  mit  Berücksichtigang  des  Laftwider- 

standes. 

Die  Arbeit,   welche  das  Gewicht  des  schwingeDden  Körpers  beim 

Sinken  verrichtet,   wird   zum  Teil   aaf  die   Ueberwindang  der   NebeD- 

hindemisse  verwendet.   Unter  diesen  steht  der  Luftwiderstand  oben  an; 

d  9> 
er  sei  der  Geschwindigkeit  -;;-7-  <ier  Drehbewegung  proportional.    Za- 

gleich  werde  vorausgesetzt,  es  könne  d  z  gegen  d  9>  vernachlässigt  wer- 
den, wie  dies  bei  Ableitung  der  Gleichung  (13)  geschehen. 
Durch  Differentiation  von  (13)  erhält  man 

d'y  _       abgM 

d  t*  ■"  ~  "¥e~  ^ 

eine  Gleichung  für  die  Beschleunigung,  in  welcher  das  Glied  noch  fehlt, 
das    den   Einfluss    des    Luftwiderstandes    darstellt.      Es    sei    dasselbe 

2  n  -T^,  wo  n  eine  Konstante  bezeichnet,  so  geht  die  letzte  Gleichung 
d  t 

fiber  in 


d*9  «     dy        abgM 


dt*  dt  hE 

Man  setze  zur  Abkürzung 

(")  TT^  — . 

SO  ist  die  zu  integrierende  Gleichung  der  Bewegung 

(15)  ■^+2.'^  +  r^9  =  0. 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  in   §  376   unter  L   behandelten 
überein.     Man  setze  daher 

d  9 
wo    c   und    m    Konstante    bezeichnen,    so    wird  — ^^--  =  cme"^^    und 

dt 

d*9 
— -^  =  cm*e"*;    daher   durch   Einsetzen  dieser  Werte  in  (15)  die 

Gleichung 

m2  +  2nm  +  r2  =  0, 

welche  für  m  folgende  Wurzelwerte  liefert 

m  =  -  n  ±  "Kn*  -  r^ 

Nun  ist  n,   vom  Luftwiderstand  herrührend,  gegenüber  r^  sehr  klein, 
daher  n*  —  r*  negativ.     Man  setze 

(16)  n*  -  r«  =  -  y\ 
so  werden  die  beiden  Werte  von  m  sein 

—  n  +  y  V—  1     und     —  n  —  y  V  — 1. 
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Daher  wird  nach  (6)  des  §  376  das  Integral  von  (15)  sein 

(17)  9>  =  e-"*(aKsinyt  +  9?cosyt), 

worin  2)1  and  92   konstante  Grössen  bezeichnen,   welche  noch   zu   be- 
stinamen  sind. 

Für  t  =  0  wird  y  =  a.     Hierfür  gibt  die  Gleichung  91  =  a.    um 
SR  zu  bestimmen,  differentiiere  man  (17).     Das  Differential  ist 

_-^  =  —  n  e""  °  *  (ÜW  sin  y  t  +  a  cos  y  t)  +  e~  °  *  (y  ÜR  cos  a  t  —  a  y  sin  y  t), 
d  t 

woraus  sich  für  t  =  0  ergibt 

0=  — na  +  yüR;     SW=-^. 

y 

Setzt  man  diese  Werte   von  SR  und  31  in  (17),   so  entsteht  die 
gesuchte  Gleichung 

(18)  V  =  —  ^"'(n  sin  y  t  +  y  cos  y  t). 

Für  n  ==  0  fällt  der  Binfluss   des  Luftwiderstandes  weg.     In  die- 
sem Fall  wird  nach  (14)  und  (16) 


-.=]/ 


abgM 


hB  ' 
und  daher  der  Wert  von  y  nach  (18) 

abgM 


9  =  acostW  - 


hE   ' 
welche  Gleichung  auch  wie  folgt  geschrieben  werden  kann 


=V 


hE     ^  9 

Are  cos 


abgM  a 

T 
Setzt  man  hierin  9^  =  0,  so  wird  t  zu  -r-,  d.  h.  zur  halben  Schwin- 

TT 

gungszeit  und  der  Bogen  rechts  zu  -^.    Daher  die  Schwingungszeit 


^y  abgM 


abgM* 

Dieser  Wert  von  T  stimmt  mit  To  in  (12),  aber  auch  mit  T  in 
(11)  überein,  wenn  daselbst  wie  hier  der  Bogen  a  sehr  klein  voraus- 
gesetzt wird. 

Um  die  Schwingungszeit  für  die  Bewegung  in  der  Luft  zu  be- 
stimmen, differentiiere  man  (18)  und  beachte  die  Relation  (16),  so 
kommt  als  Geschwindigkeit 

-TT-= — e   "*smyt. 

dt  y 


—     502      — 

Nqd  mas8  die  Geschwindigkeit  am  Anfang  and  Ende  einer  jeden 
Schwingung  ^  0  sein,  eine  Bedingung,  welche  erfällt  wird  darch  die 
letzte  Gleichung  für  sin  ^  t  =  0.  Also  muss  der  Bogen  / 1  für  den 
Beginn  der  Bewegung  —  0  sein ;  für  das  finde  der  ersten  Schwingung 
==  7¥y  der  zweiten  =  2  tt,  der  dritten  =  3  tt,  . .  Aus  y  t  =  tt,  y  t  = 
2  TT, . .  folgt  aber,  dass  die  Zeit  zu  zwei  Schwingungen  zweimal,  zu 
drei  Schwingungen  dreimal  grösser  ist  als  zu  einer  Schwingung,  d.  h. 
es  ist  die  Schwingungszeit  konstant.     Bezeichnet  man  sie  mit  T,,,  so 

folgt   aus    y  t  s=  TT 

T    s=  —  = 


Nun  setze  man 


Vr»-n« 


D  =  i^     also    r*=    "" 


E 


,a_   »' 


Ferner  schreibe  man  n'  =  -=r-, 

so  folgt  als  Wert  der  Schwingungszeit 

Ohne   Rücksicht    auf    den    Luftwiderstand    ist   D^  =  0,   also    die 
Schwingungszeit  wie  nach  (12) 


T.^nj/^. 


Daraus  folgt,  dass  T,,  >  T,  d.  h.  dass  der  Apparat  in  der  Luft 
langsamer  schwingt  als  im  leeren  Raum. 

Die  Schwingungsbogen  nehmen  in  ähnlicher  Weise  ab  wie  die- 
jenigen des  gewöhnlichen  Pendels.  Es  -sei  in  dieser  Beziehung  auf 
S.  489  verwiesen. 


XIII.  Aufgaben  Aber  die  Zentralbewegung. 

409.  Hifferentialgleichnngen  der  Bewegung  durch  Zentralkräfte.   Im 

leeren  Raum  erhalte  ein  materieller  Punkt  durch  einen  Stoss  eine  Be- 
wegung. Nach  Beendigung  dieses  Stosses  wird  sich  der  Punkt  gerad- 
linig und  gleichförmig  fortbewegen.  Ausserhalb  dieser  geraden  Bahn 
habe  eine  Kraft  ihren  festen  Sitz  und  wirke  von  dem  Augenblick  an, 
wo  jener  Stoss  aufhört,  kontinuierlich  auf  jenen  materiellen  Punkt. 
Dadurch  wird  der  Punkt  aus  seiner  geraden  Richtung  abgelenkt  und 
eine  Kurve  beschreiben,  welche  in  einer  Ebene  liegt,  die  durch  die 
ursprüngliche  Richtung  der  Bewegung  und  durch  den  Sitz  der  anziehen- 
den Kraft  geht.  Diese  Kraft  heisst  Zentralkraft,  ihr  Sitz  Mittel- 
punkt der  Bewegung  und  die  Bewegung  im  allgemeinen  Zentral- 
bewegung. 
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Der  Mittelpunkt  der  Bew^ang  sei  A  (Fig.  154).  Man  lege  durch 
ihn  in  der  Ebene  der  Bahn  CD  zwei  reell twinkel ige  Achsen  Ax,  Ay 
und  bezeichne  mit 

s, y  die  Koordinaten  A ß, B C  eines  EorveDpnDktes  C,         „.     -_. 
s  den  Bogen  DC  der  Bahn,  welche  in  der  Zeit   t  '^' 

von  D  aus  darchlaufen  wird, 
V  die  Geachwindigkeit  nach  der  Zeit  t, 
r  den  Abstand  (Radins  vector,  Leitstrahl)  des  Punk- 
tes C  YOm  Mittelpunkt  and 
g  die   Beschlennigung,.  welche  die   Zentralkraft   dem 
Beweglichen  nach  der  Zeit  t   in  der  Richtung  des 
Leitstrahls  AC  beibringt. 

Man  zerlege  diese  Beschleanigang  in  zwei  Sei teubeschleuni gangen 
g-  nnd  g— ,    wovon  die  erstere  parallel  zu  Ax,    die  letztere  parallel 

zu  Ay  liegt,  so  wird  sein,   nenn  man  diese  Beachleanignngen  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  zu  den  positiven  Achsen  voraussetzt 

^'^  dt=  *^r'      dt*  *f  r- 

Erstes  Eeppler'sches  Gesetz.  Man  mnltipliziere  die  erste 
dieser  Gleichungen  mit  y,  die  zweite  mit  x  nnd  ziehe  sie  von  einander 
ab,  so  folgt 

Der  Z&hler  dieses  Ausdruckes  ist  das  Differenüal  von  x  d  y  —  y  d  x ; 
multipliziert  man  daher  (2)  mit  der  Ronstanten  d  t  und  integriert ,  so 
erhält  man 

xdy  —  ydx     _ 
"d^  *=' 


(3) 


worin  c  die  Eonstante  der  Integration  bezeichnet.     Um  die  Bedeutung 
dieser  Formel  zu  erkennen,  setze  man 

(4)  x  =  rcosV,     y  =  rsin9', 

so  folgt  durch  Differentiation 

.  .  i  d  X  =  cos  V  d  r  -  r  sin  y  d  V, 

|dy  =  ainydr  +  rcosydy. 
Fährt  man  diese  Werte  von  x,  y,  dx,  dy  in  (3),  so  kommt 
(6)  r*  d  y  =  c  d  t. 

Nun  sei  der  Sektor  D  A  C,  welcher  in  der  Zeit  t  vom  Leitstrahl 
beschrieben  wird,  =  F.  Dreht  sich  der  Leitstrahl  in  dem  Zeitelement  d  t 
ata  den  Winkel  d  ^^  ans  der  Lage  AC  in  die  Lage  Am,  so  ist  die 
Fläche  C  A  m  gleich  (nach  §  323) 

.      dF=Jr*d9'. 
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Mitbin  wird  dP  mit  Räclcsicht  aaf  Formel  (6)  zu 

dF  =  ^cdt 

Darch  Integration  dieser  Formel  erhält  man 
(7)  F  =  ict, 

wobei  die  Konstante  der  Integration  weggelassen  ist,    weil   t   and   F 
gleichzeitig  verschwinden. 

Aas  (7)  folgt,  dass  bei  jeder  Zentralbewegong  die  vom 
Leitstrahl  beschriebene  Pl&che  der  daraaf  verwendeten 
Zeit  proportional  ist  Reppler  hat  dieses  Gesetz  (darch  Be- 
obachtang  der  Bewegung  der  Planeten  am  die  Sonne)  für  das  Planeten- 
system zuerst  aasgesprochen. 

Ansdrack  für  die  Geschwindigkeit.  Man  maltipliziere  die 
erste  der  Gleichungen  (1)  mit  dx,  die  zweite  mit  dy  und  addiere 
sie,  so  kommt 

(«)  ^i^^^^=-f-(xdx  +  ydy). 

Hierin  ist  der  Z&hler  links  das  Differential  von 

i(dx«  +  dy«) 

and  die  Grösse  x  d  x  +  y  d  y  rechts  das  Differential  von 
Deshalb  geht  die  Formel  (8)  über  in 

Nan  ist  aber  d(r^)=^2rdr,  also  wird  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  zu  —  2  g  d  r.  Führt  man  diesen  Wert  ein  und  integriert, 
wobei  g  als  veränderlich  zu  betrachten  ist,  so  kommt 

Hierin   bezeichnet  A  die  Integrationskonstante.     Da  d  x^  +  d  y^  =  d  s^ 

ds 
und  die  Geschwindigkeit  v  =  --r—  ist,  so  erhält  man  aus  (9) 

Q  u 


(10)  v2  =  A  — 2fgdr. 


Vermittelst  dieser  Formel  kann  die  Geschwindigkeit  des  Beweg- 
lichen bestimmt  werden,  wenn  g  in  Funktion  von  r  gegeben  ist. 

Allgemeiner  Zusammenhang  zwischen  dem  Gesetz  der 
Kraft  und  dem  der  Bahn.  Fuhrt  man  die  Werte  von  dx,  dy  aus 
(5)  in  (9),  so  folgt 

^''^  lif =  A~2jgdr. 
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Bliminiert  man  dt  aas  (6)  und  (11),  so  wird 

(12)  -f^  +  ^  =  A-2/gdr. 
Durch  DiffereDtiatioD  dieser  Gleichnng  erhält  man 

i-  d  r  +  d  (  -r-, — ö  )  =  —  2  g  d  r, 

woraus  folgt 

(.2  ^2       /  d  r   \^ 

(13)  .  8  =  -7^--2d7^l^M?j' 


Allein  es  ist 


%^dg>)  "^T^dv^T^vJ 


uDd  indem  man  V  als  unabhängig  Veränderliche,  also  d  9  als  konstant 
betrachtet 

Setzt  man  diese  Werte  in  (13),  so  wird 

.2 


(»)      '-H-T+^K^)} 


Die  Beschleunigung  g  ist  aber  der  Zentrifugalkraft  porportional. 
Folglich  kann  vermittelst  der  Gleichung  (14)  das  Gesetz,  nach  wel- 
chem die  Zentralkraft  wirkt,  abgeleitet  werden,  wenn  r  in  Funktion 
von  9  ausgedrückt,  d.  h.  wenn  die  Gleichung  der  Bahn  bekannt  ist. 
Umgekehrt  kann  aber  auch  aus  dieser  Formel  die  Gleichung  der  Kurve 
abgeleitet  werden,  wenn  man  das  Gesetz  der  Kraft  kennt.  Die  folgen- 
den Aufgaben  werden  die  Anwendung  der  Formel  (14)  zeigen.  Zuerst 
nehmen  wir  die  Bahn  als  gegeben  an  und  suchen  die  Wirkungsweise 
der  Kraft. 

4M.  Bei  einer  Zeiitralkewegong  sei  die  labn  des  Beweglichen  eine 
gerade  Linie,  lan  8«11  das  Cleseti  der  Zentralkraft  snchen.  Diese 
Gerade  sei  CD  (Fig.  155),  der  Pol  A  der  Mittelpunkt  der  Anziehung, 
der  Leitstrahl  AD  =  r;  er  bilde  mit  der  festen  Richtung  AG  den 
Winkel  9>.  Die  Gerade  schneide  auf  dieser  Richtung  ein  Stück  A  C  =  a 
ab  und  bilde  mit  a  den  Winkel  a,  so  ist 

AC:AD  =  8inADC:sinACD,  Fig.  155. 

a :  r  =  sin  (a  +  y) :  sin  «, 

__      a  sin  a 

sin  (a  +  y)  * 

Diese  letzte  Formel  ist  die  Polargleichung  der  geraden  Linie.  Wir 
betrachten  in  ihr  a  und  a  als  konstant,  r  und  9>  als  veränderlich,  so 
erhält  man  durch  Differentiation 
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\  r  y  a  siQ  a  \  r  y  a  sm  a 

Setjtt  man    diesen  Wert  von  d^f — J  in  Formel  (14)  des  §  409, 


so  wird 


c»  rj_  _  si^(«  +  ^1    0. 

r^    L  r  asina     J 


Aas  g  =  0  folgt  aber,  dass  ein  Körper  sich  nar  dann  in  einer 
geraden  Linie  bewegen  kann,  wenn  ausserhalb  dieser  Geraden  keine 
Kraft  auf  den  Körper  wirkt. 

411.  Bi  bewege  sich  ein  Materieller  Pukt  infolge  einer  Zentral- 
kraft  \m  einen  Kreise,    las  stIl  das  deseti  dieser  Kraft  bestinMen, 

Hier  ist  der  Leitstrahl  r  konstant,  also  d(  —  ]  =0.    Hierfür  geht  die 

Formel  (14)  des  §  409  nber  in 

c^ 

(1)  g  =  jr- 

Mithin   ist  die  Zentralkraft   verkehrt  proportional   der  dritten  Potenz 
des  Halbmessers  der  Bahn. 

Ans  der  Formel  (10)  des  §  409  folgt,  da  r  konstant,  also  d  r  =  0  ist 

v2  =  A. 

Da  aber  A  eine  Konstante  ist,  so  wird  anch  die  Geschwindig- 
keit V  konstant.    Also  ist  die  Kreisbewegung  gleichförmig. 

Es  bezeichne  T  die  Zeit  zu  einem  Umlaafe,  so  ist  der  Weg  des 
Beweglichen  in  dieser  Zeit 

Tv  =  2r7r. 

Setzt  man  T  für  t  in  Formel  (7)  des  §  409,  so  wird  F  zur  Kreis- 
fläche r^n;  folglich  gibt  diese  Formel 

r2  7r  =  icT. 

Bliminiert  man  T  ans  den  beiden  letzten  Formeln,  so  erhält  man 
den  Wert  der  Konstanten  c  =  r  v.  Führt  man  diesen  Wert  von  c  in 
(1)  ein,  so  kommt 

v« 

(2)  g  =  — 

Mithin  ist  bei  einer  Kreisbewegung  die  Zentralkraft  direkt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  und  verkehrt  proportional 
dem  Radius  der  Bahn. 

Es  werde  ein  Körper  in  horizontaler  Richtung  auf  der  Erdober- 
fläche abgeworfen.  Vermöge  der  Anziehungskraft  der  Erde  wird  er 
aus  der  anfönglichen  Richtung  abgelenkt.  Je  nach  der  Geschwindig- 
keit, welche  ihm  durch  die  Wurfkraft  erteilt  wurde,  wird  er  zur  Erde 
fallen  oder  sich  in  einem  Kreise  um  die  Erde  herum  bewegen  oder 
sich  von  der  Erde  entfernen. 
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Nun  ist  die  durch  die  Anziehungskraft  der  Erde  bewirkte  Be- 
schleunigung 

g  =  9,808  Met. 

und  der  Halbmesser  der  Erde  annähernd 

r  =  6365000  Met. 

Damit  also  der  Körper  sich  in  einem  Kreise  um  die  Erde  be- 
wege,   muss  nach  Formel  (2)  seine  Geschwindigkeit  per  Sekunde  sein 

V  =  V"gr  =  K9,808 •  6365000  =  7902  Met. 

Wird  der  Körper  mit  einer  kleinern  Geschwindigkeit  als  7902  Met. 
abgeworfen,  so  fällt  er  zur  Erde.  Diese  Geschwindigkeit  ist  nahe 
17  mal  grösser  als  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  unter  dem 
Aequator. 

412.  Ein  materieller  Punkt  bewege  sich  in  einem  Kegelschnitt  in- 
folge einer  Zentralkraft,  welche  ihren  Siti  in  einem  Brennpunkt  der 
Hurre  hat.  Man  soll  das  Geseti  der  Kraft  bestimmen.  Die  Gleichung 
der  Kegelschnitte  in  Polarkoordinaten  ist  nach  §  322,  (Formel  (6) 

^  ^  1  +  ecos  y ' 

worin  bezeichnet:  p  den  halben  Parameter,  e  das  Verhältnis  des  Ab- 
standes  der  Brennpunkte  zum  Abstand  der  beiden  Scheitel  und  (p  den 
Winkel,  den  der  Leitstrahl  r  mit  dem  Teil  der  grossen  Achse  bildet, 
welcher  vom  Zentrum  der  Bewegung  nach  dem  nächsten  Scheitel  führt. 

Diese  Gleichung  drückt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  aus, 
je  nachdem 

e  <  1,  e  =  1,  e  >  1. 


Aus  (1)  folgt 


1  +  ecosy 


r  p 

—  esin9>dy        js/^  ^  \      —  ecosyd?)^ 


(4)=^^^^^'  <\)= 


P  \  ry  p 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Formel  (14)  des  §  409,  so  erhält  man 

.2 


^"""r2~LT  p      } 


P 
oder  indem  man  obigen  Wert  von  —  einführt 

(2)  g  = 


pr^ 


Bei  der  Bewegung  in  einem  Kegelschnitt  muss  somit  die  Zentral- 
kraft dem  Quadrat  des  Leitstrahls  verkehrt  proportional  sein.  Wenn 
der  Kegelschnitt  zu  einem  Kreise  wird,  so  ist  p  =  r;  also  geht  in  die- 
sem Falle  die  Formel  (2)  über  in  Formel  (1)  des  §  411. 
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Keppler  hat  zaerst  darch  BeobachtoDg  gezeigt,  dass  die  Plane- 
tenbahnen  Ellipsen  sind,  io  deren  einem  Brennpunkt  sich  die  Sonne 
befindet  and  Newton  zeigte,  gestützt  aaf  dieses  sogenannte  zweite 
Keppler* sehe  Gesetz,  dass  die  Sonne  die  Planeten  im  nmgekehrten 
Verh&ltnis  der  Qaadrate  der  Bntfemangen  anziehe. 

4iS.  tie  leMtnilkraft  sei  ferkekit  proportional  itm  M*drato  des 
Leltstrahls.  Man  soll  die  Ueickng  der  Bahn  nad  die  tewegingsrer- 
kaltnlsso  ableiten.  Diese  Zentralkraft  bringe  demselben  materiellen 
Punkte  in  den  Entfernungen  r,  r'  die  Besehleunigungen  g,g'  in  der 
Richtung  der  Leitstrahlen  bei,  so  wird  der  Voraussetzung  nach  sein 

1        1 


«:g'  = 


r«  •  r'>  ' 
g'r'« 


8—        J.2     • 

Man    setze   g'r'^sk,  so  erhält  man   als  Ausdruck  für   die   Be 
schleunigung 

(1)  8  =  ^- 

Hierfür  wird 


(^>         /«<«'=/>"*'= -^+°. 


/o\  c-     ,     c  a  r  .        _      , 


worin  D  die  Konstante  der  Integration   sein  soll.    Setzt  man  diesen 
Wert  von   fgdr  in  Formel  (12)  des  §  409,  so  folgt 

c»         c'dr"        .       _      .    2k 
r«    +  r*d9>' 

Man  setze  hierin 

(4)  A-2n=jJ;     "•  =  -^, 

80  wird  zunächst  dr= «-, 

und  somit  Gleichung  (3),  indem  man  sie  nach  d  9>  auflöst 

(5)  dy=  ±^^P 


k^         k^ 

Man  bringe   unter  das  Wurzelzeichen  — ^ ,-,  so  ergibt  sich 

c  c 


Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


i 


—     509     — 

so  erhält  man 

/-\  ,  i  d  a 

^^)  '^  ^  =  FF— ^' 

Denken  wir  nns  ff  and  r  gleichzeitig  wachsend,  so  werden  p  and 
a  abnehmen.  Also  müssen  in  diesem  Falle  d  9  und  d  a  entgegenge- 
setzte Zeichen  haben.  Nan  gibt  die  Integration  von  (7)  für  das  antere 
der  beiden  Vorzeichen 

y  —  y  =  Are  cos  — , 

worin  —  fp^  die  Eonstante  der  Integration  bezeichnet.     Geht  man  vom 
Bogen  zam  Cosinas  über,  so  wird 

(8)  —  =  cos  (y  -  y'). 

Aendem  sich  (p  and  r  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  erhalten  d  <p 
and  d  a  gleiche  Zeichen.     Statt  (7)  kann  man  in  diesem  Falle  schreiben 

-da 

woraas  darch  Integration,  indem  man  die  Konstante  mit  9''  bezeichnet 

—  9  +  w''  ==  Are  cos  —    oder 

y 

(9)  —  =  cos  (—  y  +  y")  =  cos  (y  —  9"). 

Setzt  man  a  =  y,  so  erhält  man  aas  (8)  und  (9)  q>  =  if*  =  ?)'', 
nnd  aas  (6) 

.=  k+y7^M-"k^ 
^  c^  • 

Dieser  Wert  von  q  ist  ein  Maximum,  wie  aus  (5)  folgt,  wenn 
man  -r-^  =  0  setzt;  also  ist  der  entsprechende  Wert  von  r  ein  Mini- 
mum.     Dieser  kleinste  Leitstrahl  ro  ist  somit 

ro  = 


c^ 


k  +  V/Jc^  +  k^* 

Zählt  man  nan   den  Winkel  ff  —  (p^  =  tp  von  diesem    Leitstrahl 
aas,  so  erhält  man  aas  (8)  and  (9)  zugleich 

u  =  y  cos  V^ 
oder  indem  man  die  Werte  von  y  ^^^  ^  ^QS  (fi)  einführt 


p-^  =  ]//J  +  -^cosi^, 
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also  auch,  wenn  man  wieder  g  »  —  setzt  und  nach  r  auflöst 

*         r 

r=  ^^ 


b-V 


1  +  i.2-  <508  y^ 


k 
Der  Einfachheit  wegen  schreibe  man 

(10)  -^  =  p;     l  +  -^  =  e^ 

80  wird 


(11)  r=  P 


1  +  e  cos  V 

Dies  ist  die  Polargleichong  eines  Regelschnittes  (§  412),  deren 
Pol  in  einem  Brennpunkte  liegt;  der  halbe  Parameter  desselben  ist 
=  p,  das  Verhältnis  zwischen  dem  Abstand  beider  Brennpunkte  und 
dem  Abstand  beider  Scheitel  =  e  und  der  Winkel  zwischen  dem  Ra- 
dinsvektor r  und  seinem  kleinsten  Wert  ro  =  V^. 

Diese  Gleichung  gibt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nach- 
dem e  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  die  Einheit  ist.  Allein  in  der 
Relation  (10) 

(12)  i+_^  =  e2 

ist  die  Grösse  -,^  immer  positiv.     Also  wird   der  Ausdruck   links    in 

(12)  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  die  Einheit,  je  nachdem  ß  nega- 
tiv, gleich  Null  oder*  positiv  ist.     Es  entsteht  somit 

eine  Ellipse,  wenn  e  <  1,  also  ß  negativ, 
eine  Parabel,      „     e  =  1,     ,,     ß  =  0, 
eine  Hyperbel,   „     e  >  1,     „     ß  positiv. 

Für  die  Parabel  hat  man  als  halben  Parameter,  nach  (10)  und  (1 1) 

.2 


c 

p=- 


k  • 

Folglich  die  Gleichung  der  Parabel  für  den  Scheitel  in  rechwinkeligen 
Koordinaten 

2        2  c« 

Es  seien  a,  b  die  halbe  grosse  und  halbe  kleine  Achse  der  Ellipse 
und  Hyperbel,  so  folgt  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 

b«         o       a«  -  b« 

p  =  — ;    ^  = 2 — • 

'^        a  a^ 

Somit  geben  die  Formeln  (10) 

(13)         ^  =  ^;   i+^  =  ^!:z^. 

a  k  k^  a^ 
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Ans  diesen  beiden  Formeln  findet  man 

k  c^ 

(u)  ^=~y5  ^^=--ß-' 

Für  die  Ellipse  ist  ß  negativ,  also  b^  positiv;  für  die  Hyperbel 
ist  ß  positiv,  also  b^  negativ,  wie  es  sein  soll. 

Die  Bedeutung  der  Eonstanten  ß  ergibt  sich  wie  folgt.  Die  Glei- 
chung (10)  des  §  409  gibt,   wenn  man  den  Wert  von    I  gdr  aus  (2) 

einführt 

2k 
(15)      .  v2  =  A-2n  +  -y^. 

Nun  bezeichne  V  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  welche  dem 
Beweglichen  durch  einen  Stoss  im  Raum  beigebracht  wurde  und  R  den 
entisprechenden  Leitstrahl,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung 

2k 
V2  =  A  -  2  n  +  ^. 

Also  auch,  wenn  man  nach  (4)  A  —  2  n  durch  ß  ersetzt 

2k 


(16)  ß  =  V^- 


R  • 


Nun  entsteht  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  wenn  ß  nega- 
tiv, null  oder  positiv  ist.     Es  wird  daher  die  Bahn 

2  k 
eine  Ellipse,  wenn  V^  <  -^^-, 

2k 
eine  Parabel,     „     V^  =  -^;-, 

2  k 
eine  Hyperbel,   „     V^  >  -Tr;-, 

Somit  entscheidet  die  Geschwindigkeit  V,  welche  dem  Beweg- 
lichen durch  den  Stoss  anfänglich  erteilt  wird,  über  die  Art  des  Kegel- 
schnittes. 

2  k 
Wenn   V^    gerade   gleich   ist   dem   Werte  ^5—,    so   entsteht   eine 

Parabel.  Lässt  man  von  diesem  Werte  an  V^  stetig  abnehmen  bis 
Null  oder  stetig  zunehmen  bis  unendlich,  so  entstehen  unendlich  viele 
elliptische  oder  hyperbolische  Bahnen.  Man  kann  daher  unendlich  viel 
gegen  1  wetten,  dass  materielle  Punkte  im  Raum,  welche  sich  infolge 
der  Gravitation  bewegen,  eher  elliptische  oder  hyperbolische  als  para- 
bolische Bahnen  haben. 

Addiert  man  (16)  zu  (15),  so  folgt  zur  Bestimmung  der  Ge- 
schwindigkeit 


(17)  v2  =  V2  +  2k(y-^). 
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Setzt  man  den  Wert  von  /9  =  A  —  2  n  aas  (14)  in  (15),  so  kommt 

Nun  werde  die  elliptische  Bahn  zu  einem  Kreise  vom  Halbmesser  R, 
80  wird  in  der  letzten  Formel  r  =  a  =  R.  Bezeichnet  man  den  korre- 
spondierenden Wert  von  v  mit  V,,  so  folgt  aas  (18) 

Dieser  Wert  von  V,^  ist  zweimal  kleiner  als  derjenige  von  V^, 
welcher   eine    Parabel   zar  Folge  hat     Lässt  man  daher  V,  wachsen 

bis  Vl^2    and  abnehmen   bis  aaf  Null,  so  erhält  man   zwei  Gruppen 
von  elliptischen  Bahnen,  zwischen  denen  der  Kreis  liegt. 

414.  Aiwendiig  aif  die  lewegiag  der  liMMelskörper.  Es  seien 
M,m  die  Massen  der  Sonne  and  eines  Planeten.  Diese  Körper  ziehen 
sich  an,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären. 
Die  Entfemnng  dieser  Mittelpunkte  sei  r.  Ferner  bezeichne  f  die  An- 
ziehung zweier  Masseneinheiten  in  der  Entfernung  1  von  einander,  so 

ist  nach  dem  New  ton 'sehen  Gesetze  der  Gravitation  f — k—  die  An- 

r^ 

Ziehungskraft  der  Sonne  und  des  Planeten ;  folglich  f  — ^  die  Beschleu- 
nigung,   welche  die  Sonne  jeder  Masseneinheit  des  Planeten  und  f 


r« 


die  Beschleunigung,  welche  der  Planet  jeder  Masseneinheit  der  Sonne 
in  der  Richtung  des  Abstandes  r  erteilt  (§  173).  Denkt  man  sich  die 
Sonne  ruhend,  so  nimmt  der  Planet  in  der  Richtung  von  r  die  Summe 
dieser  Beschleunigungen  an,  so  dass  seine  Beschleunigung  sein  wird 

M  +  m 


f 


r^ 


Setzt  man  diesen  Wert  gleich  der  GrOsse  g  in  der  Formel  (1) 
des  §  413,  nämlich 

_    k 

80  folgt  als  Wert  der  Konstanten 

(1)  k  =  f(M  +  m). 

Führt  man  diesen  Wert  von  k  in  die  Formeln  des  §  413,  so 
erhält  man  die  Elemente  der  Bahn  und  der  Bewegung  des  Planeten 
mit  Rücksicht  auf  die  Massen.  Da  aber  die  Bahnen  der  Planeten 
geschlossene  Kurven,  also  Ellipsen  sind,  so  soll  hier  nur  noch  für 
diese  Bahnen  die  Zeit  zum  Durchlaufen  irgend  eines  Bahnteiles  ermit- 
telt werden. 

Man  eliminiere  aus  den  Gleichungen  (3)  des  §  413  und  (6)  des 
§  409: 
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c«    .     cMr^  ,       .      ,    2k 

r^dy  =  cdt 

die  Grösse  d  9^,  so  folgt,  wenn  man  A  —  2n  =  ß  setzt  und  Dach  dt 
auflöst 

(2)  d  t  =  -=Al£4=-. 

Ki»r2  +  2kr-c2 

Den  Scheitel  der  Ellipse,  für  welchen  r  ein  MiDimum  ist,  nennt 
man  Perihel,  den  andern  Aphel.     Man  z&hle  die  Zeit  t  vom  Perihel  aus. 

Bewegt  sich  der  Planet  von  diesem  Scheitel  zum  Aphel,  so  wächst 
r  mit  t  und  es  ist  somit  für  diese  Bewegung  das  ohere  Zeichen  in  (2) 
zu  nehmen. 

Für  die  Ellipse  liegt  r  immer  zwischen  den  beiden  Stücken,  in 
welche  die  grosse  Achse  von  einem  Brennpunkt  geteilt  wird,  also  zwi- 
schen den  Werten  a(l  —  e)  und  a(l  +e);  man  kann  daher  setzen 

(3)  r  =  a(l  —  ecosu), 

worin  a  die  halbe  grosse  Achse,  e  das  Verhältnis  zwischen  dem  Ab- 
stand der  Brennpunkte  und  dem  der  Scheitel  und  u  eine  Variable  be- 
zeichnet.    Hieraus  folgt 

(4)  d  r  =  a  e  sin  u  d  u. 

Setzt  man  noch  nach    den  Formeln  (14)  und  (12)  des  §  413 

/?=-—,     c2==:ak(l-e2), 
a 

so  erhält  man  durch  Verwendung  von  (3)  und  (4) 

r  d  r  =  a^  e  (1  —  e  cos  u)  sin  u  d  u, 

/?r*  +  2kr  —  c^  =  ake*  sin^u, 

indem  man  zunächst  (1  —  e  cos  u)^  entwickelt  und  cos^u  =  1  —  sin^u 
setzt.  Führt  man  diese  Werte  in  (2)  ein,  so  kommt  nach  der  obigen 
Voraussetzung 


-.i/i(i- 


d  t  =  a  1/  j-  (1  —  e  cos  u)  d  u. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,    wenn   man  mit  t'  die  Integra- 
tionskonstante bezeichnet 


t  +  t'  =  a  1/  j-  (a  —  e  sin  u). 


Für  u  =  0  ist  nach  (3)  r  =  a  (1  —  e).  In  diesem  Falle  befindet 
sich  der  Planet  im  Perihel.  Somit  ist  für  u  =  0  auch  t  =  0.  Dies 
gibt  t'  =>  0.     Die  vorstehende  Gleichung  wird  daher 

(5)  —  1  /  —  =  u  —  e  sin  u. 

a  1^    a 

A.atenheimer,  BlemenUrbuch.  33 
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Dies  ist  die  gesuchte  Gleichang.  Für  irgend  einen  Wert  von  r 
kann  vermittelst  (3)  der  Winkel  n  und  somit  die  Zeit  t  berechnet 
werden.  Ueberhaapt  können  vermittelst  der  zwei  Formeln  (3)  und  (5) 
je  zwei  der  Grössen  r,  u,  t  bestimmt  werden,  wenn  man  die  dritte  kennt. 

Die  Zeit,  welche  ein  Planet  za  einem  Umlauf  braucht,  sei  T. 
L&sst  man  in  (5)  den  Bogen  von  u  =  0  bis  u  =  27r  wachsen,  so 
wächst  t  von  t  =  0  bis  t  =  T.  Für  eine  Dmlanfszeit  wird  daher  die 
Formel  (6) 

—  1/  -  =  2  nr. 
a    1^    a 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  k  aus  (1),  so  folgt 

^^^  ^   ""    f  (M  +  m)  • 

Somit  hängt  die  Umlaufszeit  T  eines  Planeten  nur  von  der  grossen 
Achse  seiner  Bahn  und  von  der  Masse  der  Sonne  und  des  Plane- 
ten ab.  Wärde  sich  ein  Körper  von  der  gleichen  Masse  m  des  Plane- 
ten in  einem  Kreise  um  die  Sonne  bewegen ,  dessen  Radius  =  a  ist, 
so  hätte  er  gleiche  Umlaufszeit  mit  dem  Planeten.  Und  da  die  Be- 
wegung jenes  Körpers  im  Kreise  gleichförmig  ist  (§  411),  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  die  mittlere  von  der  Geschwindigkeit  des  Planeten. 

Es  seien  T',  m',  a'  Umlaufszeit,  Masse  und  halbe  grosse  Achse  der 
Bahn  irgend  eines  Planeten,  so  folgt  aus  (6) 

f(M  +  m')" 
Dividiert  man  Gleichung  (6)  durch  die  letzte,  so  folgt 

T«         a»      M  +  m' 


(7) 


T^        a'»      M  +  m 


Wenn  somit  m  =  m'  oder  wenn  m  und  m'  gegen  M  vernachlässigt 
werden  können,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaufs- 
zeiten zweier  Planeten  wie  die  dritten  Potenzen  der  gros- 
sen Achsen  ihrer  Bahnen.  Keppler  hat  dieses  Gesetz  durch 
Beobachtung  gefunden,  wobei  er  allerdings  die  Massen  der  Planeten 
nicht  berücksichtigte.  Es  enthält  demnach  die  Formel  (7)  das  berich- 
tigte dritte  Keppler^ sehe  Gesetz. 


XIV.    Partielle  Differentialgleicliiingeii  der  ersten  Ordnung. 

415.  Art  der  Gleichnngeii.  Es  sei  die  Funktion  z  =  a  x^  y^  gegeben, 
worin  a  als  konstant  zu  denken  ist.  Man  difPerentiiere  zuerst  nach  x, 
dann  nach  y,  so  erhält  man 

(1)  ||-  =  2axy»;       i^  =  3ax''y^ 
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Diese  DifferentialverhältDisse  heisst  man  partielle  (§  28)  und  zwar 
der  ersten  Ordnang. 

Hat  die  Funktion  nur  eine  unabhängig  Veränderliche,  z.  B.  x,  ist 
etwa  z  =  b  x^,  so  wird  — —  =  2  b  x.     Allein  in  diesem  Falle  kann 


dx  dx 

kein  partielles  Diiferentialverhältnis  sein.  Man  erkennt  hieraus,  dass 
eine  Funktion  nur  dann  partielle  DifPerentialverhältnisse  liefern  kann, 
wenn  sie  zwei  oder  mehr  unabhängig  Veränderliche  besitzt.  Eine 
Gleichung  mit  partiellen  DifPerentialverhältnissen  heisst  kurzweg  partielle 
Differentialgleichung.  Ist  z  eine  Funktion  von  x,  y,  so  wird  die  voll- 
ständige Gleichung  mit  partiellen  Differentialverhältnissen  die  Form 
haben 


«  '(-y-ir-iT)-"- 


Fehlen  einzelne  der  Grössen  x,  y, . .  so  entstehen  spezielle   Fälle. 

Selbstverständlich    muss    indessen    wenigstens    eines    der  Verhältnisse 

d  z     d  z 

— — ,  -^1 —  darin   enthalten   sein.     Im  Folgenden  sollen   nur   einige  der 
dx     dy 

einfachsten  Gleichungen  zur  Behandlung  kommen. 

416.  fileichuBgei  nit  eineM  partiellen  Differentialferhaltais. 

I.   Als  einfachste  Gleichung  sei  gegeben 

(1)  —  =  a, 

worin  z  eine  Funktion  von  x  und  y  bezeichne.  Wäre  z  nur  eine  Funk- 
tion von  X,  so  erhielte  man  durch  Integration 

z  =  ax  +  c, 

die  Grösse  c  wäre  dann  die  Konstante  der  Integration.  Allein  im  vor- 
liegenden Fall  ersetzt  man  c  durch  eine  Grösse  V{y)j  welche  anzeigt, 
dass  z  nicht  nur  von  x,  sondern  in  irgend  einer  Weise  auch  von  y 
abhängt.     Dadurch  erhält  man  als  Integral 

(2)  z  =  ax  +  y(y) 

denn  diese  Gleichung  leistet  (1)  vollständig  Genüge,  weil  die  Differen- 
tiation von  (2)  nach  x  gerade  die  Gleichung  (1)  liefert. 

um  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  eine  geometrische  Deutung  zu 
geben,  denke  man  sich  drei  zu  einander  rechtwinklige  Achsen  der 
X,  y,z,  die  erstem  zwei  etwa  horizontal,  die  letztere  also  vertikal. 
Alsdann  stellt  z  =  f(x,  y)  allgemein  eine  Oberfläche  dar  und  es  sind 
X,  y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  derselben.  Im  vorliegenden 
Falle  wird  z  =  f(x,y)  ersetzt  durch  Gleichung  (2). 

Die  Form  der  Oberfläche  lässt  sich  wie  folgt  beurteilen:  Man 
setze  y  =  0  in  (2),  so  ist  9>  (0)  eine  Konstante,  also  (2)  die  Gleichung 
einer  Geraden,  welche  in  der  xz  Ebene  und  der  fraglichen  Oberfläche 
liegt.     Die  Kurve  wird  also  von  der  xz  Ebene  längs  einer  Geraden  ge- 

88* 


—     516     — 

schoitteD.  Das  ist  aber  auch  der  Fall  mit  irgend  einer  Ebene,  welche 
za  xz  parallel  liegt,  also  senkrecht  zur  y  Achse  steht,  sofern  überhaupt 
ein  Darcbscbneiden  vorkommt;  denn  setzt  man  y=^l,  2, 3, ..  in  (2), 
so  wird  9(y)  immer  konstant,  also  Gleichung  (2)  diejenige  einer  ge- 
raden Linie  sein.  Die  Oberfläche  ist  daher  cylin drisch;  ihre  Kanten 
bilden  nach  (1)  mit  der  xyBbene  einen  Winkel,  dessen  trigonometrische 
Tangente  die  Grösse  a  ist. 

Setzt  man  x  ==  0  in  (2) ,  so  wird  z  =  y  (y)  zur  Gleichung  der 
Kurve,  längs  welcher  die  Cylinderfläche  von  der  yz Ebene  geschnitten 
wird.  Allein  diese  Kurve  ist  unbestimmt,  weil  es  auch  9^(y)  ist. 
Daher  entsprechen  alle  denkbaren  Kurven  der  Aufgabe,  solange  nicht 
aus  irgend  welchen  anderweitigen  Daten  dieser  Schnitt  eine  bestimmte 
Form  erhält.  Wurde  man  aber  verlangen,  er  solle  eine  Parabel  sein, 
deren  Achse,  mit  der  z  Achse  und  deren  Scheitel  mit  dem  Anfangspunkt 
zusammenfällt,  so  wurde  z  =  y(y)  übergehen  in  y^  =  2pz  und  es 
würden  dann  alle  Schnitte,  parallel  zur  yz  Ebene,  kongruente  Parabeln 
werden. 

IL   Es  sei  zu  integrieren 

dz  1 


(3) 


dX  J/"ay  +  x2' 


Mau  betraclile  im  Ausdruck  rechts  nur  x  als  veränderlich,  so  er- 
hält man  durch  Integration 

(4)  z  =  log(x  +  y  ay  +  x^)  +  y  (y), 

wo  die  Konstante  der  Integration  wie  in  (2)J  durch  9{y)  bezeichnet 
ist.  Dass  Gleichung  (4)  das  Integral  von  (3)  ist,  ergibt  sich  sofort, 
wenn  von  (4)  das  partielle  Differential  in  Hinsicht  x  genommen  wird. 

Gleichung  (4)  stellt  wieder  eine  Oberfläche  dar.  fflUmf  eine  Vor- 
stellung von  der  Form  derselben  zu  erhalten,  lege  man  Ebenen^durch, 
senkrecht  zur  y Achse,  in  bestimmten  Abständen  von  der  xz Ebene; 
man  mache  z.B.  y  =  0, 1, 2, . .  so  wird  die  Oberfläche  geschnitten 
längs  Kurven,  für  welche  (3)  die  Steigung  angibt,  d.  h.  die  Neigung 
zur  Ebene  xy  und  zwar  mittels  der  trigonometrischen  Tangente  des 
Winkels,  welchen  die  Bogenelemente  mit  der  xy  Ebene  bilden.  Für 
y  =  0,  also  für  die  Schnittkurve  in  der  Ebene  xz  erhält  man'^die 
gleichzeitigen  Werte 

dz         1  ,     ^      ,       /^\ 

-T-  =  — ;     z  =  log2  X  +  9(0). 
dx        X 

Ganz  ebenso  können  Ebenen  durch  die  Oberfläche  gelegt  werden, 
parallel  zu  der  yz  Ebene  und  der  yx  Ebene.  Man  erkennt,  dass  der 
Aufgabe  wegen  der  Unbestimmtheit  von  9(y)  unendlich  viele  Ober- 
flächen entsprechen. 

III.    Endlich  sei  zu  integrieren 

4f  - '('.  A 
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so    erhält  man   nach  dem   bisherigen  Verfahren,   indem    man  mit  dx 
maltipliziert,  y  als  konstant  beti'achtet  and  integriert 


=  Jf(x,y)dx  +  <iP(y). 


417.  fileichangen  nit  iwei  partielleo  MferentiaherhäituisseB.     Bs 

sei  zu  integrieren 

(1)  M4f+N4f=p, 

ax  dy 

wo  M,  N  und  P  Funktionen  von  x,  y,  z  bezeichnen. 

Es   sei   z  =  f(x,y)   das   gesuchte  Integral   von  (1),   so  wird   das 
Differential  nach  §  282  davon  sein 

oder  einfacher 

/«x  j  ^  z   ,      ,     d  z   , 

(2)  dz  =  -7— dx+ -j— dy. 

^  ^  dx  dy     -^ 

dz 
Man   eliminiere  — —  aus  (1)  und  (2),  so  kommt 

dy 


.  P    ,  dz  /.         M   ,    \ 


dz 
Nun  ist  in  dieser  Gleichung  der  Paktor  -^ —  unbestimmt;  also  kann 

dx 

sie  nur  bestehen,  wenn  gleichzeitig  sein  wird 

P  M 

(3)  dz--^dy  =  0;      dx-^dy  =  0. 

Die  Aufgabe  besteht  daher  darin,  diese  beiden  gleichseitigen  Glei- 
chungen zu  integrieren  und  die  Resultate  zusammenzufassen. 

Wenn  M,  N,  P  nur  x  und  y,  oder  auch  nur  eine  der  Variabein  ent- 
halten oder  wenn  sie  konstant  sind,  entstehen  spezielle  Fälle.  Einige 
solche  sollen  im  Folgenden  zur  Behandlung  kommen. 

I.  Es  sei  P  =  0 ;  femer  seien  M  und  N  konstant,  so  werden  die 
Differentialgleichungen  (3) 

dz  =  0;       dx  =  — dy, 
deren  Integrale  sind 

(4)  z  =  c;       x=— y  +  c'. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  stellt  eine  Ebene  A  dar,  welche  parallel 
zur  xy  Ebene  liegt;  die  zweite  eine  Gerade  B  in  dieser  Ebene,  welche 
mit  der  xz  Ebene  einen  konstantem  Winkel  bildet.  Da  nun  die  Grösse  c 
willkürlich  ist,   so  kann  man  sich  denken,   sie   nehme  alle  möglichen 


—     518     — 

Werte  an;  dann  schreitet  die  Ebene  A  fort  nod  mit  ihr  die  Gerade  6. 
Bliebe  hierbei  c'  konstant,  so  beschriebe  B  eine  Ebene,  parallel  zar 
%  Achse  gelegen.  Allein  c'  ist  ebenso  willkfirlich.  L&sst  man  daher  c' 
sich  ftndern,  so  schreitet  B  in  der  Ebene  A  fort.  Während  dieser 
gleichzeitigen  Aendernngen  beschreibt  die  Gerade  B  eine  konoidisrche 
Oberfl&che.  Die  Krämmnng  derselben  hängt  von  dem  jeweiligen  Ver- 
hältnis zwischen  c  und  c'  ab.  Das  Gesetz  der  Abhängigkeit  beider  sei 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

(6)  c  =  y  (cO. 

Setzt  man  nun  die  Werte  von  c  and  c'  aas  (4)  in  (5),  so  erhält 
man  als  gesachtes  Integral 

(6)  i  =  y(^x-^y). 

Dass  diese  Gleichung  der  gegebenen 

Genüge  leistet,  ergibt  sich  wie  folgt.  Die  partiellen  Differentialien  von 
(6)  sind 

dz  V         M    \        dz  M      ./         M    \ 

Setzt  man  diese  Werte  in  (7)  und   dividiert  mit  y'f  x — Tä~yj» 

so  wird  die  linke  Seite  =  0,  wie  es  (7)  erfordert. 

IL  Es  seien  M,  N  und  P  konstant,  so  geben  die  Gleichungen  (8), 
indem  man  sie  integriert 

(8)  z  =  -^y  +  c;       x  =  — y  +  c'. 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  gerade  Linie  dar.  Man  denke  sich 
dieselben  auf  den  Koordinaten-Ebenen  projiziert,  so  entspricht  die  erste 
der  Gleichungen  (8)  der  Projektion  auf  der  yz Ebene,  die  zweite  der 
Projektion  auf  der  xy  Ebene.  Nun  sind  c  und  c'  willkürliche  Grössen. 
Lässt  man  c  sich  ändern,  so  schreitet  die  Gerade  in  einer  Ebene  fort, 
welche  parallel  zur  z  Achse  ist;  lässt  man  aber  nur  c'  sich  ändern,  so 
bewegt  sich  die  Gerade  in  einer  Ebene,  parallel  zur  x  Achse  gelegen. 
Aendern  sich  c  und  c'  zugleich,  so  beschreibt  die  Gerade  eine  krumme 

P  M 

Fläche.     Da  aber  die  Grössen  ^r=-  und  ^rr-  konstant  sind,   so  behalten 

N  N 

die  Projektionen  der  Geraden  zu  den  Achsen  eine  gleiche  Neigung. 
Die  krumme  Fläche  ist  daher  cylindrisch.  Die  Art  der  Krümmung 
hängt  vom  Zusammenhang  zwischen  c  und  c'  ab.  Es  sei  c  =  9>  (c')- 
Man  setze  hier  die  Werte  von  c  und  c'  aus  (8)  ein,  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Cy linderfläche 


P  /         M    \ 
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Führt  man   den  Wert   von  y  aus   der  ersten  der  Gleichangen  (8) 
in  die  zweite  ein,  so  erhält  man  statt  der  Gleichangen  (8)  auch  folgende 

x  =  az  +  a;       y  =  bz  +  /?, 

worin  a  and  b  konstante  and  a  und  ß  willkürliche  Grössen  bezeichnen; 
daher  wird  die  Gleichang  der  Cylinderfläche 

X  —  az  =  y(y  —  bz). 

III.  Die  Gleichang  (1)  gehe  über  in 
/«\  d  z    ,       d  z        - 

es  seien  also  M  =  x,  N  =  y  and  P  =  0,  so  geben  die  Gleichangen  (3) 

X 

dz  =  0;      dx  =  — dy. 

Dividiert  man  die  zweite  dieser  Gleichangen  mit  x  and  integriert  so- 
dann beide,  so  kommt 

z  =  c;     log  X  =  log  y  +  log  c', 

worin   c   and   logc'   die  Eonstanten   der  Integration  bezeichnen.     Die 

X  X 

letzte  Gleichang  gibt  log  —  =  log  c' ,  woraus  folgt  —  =  c'.  Daher  er- 
hält  man  folgende  gleichzeitige  Gleichungen 

(10)  z  =  c;      —  =  c'. 

y 

Da  auch  hier  c  =  fp  (c')  sein   wird,  so   folgt   als  Integral  von  (9) 

(11)  '^'^ij} 

Die  Form  der  Oberfläche,  welche  (11)  darstellt,   kann  wieder  er- 
kannt werden  aus   den  Gleichangen  (10).     Es  stellt  z  =  c  eine  Ebene 

X 

dar,  parallel. zur  xy Ebene  und  —  =  c'  eine  Gerade,  welche  in  dieser 

Ebene  liegt  und  die  z  Achse  schneidet.  Lässt  man  c  und  c'  sich 
ändern,  so  schreitet  die  Gerade  längs  der  z  Achse  fort  und  dreht  sich 
um  dieselbe.  Sie  beschreibt  eine  konoidische  Fläche,  deren  Form  von 
dem  Gesetze  c  =  <p  (c')  abhängt. 

IV.  Die  Gleichung  (1)  sei  in  einem  weiteren  speziellen  Falle 

dz  dz 

dx  dy 

so  wird  M  =  y,  N  =  —  x  und  P  =  0  sein ;  daher  werden  die  Gleichungen 
(3)  sein 

dz  =  0;       dx  +  — dy  =  0. 

X      "^ 

Man  multipliziere  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  x,  so  gibt  die 
Integration 
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(12)  E  =  c;     x^  +  y^=^c' 

and  da  wieder  c^V'CcO  aogeDommeo  werden  kann,  so  geben  die 
Werte  von  c  ood  c'  aus  (12)  aU  Integral 

X  =  y  (x«  +  y»). 

Diese  Gleichang  gehört  einer  Rotationsfläche  an,  deren  Achse 
snsammenflillt  mit  der  c  Achse.  Die  erste  der  Gleichungen  (12)  stellt 
nämlich  eine  Ebene  dar,  senkrecht  znr  z  Achse  and  die  zweite  einen 
Kreis,  der  in  dieser  Ebene  liegt  und  dessen  Mittelpunkt  in  die  z  Achse 
fällt.     Rockt  die  Ebene  dnrch  Variation  von  c  fort  nnd   ändert  sich 

gleichzeitig  aach  der  Radios  V^  des  Kreises,  so  wird  die  Oberfläche 
beschrieben. 

V.   Endlich  sei  noch  zo  integrieren 

(13)  (x_,)^+(y_b)-^  =  Z-C, 

SO  geben  die  Gieichongen  (3)  sofort 

X  —  a      y  —  b 

woraus  dorch  Integration  folgt 

log(z  —  c)  —  log  (y  —  b)  =  log  m;       log  (x  —  a)  =  log  (y  —  b)  =  log  n, 

worin  log  m  ond  log  n  die  Konstanten  der  Integration  darstellen.  Zieht 
man  links  die  Glieder  zosammen  ond  geht  von  den  Logarithmen  zo 
den  Zahlen  über,  so  wird 

.     .  z  — c  X  — a 

(14) i:  =  "^5 r  =  n 

y  —  b  y  —  b 

ond  da  m  =  9>  (n)  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man,  wenn  die  Werte 
von  m  ond  n  ans  (14)  in  die  letzte  Relation ' eingeführt  werden,  als 
Integral  von  (13)  • 


z 

y 


^  =  K7^> 


Diese  Gleichong  stellt  eine  Kegelfläche  dar.  Die  Gieichongen 
(14)  sind  vom  ersten  Grad;  sie  sind  die  Gieichongen  der  Projektion 
der  Kegelkante  aof  den  Ebenen  yz  ond  xy.  Diese  Kante  schreitet 
fort,  sowie  die  Grössen  m  ond  n  sich  ändern  ond  beschreibt  die  Ober- 
fläche. Alle  Kanten,  wie  sie  aoch  im  Raome  liegen  mögen,  schneiden 
sich  in  einem  Ponkte,  dessen  Koordinaten  a,  b,  c  sind.  Dm  dies  zu 
zeigen,  schreibe  man  die  Gieichongen  (14)  wie  folgt 

z  —  c  =  m  (y  —  b) ;      x  —  a  =  n  (y  —  b). 

Nimmt  man  nocr  y  =  b  an ,  so  verschwinden  die  rechten  Seiten 
dieser  Gieichongen,  also  moss  aoch  zogleich  x  =  a  ond  z  =  c  werden. 
Dieser  Punkt  ist  daher  die  Spitze  des  Kegels. 
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XV.    Partielle  Differentialgleicliaflgeii  der  zweiten  Ordnuig. 

418.  Nm  der  Sleichangen.  Werden  die  in  §  415  anter  (1)  anf- 
gefährten  partiellen  Differentialverhältnisse  der  ersten  Ordnung  noch- 
mals differentiiert  und  zwar  zunächst  in  Hinsicht  x,  so  wird  sein 

dx-*  "^         dydx 

sodann  in  Hinsicht  y,  so  erhält  man 

=  baxy*;       -^— 3-  =  bax^y. 


dxdy  dy 

Es  entstehen  somit  aus  der  gegebenen  Funktion  z  =  a  x^  y^  vier 
partielle  Differentialverhältnisse,  wovon  indessen  zwei  einander  gleich 
sind.     In  §  281  ist  in  der  That  nachgewiesen,  dass  allgemein  sein  muss 

d^z     ^     d^z 
dxdy        dydx  * 

Eine  partielle  Differentifilgleichung  der  zweiten  Ordnung,  ent- 
sprechend einer  Funktion  mit  den  Variabein  x,  y,  z,  muss  mindestens 
eines  der  drei  partiellen  Differentialverhältnisse  der  zweiten  Ordnung 
enthalten ;  es  können  in  ihr  aber  auch  neben  den  Variabein  x,  y,  z  auch 
partielle  Differentialverhältnisse  der  ersten  Ordnung  vorkommen.  Die 
allgemeine  Gleichung  hat  dahör  die  Form 

/  dz     dz     d^z       d^z       d^zN  __ 

Auch  hier  sollen  nur  einige  der  einfachsten  speziellen  Fälle  be- 
handelt werden. 

419.  GleiehuBgen  nit  einen  partiellen  Differentialrerhaltnis. 

I.   Es  sei  die  Gleichung  zu  integrieren 

d^ 
dx* 

Wäre  hierin  z  nur   eine  Funktion  von  x,  so  gäbe  die  Integration 

dz 

=  c,  wo  c  die  willkürliche  Konstante  bezeichnet.    Da  aber  z  auch 


(1)  -H-  =  0. 


dx 

von  y  abhängt,  so  nehme  man  9(y)  ^^r  c  und  man  erhält  in  der  all- 
gemeinsten Weise  als  Integral  von  (1) 

(2)  ^  =  9(7). 

Wird  diese  Gleichung  in  Hinsicht  x  wieder  differentiiert ,  so  ist 
d  9^  (y)  =  0  und  man  erhält  die  ursprüngliche  Gleichung ,  ein  Beweis, 
dass  (2)  der  (Gleichung  (1)  Genüge  leistet. 
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Wird  (2)  in  der  Form  dz  =  7(y)dx  integriert,  iDdem  man  y  als 
koDBtant  ansieht,  so  erhftlt  man  als  gesachtes  Integral 

(S)  z  =  xy(y)  +  f(y), 

in  welchem  f(y)  die  neue  willkürliche  Eonstante  bezeichnet. 

Gleichung  (3)  stellt  eine  Oberfl&che  dar.  Man  lege  durch  sie  eine 
Ebene,  parallel  zar  Ebene  xz  in  einem  bestimmten  Abstand  von  der 
letztem,  so  wird  y  konstant.  Man  bezeichne  nnn  die  konstanten 
Grossen  9(j)  and  f(y)  mit  a  and  b,  so  geht  (3)  über  in 

(4)  z  =  ax  +  b. 

Der  Durchschnitt  jener  Ebene  mit  der  Oberfläche  ist  daher,  wie  (4) 
zeigt,  eine  gerade  Linie.  Dies  wird  der  Fall  sein  für  jeden  Wert  von  y. 
Diese  Geraden  schneiden  die  Ebene  yz  in  Punkten,  die  stetig  auf- 
einander folgen  können.  Sie  bilden  daher  eine  Kurve,  deren  Gleichung 
erhalten  wird,  wenn  man  x  =  0  in  (3)  setzt.     Daher  ist  diese  Gleichung 

Macht  man  z  =  0  in  (3),  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Kurve, 
längs  welcher  die  Oberfläche  von  der  xy  Ebene  geschnitten  wird 

^_      f(y) 

9(7)' 

II.  Es  sei  gegeben 

d^z 

Man  multipliziere  mit  dx,  betrachte  y  als  konstant  und  integriere, 
so  wird 

-^=Jp(x,y)dx  +  y(y). 

Dabei  vertritt  fp{y)  die  Stelle  der  Integrations-Konstanten.  Wird 
mit  dx  multipliziert,  so  erhält  man  das  gesuchte  Integral 

z=Jdx[jF(x,y)dx  +  y(y)]  +  f(y), 

wobei  f(y)  die  nämliche  Bedeutung  hat  wie  oben  9{y). 

d^z 
Ganz  in  gleicher  Weise  kann         ^  ~  ^  (^»  y)  integriert  werden. 

III.  Die  Gleichung 

integriere   man  zuerst  in  Hinsicht  x  und   das   Resultat  in   Hinsicht  y 
oder  umgekehrt.     Zunächst  hat  man 

-^  =  F(x,y)dx 

und  daher  durch  Integration,  indem  y  als  konstant  angesehen  wird 


—     523     — 

-^=jF(x,y)dx  +  y(y). 

Maltipliziert  man  mit  d  y,  betrachtet  x  als  konstant  and  integriert, 
so  erhält  man  als  gesuchtes  Integral 

z  =  Jdy  [jF(x,y)  dx  +  g)(y)]  +  f(x). 

Wenn  F  (x,y)  =  c,  so  wird,  wenn  |  y  (y)  dy  durch  F(y)  ersetzt  wird 

dz=x[cx  +  ?>(y)]dy 
(5)  z  =  cxy  +  F(y)  +  f(x). 

Diese  Gleichung  (5)  stellt  wieder  eine  Oberfläche  dar.  Für  y  =  0 
wird  die  Gleichung  der  Kurve,  längs  welcher  die  Ebene  xz  von  ihr 
geschnitten  wird,  sein 

z  =  F(0)  +  f(x). 

Da  f(x)  willkürlich  ist,  so  sind  unendlich  viele  solcher  Kurven 
möglich.  Nimmt  man  x  =  0  an,  so  enthält  Gleichung  (5)  alle  Punkte 
der  Oberfläche,  welche  der  Ebene  yz  angehören.  Diese  Punkte  liegen 
in  einer  Kurve,  deren  Gleichung  ist 

z  =  F(y)  +  f(0). 

Auch  hier  ist  F(y)  willkürlich;  es  können  also  unendlich  viele 
Kurven  dieser  Art  in  der  Ebene  yz  angenommen  werden.  Man  erkennt 
hieraus  die  Mannigfaltigkeit  der  Oberflächen,  welche  in  (5)  enthal- 
ten sind. 

420.  Sleichong  ■!!;  den  erstes  und  iweiten  üfferentialferhältnis 
derselhei  Variabeln.    Es  sei  zu  integrieren 

d^z    I   p  dz 
dy2  "^      dy 

wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  und  y  sein  sollen.    Man  setze 

d  z  d  z 

(2)  -:; —  =  u,      also      -z —  =  du 

dy         '  dy 

in  Gleichung  (1),  so  geht  sie  über  in 

(3)  du  +  Pudy  =  Qdy. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  überein  mit  der  in  §  361 
behandelten,  um  darin  die  Sonderung  der  Veränderlichen  durchzufüh- 
ren, nehme  man 

(4)  a  =  Yt, 

wo  Y  nnd  t  zwei  Teränderliche  GrOssen  bezeichnen,  so  wird 

(5)  du  =  Ydt  +  tdY. 

Führt  man  die  Werte  von  n  nnd  dn  ans  (4)  nnd  (5)  in  (3),  so 
kommt 

Y(dt  +  Ptdy)  +  tdY  =  Qdy. 


(1)  44  +  P4f  =  Q. 
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Man  wähle  nao  Y  so,  das« 

(6)  tdY  =  Qdy 

wird,  so  rooss  aoch  sein 

dt  +  Ptdy  =  0. 

Allein  ans  dieser  GleichuDg  folgt,  indem  man  mit  t  dividiert  and 
integriert 

(7)  logt^-fpdy;     t  =  e-/^^y. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (6),  so  wird 

dY  =  Qdye/P*y. 
Man  betrachte  x  als  konstant  and  integriere,  so  kommt 

(8)  Y=jQdye/''^y  +  9(x). 

Können  die  in  (7)  und  (8)  angedeateten  Integrationen  aasgeführt 
werden,  so  kann  aach  Y  als  bekannt  betrachtet  werden.  Mit  Hilfe 
von  (7)  and  (8)  gibt  daher  Gleichang  (4) 

u  =  Ye-/P*y, 
and  da  nach  (2)  d  z  =  a  d  y,  so  wird  nanmehr 

dz  =  Ydye-/P*y 
and  daher  das  Integral  der  gegebenen  Gleichang 

z=  rYdye-/P*y +y(x). 
Es  seien  P  and  Q  konstant,  so  wird 


/ 


Pdy  =  Py;     t  =  e-Py;     Y  =  ^e^  y  +  V  «. 
z  =  y[Qy~y«-e-Py]  +  f(x). 


421.  <)lelchang  ait  iwel  iweitei  lifferentialferhaUnissen.     Es  sei 

die  Gleichang  za  integrieren 

d^z         «  d^  z 


dx2  "••    dy^' 

Man  nehme  an,  das  Integral  lasse  sich  darstellen  darch 

(2)  z  =  e™»+"y, 

wo   m  und  n  willkürliche  Eonstante   bezeichnen.      Die  Differentiation 
von  (2)  gibt  folgende  partielle  Differentialverhältnisse 

« 

dz  dz 

=  me"*+"y;     4-^  =  oe™*+"y, 


dx  '      dy 

^=m2e"'^+«»y;    5-4  =  n^e^^  +  ^y, 
d  x^  dy^ 
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Setzt  man  die  Werte  vod  -; — 0-  und     ,    »    in  (1),  so  folgt 

d  x^  dy^ 

(3)  m^  =  a^n^ ;     also     m  =  ±  a  n. 

Es  besteht  also  zwischen  den  willkürlichen  Eonstanten  ein  besti  na  roter 
durch  (3)  gegebener  Zasammenhang. 

Ersetzt  man  in  (2)  die  Grösse  m  durch  ±siD)  so  erhält  man 
zwei  Werte  von  z,  die  mit  z*  und  z''  bezeichnet  seien;  dann  wird 

z'  =  e"^y  +  **>;     i!*  =  e"(y-»*). 

Diese  Werte  sind  partikulare  Integrale  von  (1).  Also  wird  auch 
die  Summe  z'  -f-  z**  ein  Integral  von  (1)  sein  und  auch  dann  noch, 
wenn  jeder  der  partikularen  Werte  mit  einer  Konstanten  multipliziert 
wird.     Der  Wert  von  z  ist  daher 

(4)  z  =  Ae°<y  +  **)  +  Be»(y-**>, 

wo  A  und  B  die  neuen  Konstanten  bezeichnen.  Nun  ist  aber  in  (4) 
die  Grösse  n  willkürlich  und  einer  beliebigen  Ausdehnung  fähig.  Gibt 
man  der  Grösse  n  eine  Reihe  von  Werten  n',  n'', . . ,  so  liefert  (4) 
ebenso  viele  Integrale,  als  Werte  von  n  angenommen  werden.  Die 
Summe  dieser  Integrale  entspricht  der  Gleichung  (1)  allgemeiner  als 
Gleichung  (4).  Man  erhält  daher  als  Ausdruck  für  das  allgemeine 
Integral 

(5)  z  =  2Ae"^y-»-**)  +  2Be"(y-*'^\ 

Allein  das  erste  Glied  rechts  ist  eine  Funktion  von  y  -f  a  x,  das 
zweite  von  y  —  a  x.  Diese  Funktionen  seien  allgemein  bezeichnet  mit 
F  (y  +  a  x)  und  f  (y  —  a  x).  Daher  kann  (5)  auch  ausgedrückt  wer- 
den durch 

(6)  z  =  F(y  +  ax)  +  f(y-ax). 

Dass  dieser  Wert  von  z  das  Integral  ist  von  (1),  zeigt  die  Probe. 
Die  partiellen  Differential  Verhältnisse  von  (6)  sind  nämlich,  da  a  konstant 

^''   =aF'(y  +  ax)-af'(y-ax), 


dx 

dz 
dy 

^2„ 


=  F'(y  +  ax)  +  f(y-ax), 


(7)  ^  =  a^F-Cy  +  ax)  +  a^f'Cy  -  a  x), 

(®)  ■Ö  =  F"(y  +  ax)  +  f"(y-ax). 

3 

d^z  d^z 

Setzt    man    die    Werte    von        ^    "°^        2    ^^^  (ö)   "°^   (7)  in 

(1),  so  heben  sich  sämmtliche  Glieder  auf  und  es  leistet  das  Integral 
(6)  der  Gleichung  (1)  Genüge.  Diese  stellt  eine  krumme  Oberfläche 
dar,  deren  Form  abhängt  von  dem  Gesetz,  dem  die  Funktionen  auf 
der  rechten  Seite  unterworfen  sind.  Das  Integral  (6)  kann  aber  auch 
noch  zu  andern  Zwecken  verwendet  werden,  wie  die  folgende  Aufgabe 
zeigen  wird. 
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m.  SfhwiigMBgei  eiier  getjpaBilfi  Stite.  Eine  Saite,  an  beiden 
Enden  festgehalten,  werde  gespannt  und  hierauf  in  Bewegung  versetzt, 
so  dass  die  Schwerpunkte  ihrer  Querschnitte  in  einer  Ebene,  welche 
durch  die  festen  Endpunkte  geht,  hin-  und  herschwingen.  Man  soll 
d«ren  Schwingungsdauer  bestimmen. 

Die  Saite  bildet  in  der  Schwingungsebene  Kurven.  Man  nehnae 
die  Gerade,  welche  durch  die  Endpunkte  A  und  B  (Fig.  156)  der 
Saite  geht,  als  Abscissenachse  und  A  als  Anfangspunkt  an.  Es  sei 
A  m  B  eine  Kurve,  welche  die  Saite  bildet  zur  Zeit  t.     Ferner  seien 

X,  y  die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  m, 
s  die  Bogenlänge  Am, 
P  die  Spannung  der  Saite  im  Punkte  m, 

p  das  Gewicht  der   Saite  per  Längeneinheit  und  1  die  Entfernung 
AB  der  festen  Punkte. 

Man  lasse  x  übergehen  in  x  +  d  x,  so  wird  y  zu  y  +  d  y  und  s  za 

s  -f  d  s.    Die  Spannung  P  liegt  in  der  Richtung  des  Bogenelementes  d  s. 

Nun  zerlege  man  P  in  zwei  Seitenkräfte,  die  eine  parallel,  die  andere 

senkrecht  zu  AB.     Für  die   letztere  erhält 
Fig.  156. ^ 

""^""~~"""""  man  P  -r^.     Wenn  x  in   x  +  d  x  übergeht, 

so  geht  p4^  über  in  P-^+d  fp-^^Y 
ds  ds  \ds/ 

Also    wirken    an    den    Endpunkten    von  ds 

zwei  Kräfte,  senkrecht  zu  A  B,  d.  h.   in  der  Richtung  der  Bewegung. 

Der  Unterschied  beider  Kräfte  ist  df  P-j^j.     Nun  kann  man    längs 

der   Strecke   ds    die    Grösse   P    als    konstant    annehmen,    also    wird 

/     (jy\  d^y 

d  (  P  --p- )  =  P  .    Daher  wird  das  Bogenelement  d  s  in  dem  Augen- 

blick, da  die  Zeit  t  abgelaufen  ist,  in  der  Richtung  der  Bewegung  ge- 

d*y 
trieben  mit  der  Kraft  P  —t-^-    Man  kann  annehmen,  diese  Kraft  bleibe 

d  s 

während  des  nun  folgenden  Zeitelementes  d  t  konstant;  also  wird  während 

dieser  Zeit  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  entstehen  (§  151). 

Das  Gewicht  des   Bogenelementes  ds  ist  pds.     Man   denke  sich 

nun  dieses  Element  sei  abgelöst  von  der  Saite  und  sei  nur  dem  Ein- 

d^y 
fluss  der  Kraft  P  — r-^  ausgesetzt,  es  bewege  sich  also  im  Räume  frei. 

Der  genannten  Kraft  entspreche  die  Beschleunigung  g',  dem  Gewichte  pds 
die  Beschleunigung  g,  so  verhalten  sich  die  Beschleunigungen  wie  die 
Kräfte,  welche  sie  hervorbringen;  daher 

d^y 

Allein  nach  §  393  ist  die  Beschleunigung  in  der  Richtung  der 
Bewegung  auch 

^  ""  dt«- 
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ElimiDiert  man  g'  aus  den  beiden  Gleichungen,  so  kommt 

^^^  dt2  ^    p      ds^- 

Nun  machen  wir  die  Voraussetzung,  die  Ablenkung  der  Kurve  von 
der  Geraden  Ä  B  sei  so  klein,  dass  d  s  mit  d'x  vertauscht  werden  könne. 
Dann  kann  auch  die  Spannung  P  der  ganzen  Länge  der  Saite  nach 
als  konstant  angesehen  werden.     Man  setze  zur  Abkürzung 

(2)  87-  =  »"' 
so  geht  Gleichung  (1)  über  in 

dt«  ~"    dx«' 

Diese  Gleicbaog  stimmt  der' Form  nach  mit  derjenigen  öberein, 
welche  in  §  421  integriert  ist.     Ihr  Integral  wird  daher  sein 

(3)  y  =  F(s  +  at)  +  f(x-at). 

Nun  nehmen  wir  an,  es  gelten  ffir  t  =  0  folgende  Gleichnngen 

(4)  y  =  9  (x), 

(5)  ^=^«- 

Gleichung  (4)  gibt  die  Form  der  Kurve  an  bei  Beginn  der  Bewegung 
und  (5)  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  x,  y  zu  dieser  Zeit.  Setzt 
man  daher  t  =  0  in  (3),  so  erhält  man  jenen  Wert  von  y,  welcher  der 
Gleichung  (4)  entspricht;  mithin  wird  für  t  =  0 

(6)  F(x)+f(x)  =  9(x). 

Dnrch  Differentiation  der  Gleichang  (3)  in  Hinsicht  t  erhält  man 

^y-  =  aF'(x  +  at)-af(x-at). 

dy 
Setzt  man  hierin  t  =  0,   so  geht  dieser  Wert  von  -^   in    jenen 

der  Gleichung  (5)  über;  daher 

a[F'(x)-f'(x)]  =  VW. 

Nun  nehme  man  an,  es  sei  für  t  =  0  auch  die  Geschwindig- 
keit- V^  (x)  nach  (5)  gleich  Null,  so  gibt  die  letzte  Gleichung 

F'(x)~f'(x)  =  0.* 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

(7)  F(x)  =  f(x)  +  C, 

WO  G  die  willkürliche  Konstante  bezeichnet.     Durch  Addition  und  Sub- 
traktion von  (6)  und  (7)  kommt 

F(x)=iy(i)  +  iC;     f(x)  =  iy(x)-:^C, 
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also  ancb,  wenn  x  ansgedebnt  wird 

F(x  +  at)-i9(x  +  at)  +  iC;     f  (x  -  at)  =  iy(x  -  at)  -  ^C. 
Seist  man  diese  Werte  id  (3),   so  folgt  als  Gleichang  der  Karve 

(8)  y  =  H»fx  +  at)  +  9)(x-at)]. 

Pur  t  =  0  geht  diese  Gleichang  über  in  y  =  9>  (x),  wie  es  nach 
(4)  sein  soll. 

Gleichung  (8)  gilt  für  alle  Karvenpankte,  also  auch  für  A  und  B. 
Nnn  ist  aber  für  A  sowohl  x  ==  0  als  ancb  y  =  0;  daher 

(9)  0  =  y(at)  +  y(-at), 
und  für  den  Punkt  B  ist  x  =  1  nnd  y  «  0 ;  daher 

(10)  0  =  9  (1  +  at)  +  y  (1  —  a  t). 

um  diese  Gleicbnngen  richtig  aufzufassen,  denke  man  sich  die 
Saite  über  die  Punkte  A  und  B  hinaus  geradlinig  verlängert  und  diese 
durch   feste  Punkte  A, B, C, ..  (Fig.  157)  so  gebalten,  dass  die  Saite 

in   eine   Anzahl  gleichlanger   Teile 
Fig.  157.  zerßllt.       Bei    dieser    Anordnung 

wird  sich  die  Bewegung  des  einen 
Saitenstückes  auch  auf  die  imdem 
übertragen,  so  dass  eine  wellenför- 
mige Kurve  entsteht.  Ifan  zeichne 
um  die  Punkte  A,  B,  G, ..  als  Mit- 
telpunkte Kreise  mit  dem  Halbmesser  at,  welche  die  Abscissenachst 
schneiden  in  b  nnd  c,  d  und  e,  f  und  g, . . 

Den  Punkten  c  und  b  entsprechen  die  Abscissen  a  t  nnd  —  a  t 
und  die  Ordinaten  ^  (a  t)  und  ^  ( —  a  t).  Diese  sind  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  gerichtet,  denn  sie  heben  sich  nach  (9)  gegenseitig 
auf.  Da  A  B  =  1,  so  entsprechen  den  Punkten  e  und  d  die  Abscissen 
A  e  =  1  -f  &  t  und  A  d  =  1  —  a  t,  also  auch  die  Ordinaten  9  (1  +  &  t) 
und  9^  (1  —  a  t).  Auch  diese  letztern  sind  gleich  und  entgegengesetzt, 
weil  sie  sich  nach  (10)  aufheben. 

Da  A  G  =  2 1,  so  wird  die  Abscisse  Ag=21-f&t  und  A  f  "=  2 1 
—  a  t ;  die  entsprechenden  Ordinaten  geben  folgende  Gleichung 

(11)  0  =  y  (2 1  +  a  t)  +  V>  (2 1  -  a  t), 

welche  anmittelbar  aus  (8)  hervorgeht,  da  y  =  0  wird  für  den  Punkt  G, 
d.  h.  für  x  =  21;  also  sind  nach  (11)  die  Ordinaten  für  f  und  g 
gleich  and  entgegengesetzt,  u.  s.  w. 

Noch  ergeben  sich  folgende  Relationen.  Man  ersetze  at  in  (10) 
durch  1— at,  so  erhält  man 

(12)  0  =  y(21-at)  +  g>(at). 

Setzt  man  die  Werte  von  ^  (a  t)  aus  (9)  und  (12)  einander  gleich, 
so  wird 

(13)  9(21-at)=y(-at). 

Ganz  ebenso  erhält  man,   wenn  at  in  (10)  durch  l-f^t  ersetzt  wird 

y(21  +  at)  =  y(at). 
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In  den  beiden  letzten  Gleichungen  weichen  die  Abscissen  der 
Earvenpunkte ,  welche  je  einer  Gleichung  angehören,  um  21  von  ein- 
ander ab.  Daher  sind  die  Ordinaten  solcher  Punkte  einander  gleich 
und  gleich  gelegen,  d.  h.  mit  gleichem  Vorzeichen  versehen. 

Einer  Grenzlage  der  Kurve  entspreche  die  Zeit  t  =  0.  Die  nächst- 
folgende gleiche  Grenzlage  werde  erreicht  in  der  Zeit  T,  so  ist  T  die 
Zeit  zu  einer  Hin-  und  Herschwingung.  Für  diese  beiden  Grenzlagen 
erhält  man  daher  aus  (13) 

9(21-aT)  =  y(0). 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  für  21  —  aT  =  0,  woraus  folgt, 
wenn  a  durch  seinen  Wert  aus  (2)  ersetzt  wird 


T  =  2i-  =  2ll/^. 
a  r    gP 


Die  Schwingungszeit  hängt  also  ab  von  der  Länge,  dem  Gewicht 
und  der  Spannung  der  Saite. 

423.  Wärmeleitang  in  einen  li»ni«genen  prisnatiselien  Stabe.    Der 

Stab  befinde  sich  in  einem  gewissen  Zustand  der  Erwärmung;  hierauf 
werde  er  in  ein  Medium  versetzt,  worin  die  Temperatur  !Null  herrsche ; 
gleichzeitig  werde  dafür  gesorgt,  dass  die  beiden  Enden  des  Stabes 
sofort  die  Temperatur  Null  annehmen.  Von  nun  an  beginnt  der  Stab 
'Wärme  an  das  Medium  abzugeben.  Man  soll  den  Wärmezustand  des 
Stabes  nach  einer  gegebenen  Zeit  bestimmen.     Es  sei 

q  der  Querschnitt  des  Stabes,  möglichst  klein  vorausgesetzt, 

u  der  Umfang  seines  Querschnittes, 

X  die  Entfernung  eines  Querschnittes  von  dem  einen  Stabende, 

y  die  Temperatur  in  diesem  Querschnitt  nach  der  Zeit  t,  in  allen 
Punkten  des  Querschnittes  gleich  gross  vorausgesetzt, 

a  die  Länge  des  Stabes, 

h,  k  die  äussere  und  innere  Leitungsfähigkeit  der  Wärme,  also  z.  B. 
h  die  Wärme,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Oberfläche  1 
aus  dem  Stabe  an  das  Medium  übergeht,  wenn  der  Unterschied 
der  Temperaturen  im  Stab  und  Medium  1^  beträgt, 

s  die  spezifische  Wärme  und 

p  das  Gewicht  der  Eubikeinheit  des  Stabes. 

Man  lege  Querschnitte  durch  den  Stab  in  den  Abständen  x  —  d  x,  x, 
X  -h  d  X  und  x  -j-  2  d  x  vom  Anfangspunkt  aus,  so  entstehen  drei  Volumen- 
elemente a, /},  7.  Die  Wärme  bewege  sich  in  der  Richtung  von  a 
nach  Yy  so  nimmt  ß  Wärme  auf  von  a  und  gibt  solche  ab  an  y  und 
an  die  Umgebung.  Dieser  Wärmeaustausch  finde  nach  der  Zeit  t  statt 
and  dauere  während  des  Zeitelementes  dt.  Nun  verliert  ß  mehr 
Wärme  als  es  bekommt;  der  Unterschied  wird  gleich  sein  der  Abnahme 
am  Wärmegehalt  des  Stabteilchens. 

Das  Prisma  ß  hat  das  Volumen  qdx,  also  das  Gewicht  pqdx; 
es  enthält  daher  bei  der  Temperatur  y  die  Wärmemenge  spqdx*y. 
Nimmt  x  um  dx  zu,  so  ändert  sich  diese  Wärmemenge  um  ihr  Diffe- 
rential, also  am  spqdxdy. 

▲  utenheimer,  Elementarbach.  M 
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Von  a   erhält  ß  darcb  innece  Leitang  in  der  Zeiteinheit  auf  die 

Stabläoge  1  bei  1®  Temperatardifferenz  eine  Wärmemenge  kq,  also  in 

der  Zeit  d  t  and  bei  der  Temperatardifferenz  d  y  die  Wärmemenge  kqdtdy 

dy 
and  bei  der  Länge  d  x  die  Wärme  k  q  -7^^  d  t.     Wenn  sich  x  am  d  x 

dx 

ändert,  so   ändert  sich  aach  diese   Wärmemenge  am  ihr  Differential, 

d^y 

also  am  kq    ,      dt     Hiervon  mass  nan   noch  abgezogen  werden  die 

Wärmemenge  hadxydt,  welche  die  Oberfläche  adx  des  Prismas  in  der 
Zeit  dt  verliert.     Daher  die  Gleichang 

d^y 
spqdxdy  =  kq  dt  —  hudxydt, 

oder  aach 

dy  _    k     d^y         hu 

dt        sp   dx^        spq 
Man  setze  zor  Abkürzung 

s  p  spq 

80  wird  die  vorstehende  Gleichang  sein 

«  ^-^  0  -  n- 

Das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  kann  dod  noch  beseitigt  wer- 
den, indem  man  setzt 

(3)  y  =  ye-". 

Denn  die  Differentiation  von  (3)  gibt,  da  v  veränderlich  ist 

dt~dt*  "^  '     dx'dx"*      '     dx«~dx«®      • 

d  y     d^  y 
Führt  man  die  Werte  von  -ry,     ,    ^   ^°^  Y  ^°  (2)>  so  folgt  als 

vereinfachte  Differentialgleichang  der  Wärmebewegang 

(4)  iT-^% 

d  t  dx^ 

welche  nanmehr  integriert  werden  soll. 
Bin  Integral  dieser  Gleichang  ist 

(5)  V  =  A  sin  m  X  •  e-^°**S 

worin  A  and  m  willkürliche  Eonstante  bezeichnen.  Behufs  der  Veri- 
fikation differentiiere  man  (5)  in  Hinsicht  x,  nachher  in  Hinsicht  t,  so 
kommt 

d  v  d^  V 

-:; —  =  m  Acosm  x«e~**™**;       .    «  =  —  m^Asinmx«e~^™**; 

dx  dx'* 

dv 


dt 


=  —  bm^A  sin  mxe- *>'"'*. 
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vi       V  UV 

Setzt  man   diese  Werte  von   ^—2    «nd  -^j-^  in  (4),    so  werden  in 


d^v  ,  dv 
,  -3-  und  -r— 
d  x^  dt 

der  That   beide  Seiten  gleich.     Es   ist  daher  (5)  ein  Integral  von  (4). 

Nan  ist  za  prüfen,  inwiefern  Gleichung  (5)  den  Bedingungen  ent- 
spricht, welche  gemäss  der  Aufgabe  gestellt  werden  mässen. 

Die  erste  Bedingung  ist  die,  dass  die  Temperatur  an  den 
Enden  des  Stabes  gleich  Null  sein  müsse.  Für  x  =  0  und  x  =  a  muss 
also  y  in  (3)  und  somit  auch  v  in  (3)  und  (5)  zu  Null  werden.  Für  x  =  0 
wird    nun  v   in   (5)    ohne  Weiteres  zu   Null;    dagegen   für  x  =  a  nur, 

TT  TT 

wenn  m  =  —  oder  ein  Vielfaches  von  —  ist.     Nimmt  man  die  will- 
a  a 

7t  TT  X 

kürliche  Grösse  m  =  —  an,  so  wird  sin  m  x  =  sin und  diese  Grösse 

a  a 


wird  =0  für  x  =  a.     Durch  diese  Modifikation  von  (5)  erhält  man 


TTX         —  *  —  '       ^ 

(6)  V  =  A  sin •  e 

a 


Die  zweite  Bedingung,  welcher  das  Integral  (6)  entsprechen 
soll,  ist  die,  dass  dasselbe  den  ursprünglichen  Wärmezustand  des  Sta- 
bes angibt  für  t  =  0.     Hierfür  wird  nun  (6)  zu 

(7)  V  =  A  sm , 

a 

woraus  man  nach  (3)  schliesst,  dass  A  die  Anfangstemperatnr  an  jener 

TtX  1 

Stelle  bezeichnet,  für  welche  sin =  1,  also  x  = -^  a  ist.    Von  da 

a  ^ 

aus    nimmt    vor-   und   rückwärts    die   Temperatur    ab    wie    der  Sinus 

TTTC 

von  .     Somit  setzt  Gleichung  (6)   einen   ganz   speziellen  Ursprung- 

a 

liehen  Wärmezustand  voraus.  Unter  unendlich  vielen  Wärmezuständen, 
die  willkürlich  geschaffen  werden,  wird  sich  nur  einer  finden,  der  dem 
Gesetze  (6)  der  Wärmeverteilung  entspricht.  Es  kann  daher  das  In- 
tegral (6)  nur  ein  partikuläres  sein. 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  finden,  das  alle  denkbaren 
anfänglichen  Wärmezustände  in  sich  schliesst,  lasse  man  in  (5)  die 
Eonstanten  A  und  m  sich  ändern.  Für  A  erhalte  man  der  Reihe  nach 
Ai,A2,A3,..  und  für  m,  gemäss  Formel  (6),  die  entsprechenden  Werte 

TT        2  TT        S  TT 

, . . ,  SO  bekommt  man  durch  Einführen  dieser  Werte  in  (6) 


a       a        a 


ebenso  viele  partikuläre  Integrale,  deren  Summe 


/o>  .      .    ^x      ~(t)^*  .    a     .    2;ix       ~(-^)  ^* 

(8)    V  =  Ai  sin e     ^  *  ^       +  A2  sm e     ^  *  ^ 

a  a 

Sn 


,    .      .    3  7rx      -(-^)  ^*  , 
+  A3  sin e     ^  *  ^       +  .  . 


a 

ebenfalls  ein  Integral  von  (4)   sein  wird.     Enthält  diese  Reihe  unend- 
lich viele  Glieder,  so  kann  ihr  Wert  als  das  allgemeine  Integral  ange- 

34* 
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sebeo  werden.    Die  Reihe  (8)  konvergiert  rasch,  denn  die  Bxponential- 
grosse   mit  wachsendem,  negativem  Exponenten   nimmt  sehr  rasch  ab. 

Setzt  man  t  =  0  in  (8),  so  redozieren  sich  die  Exponentialgrössen 
auf  1.  Der  dabei  entstehende  Wert  von  v  werde  mit  ?(x)  bezeich- 
net, so  erhält  man 

(9)     y  (x)  =  Ai  sin h  Aa  sm +  As  sm \-  . . 

a  a  a 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Kurve  dar,  welche  die  Abscissenachse 
in  den  Punkten  x  a  o  und  x  =  a  schneidet.  Speziellen  Werten  von  x, 
wie  xi,  xa,..  entsprechen  die  Ordinaten  ^(xi),  9(^3), . .  Diese  sind 
nichts  anderes  als  die  ursprünglichen  Temperaturen  des  Stabes  an  Stellen, 
welche  um  xi,X2, ..  vom  Anfangspunkt  abstehen.  Sind  diese  Tempe- 
raturen gegeben,  so  kann  die  Kurve  gezeichnet  werden  und  es  sind 
dann  die  Vorzahlen  Ai,A9,..  keine  willkürlichen  Grössen  mehr,  son- 
dern Ergebnisse  der  Rechnung. 

Man  stelle  sich  in  der  That  die  Aufgabe,  diese  Vorzählen  zu  be- 
rechnen. Zu  dem  Zwecke  teile  man  a  in  n  4- 1  gleiche  Teile,  be- 
zeichne die  Abscissen  der  aufeinander  folgenden  Teilpunkte  mit  xi, 
xa,..Xn,  die  entsprechenden  Vorzahlen  mit  Ai,Aa,..An,  so  liefert  (9) 
folgende  spezielle  Gleichungen 

/«/\       A     -^^iiA     .27rxi  .nTTXi 

y  (xi)  =  Ai  sm h  Aa  sm 1-  . .  +  An  sm , 

a  a  a 

V  (xa)  =  Ai  sm 4-  Aa  sm h  . .  +  An  sm , 

a  a  a 


9  (Xn)  =  Ai  sm h  Aa  sm 1-  . .  -j-  An  sm . 

a  a  a 

Da  so  viele  Gleichungen  vorhanden  sind  als  unbekannte  Grössen 
Ai,Aa,..,  so  könnten  diese  auf  gewöhnlichem  Wege  ermittelt  werden. 
Es  mag  dies  auch  für  eine  kleine  Anzahl  von  unbekannten  geschehen. 
Allein  hier  soll  folgender  Weg  eingeschlagen  werden. 

C  Tt"  X 

Ein  Glied  der  Reihe  (9)   sei  Acsin ,  wo  c  eine  ganze  Zahl 

a 

bezeichnet,   die   zwischen  0  und  n  liegt.     Man   multipliziere  die  vor- 
stehenden Gleichungen   mit  — -—  und  ausserdem  noch 

n  -f-  1 

j.  ,  .-         ,     C  TT  Xl  -,        ,   ,  ,        ,     C  TT  Xs 

die  erste  mit    sin ,     die   dritte  mit  sin , . . 

a  a 

j.  ..  ..       .     C  TT  Xa         j.       1   A   1  »x       •     C  TT  Xn 

die  zweite  mit  sm ,     die   letzte   mit  sin , 

a  a 

und  addiere  sodann  die  Gleichungen.     Man  erhält  zunächst  als  Summe 
der  Glieder  links 
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y(xi)siD hy(x2)8m l-..  +  9>(xu)8in — TT- 

L  a  a  ajD-hi 

Lässt  man  hierin  n  anendlicb   gross  werden,   so  wird  — r-— ,  als 

n  +  1 

anendlich  kleiner  Teil  der  Geraden  a,  zu  dx.  Die  Glieder  in  der 
Klammer  sind  Ordinalen  einer  Rarve,   entsprechend  den  Abscissen  xi, 

C  Tt  X 

X2,..     Der  Abscisse   x  gehört  die  Ordinate   9>(x)sin zu;    das 

a 

Produkt  der  letztern  mit  dx  ist  ein  Element  der  Fläche,  welche  die 
Kurve  und  Abscissenachse  einschliessen.  Integriert  man  dieses  Flächen- 
element zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a,  so  erhält  man  die 
ganze  Fläche,  bezw.  die  Summe  der  Glieder  links  der  vorstehenden 
n  Gleichungen.     Diese  ist  daher 


(10)  ry(x)si 

«^0 


sm d  X. 

a 


e  TT  X 

Es  sei  Aesin irgend  ein  Glied  der  Reihe  (9),  so  stehen  im 

obigen  System   von  Gleichungen  n  Glieder  vertikal   unter  einander  mit 
der  Vorzahl  Ae.     Diese  geben  die  Summe 

.r.cTTXi.eTTXi,     .C7rx2.e7rx2,      "I     a 

Ao    sm sm h  sm sm r  . .    — rr- 

La  a  a  a  Jn  +  1 

Es  liegt   also  wieder   eine  Quadratur  vor.     Der  allgemeine  Aus- 
druck der  Ordinate  ist  AeSin sin ;    daher  die  Fläche  zwi- 

a  a 

sehen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a 


(11)  AeTsi 


CTTX      .      eTTX    - 

sm sm d  x. 

a  a 


Es  kommt  eine  Vertikalreihe  vor,  bei  welcher  c  und  e  überein- 
stimmen. Lässt  man  für  diese  Reihe  e  in  c  übergehen,  so  erhält  man 
aus  (11) 

(12)  AcJ*(sin-^ydx. 

Man  denke  sich  in  (11)  die  Grösse  c  und  e  verschieden.  Aen- 
dert  sich   dann,   wie   die  Integration  dies  voraussetzt,  die  Variable  x 

C  7TC  X  e  7C  Y 

von  0  bis  a,  so  nehmen  die  Faktoren  sin und  sin posi- 

a  a 

tive  und  negative  Vorzeichen  an ,  dasselbe  wird  auch  der  Fall  sein  mit 

ihren  Produkten.    Eine  Zusammenstellung  zeigt,  dass  je  einem  positiven 

Produkt  ein  gleiches  negatives  entspricht,  so  dass  das  Integral  (11)  zu 

Null  wird.     Ein  Beweis   für  diesen  Satz  kann  auch   wie  folgt  geführt 

werden.     Es  ist 

.     CTTx.     OTTx        ir       (e  —  c)7rx  (e  +  c)7rx 

sm sm —       I  --«  ^         '  —  \     •     / 


a  a 


1   r         (e  —  C)  TT  X  (e  +  c)  TT  X  1 

=  —    cos  -^^ '- cos  -^^ — ■ — , 

2  L  a  a         J' 


—     534     — 

wie  sich  sofort  ergibt,  wenn  die  Gosinoswerte  rechts  nach  der  Formel 
cos  (a±/9)  entwickelt  werden.     Daher  statt  des  Integrals  in  (11) 

/'io\         1   C^jt    r       (e  — c)7rx              (e4-c)7rx"l 
(13)        -J^  dx^co. cos J. 

Allein  es  ist   j  cos dx  =  -s^ — sin ;  folglich 

J  a  on  a 


i 


COS =  0, 

0  a 


da  i  eine  ganze   Zahl   bezeichnet.    Daher  verschwinden  beide  Glieder 
im  Integral  (13);  also  ist  aoch  das  Integral  (11)  gleich  Ndl. 

Somit  reduziert  sich  die  Summe  aller  Glieder  anf  der  rechten 
Seite  des  vorstehenden  Systems  von  Gleichungen  anf  das  Integral  (12). 
Nun  ist  nach  §  79 


; 


sin*x  d  X  =  -^  X 7-  sin  2  x, 

2  4 


P/ .     CTTxN*^  a    /cTTx         1    .    2c/rx'\ 

j(s^---)  dx  =  — (^-^^-^sm^^j, 

und  daher  das  Integral  der  letzten  Gleichung  für  die  angegebenen  Gren- 

a  a  

zen  =  --  und  das  Integral  (12)  =— Ac.   Setzt  man  diesen  Wert  dem 

Integral  (10)  gleich,  so  folgt 

(14)  Ac  =  ~ryW8in— — dx. 

a  Jo  si 

Hiermit  ist  das  Bildungsgesetz  der  Vorzahlen  Ai,A2,..  gefunden. 
Dasselbe  ist  der  Art,  dass  es  noch  gültig  bleibt,  wenn  man  für  x  eine 
neue  Veränderliche  einfährt.  Diese  sei  z.  B.  z,  so  wird  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  (9)  sein 

2      .       CTTX     P*,^  ,  X     .       CTTZ     , 

—  sm I    y  (z)  sm d  z. 

a  a     Jo  a 

Daher  kann  die  Summe  aller  Glieder  dieser  Reihe  dargestellt  wer- 
den durch 

r^K\  .^/  \  2   ^    .      C  TT  X    P»  C  TT  Z     , 

(15)  y  (x)  =  —  2  sm I    y  (z)  sm d  z. 

a  a     i/o  a 

worin  c  von  1  bis  00  auszudehnen  ist. 

Mit  Hilfe  des  Wertes  von  Ac  in  (14)  wird  nun  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  (8) 


2    .     CTTX      "^f-ir)  ^*  r\r/' ^  •     c^z    , 

—  sm •  e     ^  ^   ^        I    y  (z)  sm d  z. 

a  a  Jo  a 
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Summiert  man  die  Glieder  der  Reihe,  indem  man  das  Zeichen  S 
vor  das  allgemeine  Glied  setzt,  multipliziert  man  sodann  noch  nach 
Vorschrift  von  (3)  mit  e~'*,  so  kommt 

(16)      y  =  — e         2sin -e     ^  ^  ^  y(z)sm dz. 

a  a  t/ 0  ^ 

Diese  Gleichung  gibt  die  Temperatur  y  des  Stabes  für  jeden  Wert 
von  X  und  nach  jeder  gegebenen  Zeit,  so  unregelmässig  auch  die  Wärme 
im  Anfangszustand  verteilt  gewesen  sein  mag. 

Mit  wachsender  Zeit  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  (8),  der  Ex- 
ponentialgrösse  wegen,  sehr  räch  ab  und  reduzieren  sich  bald  auf  das 
erste  Glied.  Alsdann  fällt  das  Summenzeichen  ]S  aus  (16)  weg,  zu- 
gleich wird  c  «  1   und  die  Gleichung  geht  über  in 

r^n\  2    .     TTX      "i^+lJ-)^  C\rr\  '    ^2, 

(17)      y= — sm »e     ^  I     9w^^^ az» 

ä  a  «/  0  a 

Welches  auch  der  Wert  von  (f  (z)  sein  mag,  so  ist  das  bestimmte  Inte- 
gral immer  eine  Eonstante;  sie  sei  mit  B  bezeichnet,  so  wird  (17)  zu 

2B    .    nx      -(^+^)^ 

y  = sin •  e     ^         **    ^    . 

a  a 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  im  Stab  vom  Anfangszustand  an  die 
Tendenz  herrscht,   eine   Wärmeverteilung  herbeizufuhren,    welche   der 

TTX 

Grösse  sin ,  also  dem  Sinus  der  Bogen  des  Halbkreises,  proportional 

a 

ist.  Diese  Grösse  kam  aber  schon  im  partikulären  Integral  (7)  vor; 
also  wird  der  Zustand,  den  das  partikuläre  Integral  darstellt,  bald  er- 
reicht und  bis  zur  gänzlichen  Abkühlung  verbleiben. 

Man  denke  sich  die  Wärme  anfangs  ganz  regellos  verteilt,  z.  B. 
so,  dass  die  Temperatur  in  der  Mitte  des  Stabes  kleiner  ist  als  in  be- 
nachbarten Teilen  rechts  und  links,  so  wird  die  Wärme  von  beiden  Seiten 
her  nach  der  Mitte  sich  bewegen,  wie  nach  den  Enden  des  Stabes. 
In  einem  gewissen  Augenblick  hört  der  Zufluss  nach  der  Mitte  hin  auf, 
von  da  an  sinkt  zu  beiden  Seiten  die  Temperatur  unter  jene  der  Mitte 
und  es  ist  nunmehr  jener  Zustand  nahezu  erreicht,  der  durch  das 
partikuläre  Integral  ausgedrückt  wird« 


■<o--c^>- 
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L.  Hinti, 

die  Baustatik. 

Eid  elementarer  Leitfaden  xum  Selbstunterricht  nnd  zum  praktischen 
Gebraoch  far  Architekten,  Baogewerbsmeister  nnd  Schäler  baotech- 
nischer  Lehranstalten.  Mit  einer  Tafel  nnd  302  in  den  Text  einge- 
druckten  Abbildungen.     Zweite  Tennehrte    and  verbesserte  Auflage. 

gr.  8.    Geh.     8  Mark. 


Dr.  P.  J.  Johnen, 

Elemente  der  Festigkeitslehre 

in  elementarer  Darstellung  mit  zahlreichen,  teilweise  vollständig  gelösten 

Debungsbeispielen,  sowie  vielen  praktisch  bewährten  Konstmktionsregeln. 

Pfir  Maschioen-  and  Bautechniker,  sowie  zum  Gebrauche  in  technischen 

Lehranstalten.     Mit  176  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  und 

mehreren  Profiltabellen,    gr.  8.     Geh.     6  Mark  75  Pfge. 


Dr.  P.  Schreiber, 

landniGli  der  baroBetrisdien  HöhenmessangeiL 

Anleitung  zur  Berechnung  der  Höhen  aus  barometrischen,  thermome- 
trischen  und  hygrometrischen  Messungen,  sowie  zur  Anstellung  sämt- 
licher bei  den  HOhenmessungen  nötigen  Beobachtungen,  unter  beson- 
derer Berücksichtigung  der  Surrogate  för  das  Quecksilberbarometer 
(Aneroide,  Thermobarometer).  Pur  Ingenieure,  Forschungsreisende, 
Meteorologen,  Mitglieder  der  Alpenvereine  etc.  Zweite  wohlfeilere 
Ausgabe.  Mit  einem  Atlas  von  18  Foliotafeln,  enthaltend  zahlreiche 
Karten  nnd  Figuren,     gr.  8.     Geh.     4  Mark  50  Pfge. 


W.  Jeep, 

das  graphische  Rechnen  nnd  die  Graphostatik 

in  ihrer  Anwendung  auf  Baukonstruktionen.     Zum  Gebrauche  für  Ban- 
ge werksmeister,  Baugewerkssdiulen  etc.     Zweite  Auflage.    Mit  einem 
Atlas  von  35  Foliotafeln,    gr.  8.     Geh.     5  Mark. 
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